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A VANT-PROPOS 


Le présent ouvrage est destiné aux étudiants des établissements 
d'enseignement supérieur ayant des programmes de mathématiques 
de niveaux différents. Nous nous sommes fixé pour objectif de créer 
un recueil de problèmes qui embrasse l’ensemble des matières du 
cours de géométrie analytique et d'algèbre linéaire et qui maté- 
rialise en même temps notre expérience de l’enseignement des mathé- 
matiques à l’Institut physico-technique de Moscou. L'agencement 
de la matière ainsi que les définitions et notations sont calqués 
pour l’essentiel sur ceux du Cours de géométrie analytique et d’algèbre 
linéaire de D. Beklémichev. 

Arrêtons-nous sur quelques particularités pédagogiques du re- 
cueil. Tout d’abord nous voulons attirer l'attention du lecteur sur 
les matières non traditionnelles qu'il contient. Par exemple: le 
chapitre « Transformations du plan. Groupes » traite des notions 
générales sur les applications; le chapitre « Fonctions sur l'espace 
vectoriel » contient un paragraphe consacré entièrement aux fonc- 
tions linéaires; un chapitre est spécialement consacré aux espaces 
affines et aux espaces euclidiens ponctuels; enfin, le chapitre « Ten- 
seurs », qui traite en détail les notions fondamentales liées aux ten- 
seurs, contient un grand nombre d'exercices sur les matrices multidi- 
mensionnelles. 

Tous les chapitres ainsi que certains paragraphes sont précédés 
d’un rappel théorique qui comprend une liste des nouvelles notions 
nécessaires dont la définition est partiellement donnée par la suite, 
les notations, un résumé des plus importantes formules ct un exposé 
détaillé de certains algorithmes. 

Le choix des problèmes permet à notre avis d'utiliser ce recueil 
dans différents systèmes d'organisation du cours. C'est ainsi que 
nous avons inséré les problèmes sur la multiplication des matrices 
dans le $ 14 (« Déterminants ») et dans les chapitres X et XI, où 
ces problèmes sont énoncés pour les espaces euclidiens et hermitiens, 
etc. 

Pour faciliter le travail du professeur, nous donnons les problèmes 
standard par grandes séries. Mais pour ne pas augmenter le volume 
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du recueil, nous avons dû composer une liste de matrices (pp. 405- 
427). Les références à la liste sont notées c, pour les matrices-colonnes, 
et À, pour les autres matrices, où À représente le numéro dans la 
liste. Cependant, nous n’utilisons pas les matrices de la liste dans 
tous les problèmes numériques et gardons en partie un exposé tra- 
ditionnel. 

Les problèmes les plus compliqués et certains problèmes types 
sont résolus. Nous les avons marqués par la lettre (s) et groupé leurs 
solutions dans une division en fin du livre. 

Certains collègues ont bien voulu nous faire part de leurs cri- 
tiques et de leurs suggestions. Nous tenons à remercier B. Paltsev, 
D. Beklémichev, V. Lidski, V. Potchouev et A. Bolibrouch, tant 
pour leurs encouragements que pour l’aide qu'ils nous ont ainsi 
apportée. Nous remercions particulièrement l’académicien L. Kou- 
driavtsev pour ses conseils si judicieux. 


Les Auteurs 


CHAPITRE PREMIER 


VECTEURS ET COORDONNÉES 


Dans ce chapitre on utilise les notions de base suivantes: vecteur, vecteur 
nul, égalité des vecteurs, vecteurs colinéaires et coplanaires, produit du vecteur par 
un nombre réel, somme des vecteurs, vecteur opposé, différence des vecteurs, combinai- 
son linéaire de vecteurs, vecteurs linéairement dépendants (système de vecteurs li- 
néairement dépendants ou système lié de vecteurs), base d'un plan et base d'un espa- 
ce, coordonnées d'un vecteur par rapport à une base, rayon vecteur d'un point, sys- 
tème de coordonnées cartésiennes (repère cartésien), coordonnées d'un point, lon- 
gueur d'un vecteur, angle de deux vecteurs, produit scalaire de deux vecteurs, pro- 
jection du vecteur sur une droite, bases orthogonale et orthonormée dans le plan et 
dans l'espace, système de coordonnées rectangulaires (repère orthonormé), orlenta- 
tion d'un triplet de vecteurs dans l'espace, orientation d'un couple de vecteurs dans 
le plan, orientation d'une base, produit vectoriel de deux vecteurs, produit mixte 
de trois vecteurs, déterminants d'ordre 2 et 3. On utilise de même les propriétés 
principales des opérations linéaires et des produits scalaire, vectoriel et mixte. 

Soient a, b, c des vecteurs dont les coordonnées dans une base {e,, e:, es} 
sont (@, œ , &s), ( 1° Ba Bs), Ne s Vos Ÿ ). . 

La condition nécessaire et su fisante de colinéarité des vecteurs est la pro- 
portionnalité de leurs coordonnées correspondantes. 

Les vecteurs a, b, c sont coplanaires si et seulement si le déterminant 


1 A ds 
B1 B2 Ps 
V1 Ya Ÿs 


est nul. 
Si la base est orthonormée, la longueur du vecteur a est 


lal=Vi+ a+; 
le produit scalaire des vecteurs a, b vaut 
(a, b) = œufs + &ofa + abs; 


le produit vectoriel des vecteurs a, b vaut 


C1 €a €s 
{a, bl=ela, œ œl, 
Pr Be Ps 


où € — +1 si la base est d'une orientation directe,et e — —1 si la base est 
d'une orientation rétrograde. Le déterminant est interprété symboliquement : 


: “ —4 A + €: a +es 1 93 : 
8 gp gl ‘18 lT%18 AIT ps 
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Le produit mixte des vecteurs a, b, c s'exprime dans toute base par la 
formule 


1 o 3 
(a, b, c)— Pi Be Ps (C1, Cor €3). 
V1 Va Ÿs 


Si la base {e,, e,, e.} est orthonormée, (e,, e,.e:) = & (le nombre & est défini 
plus haut). 


Le triplet des vecteurs a, b, c est direct si le signe du déterminant 


Pi Be Ps 
Y1 Ve Ys 


coïncide avec celui de e, et rétrograde dans le cas contraire. L'affirmation est 
juste pour toute base. 


Le cosinus de l'angle o des vecteurs a, b définis par leurs coordonnées peut 
être calculé d’après la formule 


COS p— Ce ë 
lal-1bl 
L'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs a, b vaut 
S = |{a, b]|. 
Le volume du parallélépipède construit sur les vecteurs a, b, c vaut 
V = | (a, b, c) |. 


Tout vecteur b du plan ou de l’espace peut être représenté sous la forme 
d'une somme de deux vecteurs x et y tels que le vecteur x soit colinéaire au 
vecteur donné non nul a, et le vecteur y soit orthogonal au vecteur a. Le vec- 
teur x s'appelle projection orthogonale du vecteur b sur la droite qui porte le 
vecteur a; le vecteur y est la composante orthogonale du vecteur b par rapport 
à cette droite. 

Soient {e:, e:. es} et {e;, e:, e:} deux bases données dans l'espace, les 
vecteurs de la seconde base s'exprimant au moyen des vecteurs de la première 
base par les formules 


e, — Any À Goes + 43109 
es — 90 Ÿ Core + Agolss (1) 
e3 — Ay31 À Goo + 43303. 


Les coordonnées &;, &,, «4 d'un vecteur dans la première base s'expriment par 
ses coordonnées «;, &œ, &; dans la seconde base de la façon suivante: 


Ai = AA À Gode + Aya, 
Le = du + Aoolo + Gostns (2) 
As = Ay@i + Age + ass 


(les coefficients qui figurent dans les lignes des formules (1) se transforment en 
coefficients intervenant dans les colonnes des formules (2)). 

Soient {0, e:, e,, es} et {0”, e;, e:, e} deux repères donnés dans l'espace. 
On admet que l'origine du second repère possède dans le premier les coordonnées 
G1or oo 430 et que les vecteurs de la seconde base s'expriment en fonction des 
vecteurs de la première base d’après les formules (1). Dans ce cas les coordonnées 
z, y, z d'un point dans le premier repère s'expriment en fonction de ses coordon- 
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nées z’, y’, z’ dans le second repère d'après les formules: 
ZT = ut" + Geÿ + 192 + Go 
Yy = GT + Gooÿ + Gas2 + @v 
2 = Gye + Ggoÿ + Gss7 + Go. 

Dans les problèmes du $ 1, on donne un repère cartésien quelconque qui 
n'est soumis à aucune condition supplémentaire. Dans les problèmes u & 2, 
si rien d’autre n'est spécifié, les coordonnées des vecteurs sont définies par rap- 
port à une base orthonormée et celles des points, par rapport à un repère ortho- 
normé. Dans les problèmes du $ 3, sauf mention du contraire, les coordonnées 
des vecteurs sont exprimées par rapport à une base orthonormée directe et cel- 


les des points sont définies dans un repère orthonormé dont la base est d'une 
orientation directe. 


$ 1. Relations linéaires 


1.1. Démontrer les assertions: 

1) un système fini de vecteurs contenant un vecteur nul est lié: 

2) un système fini de vecteurs contenant deux vecteurs égaux 
est lié. 

1.2. Est-ce qu’un système composé d’un seul vecteur peut 

être lié? 

1.3. Démontrer que les vecteurs aa — Bb, yb — ac, Be — ya 
sont linéairement dépendants quels que soient les vecteurs a, b, c 
et les nombres «, B, Y. 

1.4. Etant donné trois vecteurs a (1, 2), b (—5, —1}, e (—1, 3), 
trouver les coordonnées des vecteurs 2a + 3b — ce, 16a + 5b — Ye. 

1.5. Soient trois vecteurs a (1, 3), b (2, —1), ce (—4, 1). Trouver 
les nombres «& et B tels que &a -- Bb + ce — 0. | 

1.6. Vérifier que les vecteurs a (—5, —1) et b (—1, 3) consti- 
tuent une base dans le plan. Déterminer les coordonnées des vecteurs 
© (—1, 2) et d (2, —6) par rapport à cette base. 

1.7. Soient quatre vecteurs a (3, O0, —2), b (1, 2, —5), e (—1, 
1, 1), d (8, 4, 1). Déterminer les coordonnées des vecteurs —5a + 
+ b — Gc + d, 3a — b — ce — d. 

1.8. Soient quatre vecteurs a (4,. 1, —1), b (3, —1, O), e (—1, 
1, 1), d (—1, 3, 4). Trouver les nombres «&, B, y tels que œa + 
+ Bb + yÿe + d = 0. 

1.9. Vérifier que les vecteurs a (4, 1, —1), b (1, 2, —5) et 
© (—1, 1, 1) constituent une base dans l’espace. Trouver les coor- 
données des vecteurs 1(4, 4, —5), m (1, 4, —10), n (0, 3, —4) 
dans cette base. | 

1.10. Vérifier si les vecteurs 1, m et n sont coplanaires; en cas 
«le réponse positive indiquer la dépendance linéaire qui les relie 
(les vecteurs a, b, c sont ici trois vecteurs non coplanaires) : | 

«1 1=2a—b—e, m—2b—c—a, n — 2e — a — b; 
2)1-a+t+b+ce, m—b+e, n ——a ce; 

3) 1=c, m—a—b—e, n=a—b+ce. 
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1.11. À partir d’un point de l’espace on porte trois vecteurs 
a, b, c. Démontrer que l'extrémité du vecteur ce appartient au seg- 
ment reliant les extrémités des vecteurs a et b si et seulement si 
c=aa—+f$b, où « > 0, B>0, « + B — 1. Dans quel rapport l’extré- 
mité du vecteur c partage-t-elle ce segment ? 

1.12. Dans un parallélogramme ABCD le point XÆ est le milieu 
du segment BC et le point O, le point d’intersection des diagonales. 


En adoptant AB et AD pour vecteurs de base, trouver dans cette 


base les coordonnées des vecteurs BD. CO. KD. 
1.13. Dans un triangle ABC Île point M est le milieu du seg- 
ment AB et le point ©, le point d’intersection des médianes. En 


> — 
adoptant AB et AC pour vecteurs de base, déterminer dans cette 


base les coordonnées des vecteurs AM, AO, MO. 
1.14. Dans un trapèze ABCD les longueurs des bases AD et 


BC sont dans le rapport 3 : 2. En adoptant AC et BD pour vecteurs. 
—} 
de base, trouver dans cette base les coordonnées des vecteurs AB, 
> — — 
BC, CD, DA. 
1.15. Les points E et F sont les milieux des côtés AB et CD 
—- —} — 
d’un quadrilatère ABCD. Démontrer que EF — (BC + AD). 


1.16. Soit un hexagone régulier ABCDEF. En adoptant AB 
—} 
et ÀAF pour vecteurs de base, trouver dans cette base les coordonnées. 
> — — > —+ — — 
des vecteurs BC, CD, DE, EF, BD, CF, CE. 
1.17. Dans un tétraèdre UABC les points K, L, M, N, P, Q 


sont les milieux respectifs des arêtes 04, OB, OC, AB, AC, BC, 
et S est le point d’intersection des médianes du triangle ABC. En 


+ + — 
adoptant OA, OB et OC pour vecteurs de base, déterminer dans cette: 
base les coordonnées : 


1) des vecteurs 48, BC, AC : 
>  —} > —+> — 
2) des vecteurs KL, PQ, Es MP, KQ; 
3) des vecteurs O$ et KS. 
1.18. Soient trois points O, 4, B non alignés. En adoptant OA 
— 
et OB pour vecteurs de base, trouver: 


1) les coordonnées du vecteur OM si le point M appartient au 
segment AB et | AM | : | BM | =min: 

2) les coordonnées du vecteur ON si le point W est situé sur la. 
droite AB à l'extérieur du segment AB et | AN |: |BN|=m:n. 

1.19. On mène la bissectrice AD dans un triangle ABC. Trouver- 
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les coordonnées de AD dans la base formée par AB et AC. 
1.20. Soit donné un hexagone régulier ABCDEF. En adoptant 


le sommet À pour origine du repère et AC et ÂË pour vecteurs de 
base, déterminer les coordonnées des sommets de l'hexagone et de 
son centre. 


1.21. Dans un trapèze ABCD le rapport des longueurs des bases 
AD et BC vaut 4. En adoptant pour origine des coordonnées le som- 


— — 
met À et pour vecteurs de base les vecteurs AD et AB, trouver les 
coordonnées des sommets du trapèze, ainsi que les coordonnées du 
point M d'intersection de ses diagonales et celles du point S d’in- 
tersection des côtés latéraux. 

1.22. Soit un parallélépipède ABCDA,B,C,D,. En adoptant 
pour origine des coordonnées le sommet À et pour vecteurs de base 


+ — —+ 
les vecteurs AB, AD, et AA,, trouver les coordonnées : 

1) des sommets C, B, et C,; 

2) des points Æ et L, milieux respectifs des arêtes A,B, et CC;; 

3) des points M et N d'intersection des diagonales des faces 
A,B;,C,D, et ABB,A, respectivement ; 

4) du point O d'intersection des diagonales du parallélépipède. 

1.23. Trois points non alignés À (x;, Yi), B (x: Yo), C (xs Us) 
sont les sommets consécutifs d’un parallélogramme. Trouver les 
coordonnées du quatrième sommet D de ce parallélogramme. 

1.24. Soient deux points distincts À (x,, y,, z) et B (ra, Yes 22). 
Trouver les coordonnées : 

14) du point A appartenant au segment AB et tel que 
1AMl|:|BM|-m:n; 

2) du point N situé sur la droite AB à l'extérieur du segment AB 
et tel que | AN|:|/BN|-m:n. 

1.25. Soient deux points À (3, —2) et B (1, 4). Le point M 
est porté par la droite AB, et de plus | AM | — 3 | AB |. Trouver 
les coordonnées du point M si: 

1) M se trouve du même côte du point À que le point B; 

2) si M et B sont de part et d’autre du point À. 

1.26. Soient trois points non alignés À (x;, Y1, 21), B (te, Yas Zo), 
€ (Zzz Ya 23). Trouver les coordonnées du point d’intersection des 
médianes du triangle ABC. 

1.27. Connaissant les rayons vecteurs r;, r,, r2, r, des sommets 
À, B, D, À, d'un parallélépipède ABCDA,B,C,D,, exprimer en 
fonction d'eux les rayons vecteurs des quatre autres sommets. 

1.28. Le rapport des longueurs des bases AD et BC d'un tra- 
pèze ABCD est m : n. Exprimer les rayons vecteurs du sommet D, 
du point A d’intersection des diagonales du trapèze, et du point S 
d’intersection des côtés latéraux en fonction des rayons vecteurs 
Ti, To, Ts des sommets 4, B, C. 
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1.29. Démontrer que le rayon vecteur du centre d’un polygone 
régulier est la moyenne arithmétique des rayons vecteurs de ses. 
sommets. 

1.30. Connaissant les rayons vecteurs r,, r,, r, des sommets 
‘d'un triangle, trouver le rayon vecteur du centre du cercle inscrit 
dans ce triangle. 


1.31. Trouver dans le plan du triangle ABC un point O tel que 


— —+ — 
OA + OB + OC = 0. Existe-t-il de tels points en dehors du plan 
du triangle ? | 

1.32. Des masses m,, ..., m, se concentrent aux points de 
rayons vecteurs r;, ..., r,. Trouver le rayon vecteur du centre de 
gravité de ce système matériel. 
1.33. Un fil homogène est ployé sous forme d’un angle AOB 
de côtés | 04 | — a et | OB | — b. Trouver les coordonnées du 


— — 
centre de gravité du fil dans le repère O, OA/a, OB/b. 

1.34. Calculer les coordonnées du centre de gravité d’une plaque 
quadrilatère homogène ABCD de sommets au points À (3, 1), 
B (7, 3), C (0, 4), D (—1, 2). 

1.35. Démontrer que, si les diagonales d’un quadrilatère se 
coupent en leur milieu, ce quadrilatère est un parallélogramme. 

1.36. Les points X et ZL sont les milieux des côtés AB et BC 
d'un parallélogramme OABC. Démontrer que le point d’inter- 
section des diagonales de OA BC coïncide avec le point d’intersection 
des médianes du triangle OXL. 

1.37. On considère sur les côtés AB et AC d’un triangle ABC 
les points respectifs M et N tels que | AM | : |BM|=m : n,, 
[AN |: ICN|=—m : n. Soit O Je point d'intersection des 
segments BN et CM. Trouver les rapports | BO | : |ON | et 
|CO | : | OM |. 

1.38. En se servant du résultat du problème 1.37 et en posant 
M = y — Ma = Ro — 1, démontrer que les médianes du triangle 
se coupent en un point. 

1.39 (s). Le sommet D d’un parallélogramme ABCD est joint 
à un point X situé sur le côté BC et tel que | BK | : | KC | = 2 : 3. 
Le sommet B est joint à un point L situé sur le côté CD et tel que 
|CL|:|ZLD]|—5:3. Dans quel rapport le point M d'inter- 
section des droites DX et BL partage-t-il les segments DK et BL? 

1.40. Les côtés latéraux AB et BC d'un triangle isocèle ABC 
portent respectivement les points M et N tels que | AM | : | BM | — 
=m:1, [ICN|:|BN|=n : 1. La droite MN coupe la hau- 
teur BD du triangle au point O. Trouver le rapport | DO | : | BO |. 

1.41. 1) Démontrer que le segment qui joint les milieux des 
côtés latéraux d’un trapèze est parallèle aux bases et que sa longueur 
est égale à la demi-somme des longueurs des bases. 

2) Les points E et F sont les milieux des côtés AB et CD d'un 
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quadrilatère À BCD (dans le plan ou dans l’espace). Démontrer que 
si | EF | = (| BC | + | AD |)/2, ABCD est un trapèze. 

1.42. Soient trois points 4, N, P situés respectivement sur les 
côtés AB, BC et CA d’un triangle ABC et soit | AM | = | AB |/n, 
|BN | —]|BC/n, |CP|=—]|CA j/n. L'aire du triangle ABC 
est S. Calculer l'aire d’un triangle obtenu par l'intersection des 
droites AN, BP et CM. En déduire que les médianes du triangle se 
coupent en un point. 

1.43. Démontrer que quatre segments qui joignent les sommets 
d'un tétraèdre aux points d'’intersection des médianes des faces 
opposées se coupent en un point dans le rapport 3 : À en comptant 
à partir du sommet. 

1.44. Démontrer que trois segments qui joignent les milieux 
des arêtes non coplanaires d’un tétraëdre se coupent en leur milieu. 

1.45. Deux points Æ et F situés sur les diagonales respectives 
AB, et CA, des faces latérales d’un prisme triangulaire ABCA,B,C; 
sont tels que les droites £F et BC, soient parallèles. Trouver le 
rapport | EF | : | BC, |. 

1.46. Soit un prisme triangulaire À BCA,B,C, et soient M et N 
des points qui appartiennent respectivement aux diagonales BC, 
et CA, de ses faces latérales. La droite MN est parallèle au plan 
ABB,4,. Trouver le rapport [CN |: |CA, |si| BM|:1|BC;l|= 
LL 50: 


$ 2. Produit scalaire des vecteurs 
2.1. Calculer le produit scalaire des vecteurs a et b si: 


MN 
1)|al—3, |b|—1, (a, b) = 45'; 
MS 
2) |a|l—6, [bl—7, (a, b) — 120°; 


MS 
3) | a | — 4, | b | = 2, (a, b) — 90°; 
4) |a|—5, |[b|—1, aet b sont colinéaires de même sens: 
9) |a|—2, |b|—3, aet bsont colinéaires de sens opposés. 
2.2. Calculer l'expression | a  — V3 (a, b) + 5 | b |? si: 


MS 
1) |al—2, |[b|—1, (a, b) — 30°; 


| SK 
2) [a|—3, |bl—2, (a, b) — 150°. 


2.3. Trouver le produit scalaire des vecteurs a et b définis par 
leurs coordonnées : 


1) a (4, —1), b(—1, —7); 
2) a (2, 1), b(1, —3); 
3) a (1, 2), b(—4, 2). 
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2.4. Trouver l'angle des vecteurs a et b définis par leurs coor- 
données : 

1) a (1, 2), b(2, 4); 

2) a(1, 2), b(4, 2); 

3) a (1, 2), b(—2, 1); 

4) a (1, —1), b (—4, 2); 

9) a (2, —1), b(—4, 2). 

2.5. Trouver la distance de À à B, ces points étant définis par 
leurs coordonnées : 

3) A (1, 2), B (1, 2). 

2.6. Trouver le produit scalaire des vecteurs a et b définis par 
leurs coordonnées : 

1) a (3, 2, —5), b (10, 1, 2); 

2) a (1, 0, 3), b(—4, 15, 1); 

3) a (2, 1, 5), b(7, —9, —1). 

2.7. Trouver l'angle des vecteurs a et b définis par leurs coor- 
“données : 

4) a (1, —1, 1), b (5, 1, 1); 

2) a (1, —1, 1), b (—2, 2, —2); 

3) a (1, —1, 1), b(3, —3, 3); 

4) & (1, —1, 1), b (3, 1 —2); 

9) a (1, —1, 1), b(4, 4, —4). 

2.8. Trouver la distance de À à B, ces points étant définis par 
leurs coordonnées : 

1) A (4, —2, 3), B (4, 9, 2) ; 

3) A (3, —3, —71),. B (1, —4, —d). 

2.9. Soient trois vecteurs: a (—1, 2), b (5, 1), e (4, —2). Cal- 
culer : 

1) b (a, c) — € (a, b) ; 

2) |a  — (b, c); 

3) |b° + (b, a + Sc). 

2.10. Soient trois vecteurs: a (1, —1, 1), b (5, 1, 1), c (0, 3, 
—2). Calculer: 

1) ba, c) — c (a, b); 

2) [a F+Iel— (a, b):(b, c); 

3) (a, c)-(a, b) — | a |* (b, c). 

2.11. Démontrer que les vecteurs a et ba, c) — c (a, b) sont 
‘orthogonaux. 

2.12. Est-il vrai que la relation (a, b)-(c, d) — (a, c)-(b, d) 
a lieu pour tous vecteurs a, b, c, d? 
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2.13. Soient trois vecteurs a, b, ctels que |a | = |b|—]|c| = 
= 1, a + b + ce — 0. Calculer (a, b) + (b, ce) + (ce, a). 
2.14. On connaît la longueur de chaque côté du triangle ABC. 


Calculer le produit scalaire (AC, BC) si : 

1)14B|=5, |BC|=3, |AC|=34; 

2)14B|=7, |BC|=4, |AC|—=5; 

3) |[AB|=3, |BC|=2, |AC]|=3. 

2.15. Soit un triangle ABC. Exprimer en fonction de b — ÂË 
et © — AC: 

1) la longueur du côté BC; 

2) la longueur de la médiane AM; 

3) l’aire du triangle. 

2.16. Dans un triangle ABC on trace la hauteur AH. Trouver 


les coordonnées du vecteur AH par rapport : à la base engendrée 


par les vecteurs AB et AC. 

2.17. Démontrer que pour un rectangle quelconque ABCD 
et un point arbitraire }/ (appartenant ou n’appartenant pas au plan 
du rectangle) on a les égalités: 


— — — — 
1) (MA, MC) = (MB, MD); 
pe — = — 
2) |IMAF+|MCF=IMBÉ+]MD Ÿ. 
2.18. Dans un trapèze À BCD le rapport des longueurs des bases 


+ 
| AD | : | BC | vaut 3. Exprimer en fonction de b — AB et ec — 

—} 
= AC: 

1) les longueurs des côtés et les angles du trapèze; 

2) la longueur du segment SM, où S est le point d’intersection 
des côtés latéraux du trapèze, A le point d’intersection des diago- 
nales. 

2.19 (s). Les longueurs des vecteurs de base e, et e, d’un repère 
cartésien dans le plan sont respectivement égales à JV” 2 et 1, et l'angle 
de ces vecteurs vaut 45°. Calculer les longueurs des diagonales el 
les angles du parallélogramme construit sur les vecteurs dont les 
coordonnées dans cette base sont (2, 2) et (—1, 4). 

2.20. Les longueurs des vecteurs de base e, et e, d’un repère 
cartésien dans le plan sont 4 et 2 respectivement, et l’angle de ces 
vecteurs vaut 120°. On considère par rapport à ce repère trois points 
A (—2, 2), B(—2, —1), C'(—1, 0). Trouver les longueurs des 
côtés et les angles du triangle A BC. 

2.21. Les longueurs des vecteurs de base e,, e,, e, sont respective- 


ment égales à 3, V” 2, 4, et les angles de ces vecteurs sont: (e,, e>) = 
2—340 
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MS MS 
— (e., es) — 45°, (e,, es) — 60°. Calculer les longueurs des côtés 
et les angles du parallélogramme construit sur les vecteurs dont les 
coordonnées dans cette base sont (1, —3, 0) et (—1, 2, 1). 

2.22. Les longueurs des vecteurs de base e,, e., e;, sont respective- 


PTS 
ment égales à 1, 1, 2; les angles de ces vecteurs sont: (e,, e:) — 90°; 


Pda MS 
(e,, e3) — (e:, e3) — 60°. Calculer l’aire du parallélogramme cons- 
truit sur les vecteurs a (—1, O0, 2) et b (2, —1, 1). 

2.23. On porte à partir d’un point trois vecteurs a (0, —3, 4), 
b (4, 14, —8) et c. Le vecteur c est de longueur 1 et partage l'angle 
de a et b en deux angles égaux. Calculer les coordonnées du vec- 
teur c. 

2.24 (s). Soient deux vecteurs a et b, avec a 0. Exprimer en 
fonction de a et b la projection orthogonale du vecteur b sur la 
droite dont la direction est définie par le vecteur a. 

2.25. Trouver la somme des projections orthogonales du vecteur a 
sur les côtés d’un triangle équilatéral. 

2.26. Soit le vecteur a (1, 1). Calculer la projection orthogonale 
du vecteur b sur la droite dont la direction est définie par le vec- 
teur a, ainsi que la composante orthogonale du vecteur b par rapport 
à cette droite, si le vecteur b possède les coordonnées: 

2.27. Soit le vecteur a (1, —1, 2). Calculer la projection ortho- 
gonale du vecteur b sur la droite dont la direction est définie par le 
vecteur a, ainsi que la composante orthogonale du vecteur b par 
rapport à cette droite, si le vecteur b a les coordonnées: 

2.28. Soient deux vecteurs a (3, —1) et b(—1, 1). Trouver 
le vecteur x qui vérifie le système des équations (x, a) — 13, (x, b) — 


2.29. Soient trois vecteurs a (4, 1, 5), b (0, 5, 2) et e (—6G, 2, 3). 
Trouver le vecteur x qui vérifie le système des équations (x, a) — 
— 18, (x, b) — 1, (x ce) = 1. 

2.30. Soient un vecteur a non nul et un scalaire p. Exprimer en 
fonction de a et p un vecteur x qui vérifie l’équation (x, a) = p. 

2.31. Donner une interprétation géométrique de toutes les solu- 
tions de l’équation vectorielle (x, a) — p, ainsi que de sa solution 
particulière qui est colinéaire au vecteur a: 

1) dans le cas du plan: 

2) dans le cas de l’espace. 

2.32. Donner une interprétation géométrique: 

1) de la solution du système des équations vectorielles (x, a) — 
= p, (x, b) — q dans le plan (les vecteurs a et b ne sont pas coli- 
néaires) ; : 
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2) de la solution du système des équations vectorielles (x, a) — 
— p, (x, b) — q, (x, c) — s dans l’espace (les vecteurs a, b, c 
ne sont pas coplanaires). 

2.33 (s). Soient deux vecteurs a (1, —1, 1) et b(5, 1, 1). 
Calculer les coordonnées du vecteur çe dont la longueur est 1 et qui 
est orthogonal aux vecteurs a et b. Combien de solutions possède 
le problème ? 

2.34. Soient deux vecteurs a (1, —1, 1) et b (5, 1, 1). Le vec- 
teur c de longueur 1 est orthogonal au vecteur a et forme avec le vec- 
teur b un angle égal à Arccos (V 2/27). Calculer les coordonnées du 
vecteur ec. Combien de solutions possède le problème ? 

2.35. Dans un triangle isocèle les médianes relatives aux côtés 
latéraux sont perpendiculaires. Déterminer les angles du triangle. 

2.36. Les longueurs des côtés d’un parallélogramme sont dans 
le rapport m : n, et l’angle de ces côtés est «. Déterminer l'angle 
des diagonales du parallélogramme. 

2.37. Dans un quadrilatère convexe la somme des carrés de deux 
côtés opposés est égale à la somme des carrés de deux autres côtés. 
Déterminer l’angle des diagona'2s du quadrilatère. 

2.38. Dans un trapèze rectangle les diagonales sont perpendi- 
culaires et le rapport des longueurs des bases est m : nr (m>n). 
Trouver : 1) le rapport des longueurs des côtés latéraux ; 2) le rapport 
des longueurs des diagonales; 3) l'angle aigu du trapèze. 

2.39. Démontrer que si dans un triangle les longueurs de deux 
médianes, de deux hauteurs ou de deux bissectrices sont égales, ce 
triangle est isocéle. 

2.40. Les longueurs des arêtes A4,, AB et AD d'un parallélé- 
pipède ABCDA,B,C;D, sont respectivement égales à a, b, c. Les 
angles BAD, A,AD et A,4AB sont respectivement égaux à «&, , y. 
Calculer la longueur de la diagonale AC. 

2.41. Soit un tétraèdre ABCD. Démontrer que les arêtes BC 
et AD sont perpendiculaires s’il en est de même des arêtes AB et 
CD et des arêtes AC et BD. 

2.42. Dans un teétraèdre régulier À BCD, les points A1 et P sont 
les milieux des arêtes AD et CD respectivement, les points NW et Q 
les centres des faces BCD et A BC respectivement. Déterminer l'angle 
des droites AZV et PQ. 

2.43. La longueur de l’arête d’un cube ABCDA,B,C,D, vaut a. 
Le point P est le milieu de l'aréte CC;, le point Q le centre de la face 
AA,B,B. Le segment MN dont les extrémités appartiennent aux 
droites AD et A,B, coupe la droite PQ et est perpendiculaire à cette 
dernière. Calculer la longueur de ce segment. 

2.44. Dans un tétraèdre régulier ABCD les points E et F sont 
les milieux respectifs des arêtes AD et BC. On choisit un point N 
sur l’arête CD et un point M sur le segment EF de telle sorte que 


9e 
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MS MS 
MNC =45°, NME =Arccos (2/3). Dans quel rapport les points M et N 
partagent-ils les segments EF et CD? 

2.45. Dans une pyramide hexagonale régulière SABCDEF 
(S est le sommet) la longueur du côté de la base vaut 2. Les sommets 
K et M d’un losange KLMF appartiennent aux arêtes AB et SD 
respectivement, | XM | — 3 et le segment XL coupe l’arête SB. 
Calculer le volume de la pyramide. 


$ 3. Produits vectoriel et mixte des vecteurs 


3.1. Calculer le produit vectoriel des vecteurs a et b définis 
par leurs coordonnées : 

1) a (3, —1, 2), b(2, —3, —-5); 

2) a (2, —1, 1), b(—4, 2, —2); 

3) a (6, 14, 0), b(3, —2, O). 

3.2. Simplifier les expressions: 

4) [a + b, a — bl; 


2)[a—b +7e —a+2b— 5e |. 


3.3. Démontrer que le produit vectoriel ne varie pas si l’on 
ajoute à l’un des facteurs un vecteur colinéaire à l’autre facteur. 

3.4. Les vecteurs a et b ne sont pas colinéaires. Pour quelles 
valeurs du scalaire À les vecteurs Àa + b et 3a + Ab sont-ils coli- 
néaires ? 

3.5. Les vecteurs e,, e:, e; forment: 

1) une base orthonormée directe; 

2) une base orthonormée rétrograde; 

3) une base orthogonale directe. 

Exprimer les produits vectoriels [e,, e.], [e., e:l, les, e.] en fonction 
des vecteurs e,, ©, € 

3.6. Soit a — [b, ‘el, b — [ce, al, c —{a, b]. Déterminer les 
longueurs des vecteurs a, b, ce, ainsi que les angles de ces vecteurs. 

3.7. Résoudre les problèmes : 1) 2.33; 2) 2.34 en exigeant de 
plus que l'orientation du triplet des vecteurs a, b, c coïncide avec 
celle de la base orthonormée dans laquelle sont définies les coor- 
données des vecteurs. 

3.8. Sur les vecteurs a (2, 3, 1) et b (—1, 1, 2) issus d’un même 
point on construit un triangle. Calcu'er: 

1) l’aire de ce triang!e; 

2) les longueurs de ses trois hauteurs. 

3.9 (s). Les longueurs des vecteurs de base e, et e,; d’un repère 
cartésien dans le plan sont respectivement égales à 3 et 2, l'angle 
de ces vecteurs étant de 30°. Soient (1, 3), (1, O0) et (—1, 2) les 
coordonnées des trois sommets consécutifs d’un parallélogramme 
rapporté à ce repère. Calculer l'aire du parallélogramme. 
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3.10. Démontrer que l'aire d’un quadrilatère convexe ABCD 


— — 
est égale à la moitié de la longueur du produit vectoriel [AC, BD]. 
3.11. Démontrer que la somme des vecteurs perpendiculaires 
aux faces d'un tétraèdre et dirigés vers les sommets opposés à ces 
faces est nulle si la longueur de chaque vecteur est égale à l'aire 
de la face correspondante. 
3.12. Démontrer que trois vecteurs non colinéaires a, b, c 
vérifient les égalités [a, b] — [b, el] — [c, al si et seulement si 
a L b+ ce = 0. 


3.13. Démontrer les identités : 


_{(a,a) (ab) 
1) [[a, b]|°= (a, b) (b, b) 
2)[a, [b, c]] =b (a, c) —c (a, b); 


(a, c) (a, d) 

3.14. Soient &, B, y les angles plans d’un trièdre. Calculer ses 
angles dièdres. 

3.15. Soient deux vecteurs a et b tels que a 0, (a, b) — 0. 
Exprimer en fonction de a et b l’un quelconque des vecteurs véri- 
fiant l'équation {x, a] — b. 

3.16. Donner une interprétation géométrique de toutes les 
solutions de l'équation vectorielle [x, a] — b, ainsi que de sa 
solution particulière qui est colinéaire au vecteur [a, bl]. 

3.17. Soient a, b, c, d quatre vecteurs issus d’un même point. 
Le vecteur d est de longueur 1 et fait avec les vecteurs non copla- 
naires a, b, c: 

1) des angles aigus égaux; 

2) des angles obtus égaux. 

Exprimer le vecteur d en fonction des vecteurs a, b, c. 

3.18. À partir d’un même point on porte quatre vecteurs 
a (—1, 1, —1), b(—1, 1, 1), c (5, —1, —1) et d. Le vecteur d 
est de longueur 1 et forme des angles aigus égaux avec les vecteurs 
a, b, c. Calculer les coordonnées du vecteur d. 

3.19. Calculer le produit mixte des vecteurs a, b, c définis par 
leurs coordonnées : 

1) a (1, —1, 1), b(7, 3, —5), e(—2, 2, —2); 

2) ä (3, 9, 1), b (4, 0, —1), c (2, L; 1) ; 

3) a (2, 1, 0), b (3, 4, —1), C (—1, —3, 1) ; 

4) a (1, 2, 3), b (®, —2, 1), C (2, L; 2). 

3.20. Vérifier si les vecteurs définis par leurs coordonnées dans 
une base arbitraire sont coplanaires: 

1) a (2, 3, 5), b(7, 1, —1), ce(3, —5, —11); 

2) a (2, 0, 1), b(5, 3, —3), ce (3, 3, 10). 


? 
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3.21. Les vecteurs a, b, c ne sont pas coplanaires. Pour quelles 
valeurs du scalaire À les vecteurs a + 2b + Àc, 4a + 5b “+ Ge, 
Ta + 8b + À*c sont-ils coplanaires ? 

3.22. Trois vecteurs non coplanaires a, b, ce sont issus d’un 
mème point. Calculer : 


1) le volume d'un prisme triangulaire dont la base est cons- 
truite sur les vecteurs a et b, l’arête latérale coïncidant avec le 
vecteur c; 

2) le volume d'un tétraëdre construit sur les vecteurs a, b, c. 

3.23. Soient À (2, 1, —1), B (3, 0, 2), C (5, 1, 1), D (0, —1,3) 
les sommets d’un tétraèdre. Calculer : 

1) le volume du tétracdre: 

2) la longueur de la hauteur abaissée du sommet C. 

3.24. Les longueurs des vecteurs de base e,, e,, e,; dans l’espace 


sont. respectivement égales à 1, 2, V 2, et les angles qu'ils forment 
» (=) 


AS AN MS 
sont: (e,, e:) == 120°, (e,, e;) — 45°, (e+, es) — 13°. Calculer le 
volume d’un parallélépipède construit sur les vecteurs possédant 
dans cette base les coordonnées (—1, O0, 2), (1, 1, 3) et (2, —1, 1). 

3.25. Soient des vecteurs non colinéaires a, b et un scalaire p. 

1) Trouver l'un quelconque des vecteurs x vérifiant l'équation 
(x, a, b) — p. 

2) Donner une interprétation géométrique de toutes les solutions 
de l'équation (x, a, b) — p, ainsi que de sa solution particulière 
qui est orthogonale aux vecteurs a, b. 

3.26. Démontrer les identités: 

1) (a, b, ec) + | [la, b}, el = |fa, blF-lcf; 

2) [la, bl, le, di] = c(a, b, d) — d'a, b. c): 

3) d'(a, b, €) — à (b. ce. d) -- be, a, d) + ca, b, d); 

4) ([a, b], [b, el, [e, al) — (a. b. e)°: 

a D c 
9) (a, b,c)[x, y]—=|(a,; x) (b,x) (ce, x)|; 
(a, y) (b,y) (c, y) 
(a, x) (b,x) (ce, x) 
6) (a, b,c)(x, y, z)=]|(a, y) (b,y) (e, y)|. 
(a, z) (b,z) (c,z) 

3.27. Démontrer que: 

4) si les vecteurs [a, b]l, [b, cl, [e, al sont coplanaires, il en 
est de même des vecteurs a, b, c; 

2) si les vecteurs [a, b], [b, ce], [e, al sont coplanaires, ils sont 
aussi colinéaires. 


3.28 (s). Deux triplets de vecteurs a,, a,, a, et b,, b,, b, sont 
dits duaux si (a;, b;) = 0 avec i Æ j, et (a;, b;) = 1. 
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1) Démontrer que le triplet b,, b., b, dual à a,, a., a, existe si 
et seulement si les vecteurs a,, a, a, sont non coplanaires; 

2) exprimer dans ce cas les vecteurs b,, b., b, en fonction des 
vecteurs a&,, &2, à3. 

3) Démontrer que si les vecteurs a,, a,, a, forment une base, 
les vecteurs du triplet dual engendrent une base de même orientation 
{base duale à la base a,, a,, a). 

3.29. Trouver le triplet dual au triplet a, (3, 0, 1), a; (—1, 1, 2), 
a, (1, 2, 1) (voir problème 3.28). 

3.30. Résoudre le systéme d'équations vectorielles dans l’espace: 
(x, a) = p, (x, b) = g, (x, c) —=s (les vecteurs a, b, c ne sont 
pas coplanaires). L'interprétation géométrique de la solution est 
donnée dans le problème 2.32. 

3.31. Le point M appartient à l'arète BB, d'un cube 
ABCDA,B,C;D,. Sachant que | BM | : | MB, | = 2 : 1 et que la 
longueur de l’arête du cube vaut a, calculer la distance entre les 
droites CD, et MD. 

3.32. Démontrer que l'aire d'un triangle construit sur les mé- 
dianes du triangle ABC est égale au 3/4 de l'aire du triangle ABC. 

3.33. Soient un triangle À BC et un point 77 situé sur le côté AC. 
On mène par À la droite parallèle à BC. qui coupe AB en M. Etant 
donné que l'aire du triangle BAM est de 4,5 fois inférieure à celle 
du triangle ABC, calculer le rapport | AM | : | MB |. 

3.34. Les diagonales d'un trapèze isocèle sont perpendiculaires. 
Calculer l’aire du trapèze si la longueur de sa hauteur est À. 

3.35. L'aire du trapèze ABCD vaut S, le rapport des longueurs 
de ses bases est | AD | : | BC | = 3 : 1. Le segment MN est pa- 
rallèle au côté CD et couple le côté AZ. On a de plus | AM | : 
:[BN|]=3:2, |MN|:]1|CD|=1:3; le segment AM est 
parallèle au segment BN. Calculer l'aire du triangle BNC. 

3.36. Le point M est le milieu de l'arête latérale A4, du pa- 
rallélépipède ABCDA,B,C;,D,. Les droites BD, MD, et A,C sont 
perpendiculaires deux à deux. On connaît les longueurs des segments 
| BD | = 2a, | AC | = 4a, | BC | = 3a/2. Trouver la longueur de 
la hauteur du parallélépipède. 

3.37. Démontrer que tout plan qui passe par les milieux de deux 
arêtes non coplanaires d’un tétraëdre partage celui-ci en deux parties 
de volumes égaux. 

3.38. Soient un tétraèdre régulier ABCD et ses deux sections 
parallèles aux arêtes AC et BD. Calculer la longueur de l’arête du 
tétraèdre si les aires des sections sont S, et S., la distance entre les 
plans sécants étant d. 

3.39. Démontrer que les quatre faces d’un tétraèdre sont de 
même aire si et seulement si elles sont congruentes. 
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$ 4. Changement de base et de repère 


4.1. Soient {e,, e.} et {e’, e.} deux bases du plan. Les vecteurs 
de la seconde base possèdent dans la première les coordonnées 
(—1, 3) et (2, —7) respectivement. 

1) Déterminer les coordonnées d’un vecteur donné dans la pre- 
mière base si on connaît ses coordonnées &,, &, dans la seconde. 

2) Déterminer les coordonnées d’un vecteur donné dans la seconde 
base si on connaît ses coordonnées «,, &., dans la première. 

3) Déterminer les coordonnées des vecteurs e,, e, dans la seconde 
base. 

4.2. Soient {e,, e., e,} et {e;, e., e.} deux bases dans l’espace. 
Les vecteurs de la seconde base possèdent dans la première les coor- 
données (1, 1, 1), (—1, —2, —3), (1, 3, 6) respectivement. 

1) Trouver les coordonnées d’un vecteur donné dans la première 
base si sont connues ses coordonnées @&;, &., «&, dans la seconde. 

2) Trouver les coordonnées d’un vecteur donné dans la seconde 
base si sont connues ses coordonnées @&;, &., &«; dans la première. 

3) Quelles sont les coordonnées des vecteurs e,, e:, e, par rapport 
à la seconde base? 

4.3. Soient {O, e,, e.} et {0”, e;, e.} deux repères du plan. 
L'origine du second repère possède dans le premier les coordonnées 
(—1, 3), et les vecteurs de base du second repère possèdent dans la 
base du premier repère les coordonnées (2, 3) et (1, 1) respective- 
ment. 

1) Calculer les coordonnées d'un point donné dans le premier 
repère si on connaît ses coordonnées zx’, y’ dans le second repère. 

2) Calculer les coordonnées d’un point donné dans le second re- 
père si on connaît ses coordonnées zx, y dans le premier repère. 

3) Calculer les coordonnées du point © dans le second repère 
et les coordonnées des vecteurs e,, e, dans la base du second repère. 

4.4. Soient {0, e,, e,, e:} et {0’,e;,e., e.} deux repères 
donnés de l’espace. L'origine du second repère possède dans le pre- 
mier les coordonnées (1, 1, 2), tandis que les vecteurs de base du 
second repère possèdent dans la base du premier repère les coordon- 
nées (4, 2, 1), (5, 3, 2), (3, 2, 1) respectivement. 

1) Exprimer les coordonnées zx, y, z d’un point dans le premier 
repère par ses coordonnées x’, y’, z' dans le second repère. 

2) Exprimer les coordonnées x’, y’, z’ d’un point dans le second 
repère par ses coordonnées x, y, z dans le premier repère. 

3) Calculer les coordonnées du point © dans le second repère 
et les coordonnées des vecteurs e,, e,, e, dans la base du second repère. 

4.5. Les coordonnées x, y de chaque point du plan rapporté au 
repère {O, e,, e.} s'expriment en fonction des coordonnées zx’, y° 
de ce point dans le repère {0”, e’, e:} par les formules x = 27° — 


—y +5, y = 3x + y" + 2. 
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1) Exprimer les coordonnées x’, y” en fonction de x et y. 

2) Déterminer les coordonnées de l’origine O et des vecteurs 
de base e,, e, du premier repère par rapport au second. 

3) Trouver les coordonnées de l’origine O” et des vecteurs de base 
e;, e; du second repère par rapport au premier. 

4.6. Les coordonnées x, y, z de chaque point de l’espace rap- 
porté au repère {O, e,, e., e.} s'expriment en fonction des coor- 
données zx’, y’, z' de ce point dans le repère {0”, e,, e., e,} par 
les formules x = x + y +z —1,y = —2 +3 +3,z = —x — 

1) Exprimer les coordonnées zx’, y’, :’ en fonction des coordon- 
nées z, y, 3. 

2) Calculer les coordonnées de l'origine O et des vecteurs de base 
Cj: €, €: du premier repère par rapport au second. 

3) Calculer les coordonnées de l’origine O” et des vecteurs de base 
e,, e,, e, du second repère par rapport au premier. 

4.7. Déterminer les coordonnées d'un vecteur donné dans la base 
{e, (2, 3), ee (3, 4)} du plan si sont connues ses coordonnées «;, &; 
par rapport à la base {e: (1, —1), e: (2, —3)}. 

4.8. Déterminer les coordonnées d’un vecteur donné dans la 
base {e, (1, 3, 2), es (—1, 1, 0), e3 (2, —1, 1)} de l'espace si on 
connaît ses coordonnées &', &,, @, par rapport à la base {e, (—1, 0, 
2). e: (1, 1, 1), e, (4, 3, —1)}. 

4.9. Chercher les coordonnées d’un point donné du plan rapporté 
au repère {O (2, —1), e, (1, 5), e: (—1, 4)} si on connaît ses coor- 
données x’, y’ dans le repère {O” (3, 2), e; (1, —1), e, (4, 2)}. 

4.10. Calculer les coordonnées d’un point donné de l’espace rap- 
porté au repère {0 (1, 3, 3), e, (3, 3, 1), e, (3, 5, 2), e: (1, 2, 1)} 
si sont connues ses coordonnées zx’, y’, z' par rapport au repère 
{0" (—1, 0, 2), e: (1, —2, 1), e, (4, 2, 1), e, (2, —1, 3)}. 

4.11 (s). Le point £ partage la diagonale BD d'un parallélo- 
gramme ABCD dans le rapport | BE | : | ED | = 1 : 2. Calculer 


les coordonnées d’un point donné dans le repère {À, AB, AD} 


> — 

si sont connues ses coordonnées x’, y’ dans le repère {E£, EC, ED}. 
4.12. Dans un parallélogramme ABCD les points Æ et F parta- 
gent les côtés respectifs BC et AB dans les rapports | BE | : | BC | = 
=1:4, |BF|:14F| =2 : 5. Exprimer les coordonnées zx, y 


d’un point dans le repère {C, CE À CD} en fonction de ses coordonnées 
zx’, y dans le repère {EÆ, EF. ED}. 
4.13. Dans un triangle ABC le point D appartient au côté BC 


et le point Æ au prolongement du côté AC au-dela du point C. Sa- 
chant que | BD|:|[DC|=1:2 et | AC|:ICE| =3 :1, 


exprimer les coordonnées x, y d’un point dans le repère {4, AB : AC} 
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à l'aide de ses coordonnées zx’, y” dans le repère {D, DA, DE}. 

4.14. Dans un triangle ABC Île point D appartient au côté AC 
et le point Æ au segment BD. Sachant que | AD | : | AC | = 1 : 3, 
| BE | : | ED | =2 : 3, déterminer les coordonnées d’un point 


donné dans le repère {À, AB, AD} si on connaît ses coordonnées 
—} — 
y" dans le repère {C, CB, CE}. 
4.15. Soit un hexagone régulier ABCDEF. Exprimer les coor- 
données z, y d'un point dans le Teper {A, AB. AF} par l'intermé- 


diaire de ses coordonnées x’, y’ dans le repère {C, CB, CE}. 

4.16. Les diagonales d'un trapèze ABCD se coupent au point E 
et les longueurs de ses bases BC et AD sont dans le rapport 2 : 3. 
Exprimer les coordonnées x, y d'un point dans le repère {A, AB, 
— —}> 
AD} en fonction de ses coordonnées x’, y’ dans le repère {Æ, EA, 
EB}. 

4.17. Dans un trapèze ABCD, les longueurs des bases BC et 


AD sont dans le rapport 3 : 4, le point Æ est le milieu de la base AD, 
et les prolongements des côtés latéraux se coupent au point F. Trou- 


ver les coordonnées d’un point donné dans le repère {£, ÉB, EC) 
si sont connues ses coordonnées x’, y’ dans le repère {#, FB, FC}. 
4.18. La base du prisme ABCDA,B,C;,D, est un losange dont 
l'angle aigu À est de 60°. Le point À appartient au prolongement de 
l’arête AB au-delà du point B, l’angle ADK étant droit. Calculer 
les coordonnées d'un point donné de l'espace rapporté au repère 
—> — — 
{A, AB, AD, AA,} si on connaît ses coordonnées zx’, y’, 5’ dans 
— —> — 
le repère {X, AA, XD, KC;}. 
4.19. On sait que M est le point d'intersection des médianes 
de la face A,B,C, d’un prisme triangulaire ABCA,B,C;. Exprimer 
— —} — 
les coordonnées x, y, z d’un point dans le repère {A, AB, AC, AB,;} 


en fonction de ses coordonnées zx”, y’. =" dans le repère {4,;, AB, 
—+ — 
AC, AM}. 
4.20. Les médianes de la face BCD d'un tétraèdre ABCD se 
coupent au point M. Exprimer les coordonnées z, y, z d'un point 


dans le repère {4, AB, AC, AD} par l'intermédiaire de ses coor- 


données zx’, y’, =’ dans le repère {M, MB, MC, MA}. 
4.21. Le point M est le centre de la base d'une pyramide hexa- 
gonale régulière SABCDEF de sommet S. Exprimer les coordonnées 


z, y, z d’un point dans le repère {4, AB, AP, _AS} à à l’aide de ses 
coordonnées zx’, y’, z’ dans le repère {S, Sc, SD, SM}. 
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4.22. Soit un parallélépipède ABCDA,B,C;,D,. Calculer les 
coordonnées d'un point donné de l’espace rapporté au repère 


—} —} —} : L p ; ; ; 
{A, AC, AB,, AA,} si on connaît ses coordonnées x’, y’, z’ par 


— — — 
rapport au repère {D,, D,D, D,C;, D,B}. 

4.23. Les coordonnées z, y de chaque point du plan rapporté au 
premier repère s'expriment dans le second repère en fonction des 
coordonnées z', y du même point par les relations x — GT + 
+ doÿ + Go, Y = GniT + Goo + A0. Le premier repère est 
orthonormé. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que 
le second repère soit aussi orthonormé ? 

4.24. Les coordonnées x, y, z de tout point de l'espace rapporté 
au premier repère s'expriment en fonction des coordonnées x”, y’, = 
du même point dans le second repère par les relations 


2 AZ + Gioÿ + Gis5 + os 
Y = GnT + Gseÿ + Goes + Go 
AgiT +. Agoÿ A G335 + ao: 


tà 


1) Posons que le premier repère est orthonormé. Quelle est la 
condition nécessaire et suffisante pour que le second repère soit 
aussi orthonormé ? 

2) Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que l’'o- 
rientation des bases du premier et du second repère soit la même? 

4.25. Soient {O, e,, €2} et {0', e;, c.} deux repères orthonormés 
du plan tels que l'origine du second repère possède dans le premier 
repère les coordonnées xs, Yo, et les vecteurs e; et e, s’obtiennent des 
vecteurs e, et e, respectivement par une rotation d'angle œ effectuée 
dans le sens de la plus courte rotation appliquant e, sur e.. 

1) Trouver les coordonnées d’un point donné dans le premier 
repère si sont connues ses coordonnées x’, y’ dans le second repère. 

2) Trouver les coordonnées d'un point donné dans le second re- 
père si sont connues ses coordonnées zx, y dans le premier repère. 

3) Trouver les coordonnées du point © dans le second repère. 

4.26. Soient {O, e,, e,} et {0”, e;, e,} deux repères orthonor- 
més du plan. L'origine du second repère a, dans le premier, les coor- 
données Î, 3, et les vecteurs e: et e. s’obtiennent des vecteurs e, 
et e, respectivement par une rotation d'angle œ effectuée dans le 
sens de la plus courte rotation appliquant e, sur e.. Calculer les 
coordonnées d’un point donné dans le premier repère si sont connues 
ses coordonnées zx’, y” dans le second repère, l'angle @ étant de: 

1) 60°; 2) 135°; 3) 90°; 4) 180°. 

4.27. Soient {O, e,, e.} et {0', e;, e,} deux repères orthonormés 
du plan. L'origine du second repère possède, dans le premier repère, 
les coordonnées zo, yo, et les vecteurs e; et —e, s’obtiennent des 
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vecteurs e, et e, respectivement par une rotation d'angle œ effectuée. 
dans le sens de la plus courte rotation appliquant e, sur e.. 

1) Exprimer les coordonnées x, y d'un point dans le premier re- 
père à l’aide de ses coordonnées x’, y’ dans le second repère. 

2) Exprimer les coordonnées x’, y’ d’un point dans le second 
repère par ses coordonnées zx, y dans le premier repère. 

3) Calculer les coordonnées du point O dans le second repère. 

4.28. Dans un triangle rectangle ABC, les longueurs des côtés 
de l'angle droit sont | AB | = 3 et | BC | = 4, et le point D est le 
pied de la hauteur abaissée du sommet de l'angle droit. Les vecteurs 
€, €», €, e. sont de longueur 1 et ont respectivement mêmes sens 


— —> — — 
et direction que BA, BC, AC, DB. Sachant que les coordonnées 
d’un point dans le repère {D, e;, e,} sont x’ et y’, calculer ses coor- 
données dans le repère {B, e,, e}. 

4.29. Soient {0O, e,, €», es} et {0’,e,,e;, e.} deux repères 
orthonormés dans l’espace. L'origine du second repère possède dans 
le premier repère les coordonnées —1, 3, 5. Le vecteur e; forme 
des angles de 60° avec les vecteurs e, et e, et un angle aigu avec le 
vecteur e.. Le vecteur e; est coplanaire aux vecteurs e, et e, et forme 
avec le vecteur e, un angle aigu. Les triplets {e,, e., e,} et {e;, e., 
e.} ont même orientation. Calculer les coordonnées x, y, z d’un 
point donné dans le premier repère si on connaît ses coordonnées 
z', y, =’ par rapport au second repère. 

4.30. Soient {O, e,, e., e.} et {0”, e;, e,, e;} deux repères 
orthonormés de l’espace, tels que les points © et O” sont distincts 
et les extrémités des vecteurs e, et e; issus des points respectifs O 
et O” coïncident (i = 1, 2, 3). Exprimer les coordonnées x, y, z 
d’un point dans le premier repère par l'intermédiaire de ses coordon- 
nées z’, y’, z dans le second repère. 


CHAPITRE II : 


DROITES ET PLANS 


Dans ce chapitre, les équations de la droite dans le prans et les équations 
des droites et des plans dans l’espace sont utilisées sous les formes vectorielle 
et analytique. Les notions essentielles sont : vecteur directeur de la droite, vecteurs 
directeurs du plan, vecteur normal à la droite dans le plan, vecteur normal au plan, 
faisceau de droites du plan, faisceau de plans, ainsi que parallélisme, perpendicu- 
larité, angles, distances et projections. Partout, sauf dans les problèmes 6.31 et 
6.32, on entend sous projection la projection orthogonale. 


$ 5. Droite en géométrie plane 


Une droite dans le plan peut être définie: 
1) par une équation vectorielle sous forme paramétrique 


r=r,+at (az 0), (1) 


où a est un vecteur directeur de la droite, r, le rayon vecteur d’un point fixé 
de la droite: 
2) par une équation vectorielle normale 


(r—r» n)=0 (n #0), (2) 


où n est un vecteur normal à la droite; 
3) par une équation générale rapportée à un repère cartésien 


Az + By + C—0 (4° + B? + 0). (3) 
L'équation (2) peut être présentée sous la forme 
(r, n) = D. 


Si l'équation (1) est écrite dans un repère cartésien, on obtient deux équations 
paramétriques de la droite du plan 


z=zo+ at, y = yo + Bt. 


SiaÆ<0et B - 0, ces équations se réduisent par élimination du paramètre t 
à la forme canonique: 
TZ Zo __ V7 Vo 
& e 
Si « = 0, l'équation canonique de la droite prend la forme x = x,, et lo forme 
y = ÿo Si P=0 


# 


L'équation de la droite passant par deux points différents s'écrit sous la 
forme vectorielle 


= 5] + (ra = ri) Î, 
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et sous la forme analytique 


T—Ly __ _Y— Yi 


F2 #1 Ya — Yi 


où r, et r, sont les rayons vecteurs des points donnés, et z1, y1, et ra, y, leurs 
coordonnées cartésiennes. Si x, — za OÙ y1 = ÿ2, l'équation de la droite s'écrit 
x = Zy OÙ y = y, respectivement. 

Les vecteurs directeur et normal de la droite donnée sont définis à un fac- 
teur scalaire non nul près. Par exemple, le vecteur de coordonnées —B. À est 
un vecteur directeur de la droite définie par l'équation (3), et, si le repère est 
orthonormé, le vecteur de coordonnées 4, B est un vecteur normal à cette droite. 

Si la droite est définie par l'équation (3), les coordonnées de tous les points 
situés d'un côté de cette droite (« dans le demi-plan positif ») vérifient l'iné- 

uation Az + By + C > 0, et celles de tous les points situés de l’autre côté 
e la droite (« dans le demi-plan négatif ») l’inéquation Az + By + C < 0. 

La distance d’un point de rayon vecteur r, à une droite définie par l'équa- 
tion vectorielle (2) vaut | (r, — r,, n) [/[ n |. La distance d'un point M (x, y) 
à une droite définie dans un repère orthonormé par l'équation (3) vaut 


| Ars + By + C |/V A3 + Bi. 


Equations vectorielles des droites 
(problèmes 5.1 à 5.5) 


5.1. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que les 
droites r —r, + af et r —r, + a.t: 

1) se coupent en un point unique; 

2) soient parallèles mais ne coïncident pas; 

3) coincident ? 

5.2. Trouver l'angle de deux droites définies par leurs équations: 

{)r=r +a,t et r =r, + at; 

2) (r,n,) =D, et (r, n.) = D. 

5.3. Deux droites sont définies par les équations vectorielles 
(r, n) = Det r = ro + at, avec (a, n) 0. Quel est le rayon vec- 
teur du point d'intersection des droites ? 

5.4. Soient le point M, de rayon vecteur r, et la droite (r, n) = 
— D. Déterminer les rayons vecteurs: 

1) de la projection du point M, sur la droite; 

2) du point M, symétrique de M, par rapport à la droite donnée. 

5.9. Trouver la distance du point W, (rs) à la droite définie 
par l’équation : 

1) r,n)=D; 2)r=vr, + at. 


Dans les problèmes 5.6 à 5.20 
on donne un repère cartésien quelconque 


9.6. Indiquer au moins un vecteur directeur de la droite qui: 
1) a le coefficient angulaire X; 
2) est définie par l'équation 4x + By + C = 0. 
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5.7. 1) Ecrire les équations paramétriques de la droite zx = 
= 2 + 3t, y — 3 + 2t sous la forme Az + By + C = 0. 

2) Ecrire l'équation de la droite 3x — 4y + 4 = 0 sous les 
formes paramétrique et canonique. 

3) Trouver le coefficient angulaire de la droite x = 2 + 3t, 

= 3 + 21. 

5.8. Etablir l'équation de la droite passant par le point À (—3, 4) 
et parallèle à la droite: 

41) z—2y+5=0; 2) Se, 9) 2=2;: 

4 y= —1;, 5z-=3+i, y = 4 — 7. 

5.9. Etablir l'équation de la droite passant par deux points 
donnés : 

1) A(—3, 1) et B (1, 2); 

2) A (0, 2) et B(—1, 0): 

3) A (2,1) et B(2, —-5); 

4) A (1, —3) et B(3, —3). 

5.10. Vérifier si deux droites données se coupent, sont parallèles 
ou coïncident ; si les droites se coupent, calculer les coordonnées de 
leur point d'intersection : 

1)z —3y —2=0 et 27 + y —1 =0; 

2) z + 3y —1 = 0 et 2 —2r —6y = 0; 

3) —z —y —3=0 et 3x + 3y + 1 = 0; 

4) z=1+2t, y=1—-t et z=2 —1t, y=2+t. 

5.11. Pour quelles valeurs de « les droites ax — 4y = 6 et. 
ZT — ay = 3: 

1) se coupent-elles : 2) sont-elles parallèles ; 3) coïncident-elles ? 

9.12. Pour quelles valeurs de a trois droites ax + y = 1, x — 
—y = 4, x + y = a* ont-elles un point commun? 

9.13. Le point appartient à la droite Az + By + C = 0; 


le vecteur AM, a les coordonnées À, B. Démontrer que le point 
M, se trouve dans le demi-plan positif par rapport à la droite d’équa- 
tion Az + By + C = 0. 

5.14. Le point M (3, 2) est le centre d’un parallélogramme dont 
les côtés appartiennent à quatre droites. Chacune de ces droites 
porte l’un des points: P (2, 1). Q (4. —1), R (—2, 0), S (1. 5). 
Ecrire les équations des droites. 

9.15. Etant donné deux sommets (3, —1) et (1, 4) d’un triangle 
et le point (0, 2) d’intersection de ses médianes, déterminer les 
coordonnées du troisième sommet et établir les équations de ses 
côtés. 

9.16. Etablir l'équation de la droite qui passe par le point 
À (1, 2) de telle façon que le segment porté par cette droite et com- 
pris entre les droites 3x + y + 2 = 0 et 4x + y —1 = 0 soit 
partagé par À en deux parties égales. 
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5.17. Deux médianes d’un triangle appartiennent aux droites 
z+y—=3et2xz + 3y = 1,le point À (1, 1) est l'un de ses sommets. 
Etablir les équations des côtés du triangle. 

9.18. Ecrire les équations des droites qui passent par le point 
A (—1, 9) et sont équidistantes de deux points B (3, 7) et C (1, —1). 

9.19 (s). Etablir les équations des droites équidistantes de trois 
points À (3, —1), B (9, 1) et C (—5, 5). 

9.20. On mène par le sommet C d'un parallélogramme ABCD 
une droite qui coupe les prolongements des côtés AB et AD aux 
points respectifs À et L de telle sorte que | AX |/| 4B | — 
= 9 | AL | /| AD |. Trouver le rapport de l'aire du parallélogramme 
à celle du triangle AXL. 


Dans les problèmes 5.21 à 5.52 on donne un repère orthonormé 


5.21. Indiquer au moins un vecteur normal à la droite qui: 

1) possède le coefficient angulaire k;: 

2) est définie par l'équation Az + By + C = 0. 

5.22. Etablir l'équation de la droite passant par le point 
A (—3, 4) et perpendiculaire à la droite: 

1) z—2y+5—=0; 2) 2-1, 

3)z=2;, 4 y—= A1; 5) z=3+t, y = 4 — 71. 

5.23. Le point À (3, —2) est le sommet d’un carré et le point 
M (1, 1) le point d'intersection de ses diagonales. Etablir les équa- 
tions des côtés du carré. 

5.24. La longueur du côté d'un losange d'angle aigu de 60° 
vaut 2. Les diagonales du losange se coupent au point M (1, 2), 
de plus la diagonale principale est parallèle à l'axe des abscisses. 
Former les équations des côtés du losange. 

5.25. Trouver sur la droite 57 — y — 4 = 0 un point équidistant 
des points À (1, 0) et B (—2, 1). 

5.26. Calculer la distance du point À (1, —2) à la droite définie 
par son équation: 

1) 2z — 3y +5 —0; 2) 4x — 3y —15 = 0; 

3) 4x = 3y;, 4) 4x — 3y —10 = 0; 

5ÿæ—= 1; 6). y —1. 

5.27. Déterminer la distance séparant deux droites parallèles 
Az + By+C;, =0et Az + By + C: = 0. 

5.28. Etablir les équations des droites parallèles à la droite 
—9r + y +5—=0 et se trouvant à la distance V20 du point 
A (1, —2). 

Et 29. Le point À appartient à la droite 2x — 3y + 4 = 0. La 
distance de À à la droite 3y — 4x vaut 2. Déterminer les coordonnées 
du point À. 
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5.30. Le point À appartient à la droite x + y = 8 et est équi- 
distant du point B (2, 8) et de la droite x — 3y + 2 = 0. Calculer 
les coordonnées du point À. 

5.31. Trouver l’ensemble des points du plan tels que le rapport 
de leurs distances à deux droites concourantes À,x + B;,y + C, = 0 
et A,z + B,y + C, = 0 soit une constante k > 0. 

5.32 (s). Soient le point À (1, 2) et la droite 3z — y + 9 = 0. 
Déterminer les coordonnées: 

1) de la projection du point À sur la droite; 

2) du point B symétrique de À par rapport à la droite. 

5.33. Etablir l'équation de la droite symétrique de la droite 
3x — y + 5 = 0 par rapport à la droite x + y = 1. 

5.34. Soient les équations des côtés d’un triangle: x + 2y + 
+ 1—=0, 2z —y —2=0, 2x +y+2—=0. Etablir l'équation 
de la hauteur abaissée sur le troisième côté. 

5.35. Le point À (—3, 2) est le point d'intersection des hau- 
teurs du triangle dont deux côtés appartiennent aux droites y = 2x 
et y — —zx + 3. Etablir l’équation du troisième côté. 

5.36. On donne les coordonnées de deux sommets À (—1, 3), 
B (2, 5) d’un triangle et celles du point H (1, 4) d'intersection de 
ses hauteurs. Calculer les coordonnées du troisième sommet du tri- 
angle et établir les équations de ses côtés. 

5.37. Le point À (1, 2) est le milieu d’une des bases d’un trapèze 
rectangle et le point B (3, —1), celui du segment joignant les mi- 
lieux des côtés latéraux. Le côté latéral perpendiculaire aux bases 


appartient à la droite pus = 1. Etablir les équations des 


autres côtés du trapèze. 

5.38. Les points À (1, 3) et L (—1, 1) sont les milieux des bases 
d'un trapèze isocèle, tandis que les points P (3, 0) et Q (—3, 5) 
appartiennent à ses côtés latéraux. Ecrire les équations des côtés 
du trapèze. 

5.39. Calculer l'angle de deux droites: 

1) 2 + y —1 =0 et y —zxz = 2; 

2) z=4 et 2x —y —1 = 0; 


= V1 z—1  _ y+2. 
3) D cg. 
4) 1 _ 43 ai z—4 1 


) ET) A ; 

Riom die ii ee —5 + t. 

9.40. Etablir les équations des droites qui passent pis, le point 
À (3, 1) et font un angle de 45° avec la droite 3x = y +2 

9.41. Le point À (2, 0) est le sommet d'un triangle équilatéral, 
tandis que le côté qui lui est opposé appartient à la droite x + y — 
— 1 = 0. Etablir les équations de deux autres côtés. ee 
3—340 
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9.42. La base d'un triangle isocèle appartient à la droite x + 
+ 2y = 1, et l’un de ses côtés latéraux, à la droite y + 2x = 1. 
Ecrire l'équation de l'autre côté latéral du triangle, sachant que sa 
distance au point d'intersection des droites données vaut 1/V/5. 

5.43. On considère l’angle des droites y = x + 1 et y = 7x + 1 
qui contient le point À (1, 3). Déterminer les coordonnées du point 
B situé àl'intérieur de cet angle et distant de 4 V2 et V/ 2 respective- 
ment par rapport aux droites données. 

5.44 (s). Etablir l'équation de la bissectrice de l’angle formé 


par les droites x — 7y — 1 et x + y — —7 et contenant le point 
A (1, {). 

5.45. Ecrire l'équation de la bissectrice de l'angle aigu des 
droites x — 7y = À et x + y — —1. 


5.46. Etablir les équations des bissectrices des angles intérieurs 
du triangle dont les côtés sont définis par les équations 3y = 4x, 
4y = 3x, 5x + 12y = 10. 

5.47. Les points À (20, 15), B (—16, 0), C (—8S, —6) sont les 
sommets d'un triangle. Déterminer les longueurs des rayons des cer- 
cles inscrit et circonscrit et les coordonnées de leurs centres. 

5.48. On donne les coordonnées de deux sommets À (2, —1} 
et B (1, 5) d’un triangle et celles du point ZL (3, 0) d'intersection 
de ses bissectrices. Former les équations des côtés du triangle. 

5.49. Les points À (1, 2) et B (—3, 0) sont les sommets d'un 


triangle isocèle ABC, les angles égaux À et B valent Arc cos (1/J/5). 
Déterminer les coordonnées du sommet C. sachant qu'il se trouve du 
même côté de la droite AB que le point M (2, 5). 

5.50. Le côté AB du triangle ABC est défini par l'équation 
x —y +1 —=0, le côté BC par l'équation 2z — 3y + 5 = 0, le 
côté AC par l'équation 3x — 4y + 2 = 0. Etablir l'équation de la 
droite qui passe par le sommet C de telle sorte que le point d'inter- 
section de cette droite avec le côté AB soit à la distance 1/5 du côté. 
AC. 

5.51. Calculer le rayon et les coordonnées du centre d'un cercle 
passant par le point À (—1, 3) et tangent aux droites 7x + y = 0 
et z —y + S = 0. 

5.52. L'hypoténuse d’un triangle rectangle appartient à la droite 
2x + y —2 = 0, le point C (3, —1) étant le sommet de l'angle 
droit. L’aire du triangle vaut 9/4. Etablir les équations des droites 
portant les côtés de l’angle droit. 


Changement de repère 

(problèmes 5.53 à 5.57) 
5.53. Soient deux repères {O, e,, e.} et {0”, e,, e,}. L'origine 
du second repère a, dans le premier repère, les coordonnées Ayo C0» 
et les vecteurs de base du second repère ont, dans le premier, les: 
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coordonnées &@;j, Goy €t Go, 2 respectivement. Dans le premier 
repère la droite est définie par l'équation Az + By + C = 0. 
Etablir l'équation de cette droite dans le second repère. 

5.54. Soient dans le plan trois points À (2, 3), B (1, 4), C(—1, 2) 
et la droite x — 5y + 7 = 0. Ecrire l'équation de cette droite dans 


= — 
le nouveau repère {A, AB, AC}. 

5.55. Les droites 3y = x + 2 et 3x + 2y —5 — 0 sont res- 
pectivement les axes O'x" et O’y’ d’un nouveau repère dans lequel le 
point À (—1, 2) possède les coordonnées (1, 1). 

1) Exprimer les coordonnées z, y d'un point dans le repère 
initial par l'intermédiaire de ses coordonnées zx’, y” dans le nou- 
veau repère. 

2) Etablir, dans le nouveau repère, l’équation de la droite qui 
dans le repère initial est définie par l'équation 5x — 4y + 7 = 0. 

5.56. Dans le repère orthonormé {0, e,, e,}, la droite est dé- 
finie par l'équation V 3x + 2y —6 — 0. L'origine du nouveau 
repère orthonormé se trouve au point O” (—2, 3), et les vecteurs de 
base e, et e. s'obtiennent à partir des vecteurs e, et e, respectivement 
lorsqu'on les fait tourner d’un angle de 30° dans la direction de la 
plus courte rotation appliquant e, sur e.. Etablir l'équation de la 
droite considérée dans le repère {0”, e;, e,}. 

9.97. Deux droites perpendiculaires définies dans un repère 
orthonormé par les équations 2x — y + 1 = 0 et x + 2y — 7 —0 
sont respectivement les axes O’x" et O'y" d’un nouveau repère ortho- 
normé, et le point À (2, 0) a dans ce repère des coordonnées stricte- 
ment positives. 

1) Déterminer, dans le repère initial, les coordonnées du point 
dont on connaît les coordonnées zx”, y’ dans le nouveau repère. 

2) Etablir, dans le nouveau repère, l’équation de la droite qui, 
dans le repère initial, est définie par l'équation 4x + y —1 = 0. 


$ 6. Plan et droite dans l’espace 


Un plan peut être défini: 
1) par une équation paramétrique vectorielle 
r—= ro + au +bv ([a, bl 0), (1) 
où a et b sont des vecteurs directeurs du plan, r, le rayon vecteur du point fixé 
dans le plan; 
2) par une équation vectorielle normale 
(r—r, n) =0 (n # 0), (2) 
où n est un vecteur normal au plan 
3) par une équation générale rapportée à un repère cartésien 


Az + By+Cz+D—=0 (4 + Bt +C #0). (3) 
L'équation (2) peut être écrite sous la forme 
(r, n) = D, 
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et l'équation (1) sous la forme 
(r—r,, a, b) = 0. (4) 


Si l’équation (1) est écrite dans un repère cartésien quelconque, on obtient les 
équations paramétriques du plan 


Z = Zo + Gt + Qol, y = ÿo + Puu + Bav, 2 = 20 + Yau + Yav. 
L'équation (4) présentée sous la forme analytique est équivalente à l'équation 


T— To Y—Yo Z2—2% 
(21 Br Yi 
Œe Ba Y: 


L'équation du plan passant par trois points non alignés peut être écrite sous 
la forme vectorielle 


=0. 


Cr — ro Pi — To Fa — ro) = 0 
ou bien sous la forme analytique 


T—Zo Y—Yo 7Z2—2% 
Z1—Zo Y1—Yo Z1— 2% 
To— To Ys—Vo = 


= 0, 


2 — 20 


Où zÿ, Yi 211 à = 0, 1, 2, sont les coordonnées cartésiennes des points donnés et 
r; les rayons vecteurs correspondants. 

Tout vecteur a («, Be Ÿ) coplanaire à un plan défini dans le repère cartésien 
par l'équation (3) satisfait à l'équation Aa + BB + Cy = 0. Si le repère est 
orthonormé, le vecteur de coordonnées À, B, C par exemple est un vecteur nor- 
mal au plan (3). 

Si le plan est défini par l'équation (3), les coordonnées de tous les points 
situés d’un côté du plan (dans le « demi-espace positif ») vérifient l'inéquation 
Az + By + Cz+ D > 0, et les coordonnées de tous les points situés de l’autre 
côté (dans le « demi-espace négatif ») l’inéquation Az + By + Cz + D < 0. 

La distance d'un point de rayon vecteur r, à un plan défini par l'équation (2) 
vaut | (r;, — ro, n)l/[n|. La distance d'un point M (zx1, y1, Z1) à un plan dé- 
fini dans un repère orthonormé par l'équation (3) est 


| Az + By + Ca + D [/V 4° + B3 + Ci. 


La droite peut être définie dans l'espace : 
1) par une équation paramétrique vectorielle 


r=r,+at (a 0), (5) 


où a est un vecteur directeur de la droite, r, le rayon vecteur du point fixé de 
ja droite: 
2) par des équations vectorielles 


[r — rs, al=0 (ax 0) 
ou 
{r, a] =—b (a-0, (a, b) = 0). 


Si l'équation (5) est écrite dans un repère cartésien, on obtient les équations 
paramétriques de la droite 


z= 2 + at, y = yo + Bt, z = 20 + Ÿt. 
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En éliminant le paramètre t, on aboutit à la forme canonique 


Si y = 0, les équations canoniques deviennent 


Z—Zo __ Y— Vo 


œ B 9 2 — Zo- 
On écrit de façon analogue les équations canoniques de la droite si & — 0 ou 
B = 0. Si B — y — 0, ces équations prennent la forme y = y,, z = 29. De façon 


analogue s écrivent les équations canoniques si un autre couple de composantes 
du vecteur directeur est nul. 

L'équation de la droite passant par deux points distincts peut être définie 
sous la forme vectorielle 


r= Mt (r—-m)t 
ainsi que sous la forme analytique 


TZ] ___Y— VU ___2—2; 


Ta —Z] Ya — Y1 227 21 


rs, r, Sont ici les rayons vecteurs des points donnés, et (21, Yi, 21)» (Tes Was 22), 
leurs coordonnées cartésiennes. Si z, — z+, l'équation de la droite prend la for- 


me z=2z, V—N = 27H 
Ya — Yi Z2 — 21 
s'écrit sous la forme z — z,, y — y,. De façon analogue sont étudiés les autres 
cas de coïncidence d’une ou de deux coordonnées des points. 
Une droite peut également être définie comme intersection de deux plans 
non parallèles donnés par leurs équations. 


. Si z= Ta et Y1 = ÿ», l'équation de la droite 


Equations vectorielles de droites et de plans 
(problèmes 6.1 à 6.12) 


6.1. Ecrire l’équation: 

4) du plan r = r, + au + bv sous la forme (r, n) = D; 

2) de la droite r = r, + at sous la forme [r, a] = b; 

3) de la droite [r, al — b sous la forme r = r, + af; 

&) de la droite (r, ny) = D;,, i = 1, 2, sous la forme Îr, al = b; 

5) de la droite (r, n;) = D;, i = 1,2, sous la forme r = r, + at. 

6.2. Etablir une condition nécessaire et suffisante pour que les 
plans (r, n,)—=D, et (r, n.) = D, : 

1) se coupent suivant une droite; 

2) soient parallèles non confondus; 

3) coïncident. 

6.3. Etablir une condition nécessaire et suffisante pour que les 
droites r = r, + af et r —=r, + at: 

1) se coupent (c'est-à-dire aient un point commun unique); 

2) soient non coplanaires; 

3) soient parallèles distinctes ; 

4) coïncident. 
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6.4. Soient la droite r = r, + at et le plan (r, n) — D. Quelle 
est la condition nécessaire et suffisante pour que: 

1) la droite coupe le plan (ils possèdent un point commun uni- 
que); 

2) ils soient parallèles (sans points communs); 

3) la droite appartienne au plan? 

6.5. Déterminer le rayon vecteur du point d'’intersection : 

1) de la droite r — r, + atet du plan (r, n) = D (si(a,n) 0); 

2) de la droite fr, a] — bet du plan (r, n) = D (si (a, n) 0). 

6.6. Le point M, est défini par le rayon vecteur r,. Etablir les 
équations : 

1) d’une droite qui passe par le point M, et qui est perpendicu- 
laire au plan (r, n) =D; 

2) d'un plan qui passe par le point M, et qui est perpendiculaire 
à la droite r — r, + at. 

6.7. Etablir l'équation vectorielle d’un plan qui passe par la 
droite r — r, + at et par le point M, (r,) n’appartenant pas à cette 
droite. 

6.8. Soient le point 4, (ro) et le plan (r, n) = D. Déterminer 
le rayon vecteur: 

1) de la projection du point M, sur le plan; 

2) du point M, symétrique de Af, par rapport au plan. 

6.9. Soient le point M, (r,) et la droite r = r, + at. Trouver 
le rayon vecteur: 

1) de la projection du point 4, sur la droite; 

2) du point M, symétrique de M, par rapport à la droite. 

6.10. Ecrire les équations: 

1) de la projection de la droite r = r, + at sur le plan (r, n) — 
— D non perpendiculaire à cette droite; 

2) de la droite qui coupe la droite r = r, + at sous un angle 
droit et qui passe par le point M,(r,) n’appartenant pas à la droite 
donnée (c’est-à-dire l'équation de la perpendiculaire abaïissée du 
point M, (ro) Sur la droite r = r;, + at); 

3) de la droite qui coupe deux droites non coplanaires r = r; +- 
+ at et r = r, + at et qui passe par le point Af, (r;) n’apparte- 
nant à aucune de ces droites; 

4) de la droite qui coupe deux droites non coplanaires r = r;, + 
+ aitet r — r, + at sous des angles droits (c’est-à-dire l'équation 
de la perpendiculaire commune à ces droites). 

6.11. Déterminer la distance: 

1) du point M, (r,) au plan (r, n) =D; 

2) de deux plans parallèles r = r, + au + bvet r = r, + au + 
+ bv; 

3) de deux plans parallèles (r, n) = D, et (r, n) = D;; 

4) du point M, (ro) à la droite r = r, + af; 

5) du point M,(r,) à la droite [r, a] = b; 
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6) de deux droites parallèles r = r, + at et r = r, + at; 

7) de deux droites parallèles [r, a] = b, et {r, a] = b.; 

8) de deux droites non coplanaires r = r, + af et r = r, + 
+ alt; 

9) de deux droites non coplanaires [r, a,] — b,et [r, a,] — b.. 

6.12. Soient la droite r — r, + at et le plan (r, n) = D non 
parallèles. Le point Af appartient à la droite et se trouve à la dis- 
4ance p du plan. Déterminer le rayon vecteur du point M. 


Dans les problèmes 6.13 à 6.42 
on donne un repère cartésien quelconque 


6.13. Le point A appartient au plan Az + By + Cz + D = 0, 


et le vecteur MA, possède les coordonnées (4, B, C). Démontrer 
que le point M, appartient au demi-espace positif limité par le plan 
considéré. 

6.14. 1) Sachant que les équations paramétriques du plan sont 
=AÂ+u—r, y = 24 u + 2v, 3 — —1 — u + 2v, établir son 
équation générale. 

2) Connaissant l'équation générale du plan 2r — 3y + z + 1 — 
— 0, écrire ses équations para métriques. 

6.15. Démontrer que le vecteur directeur a de la droite définie 
comme l'intersection de deux plans À4,x + By + C;,z + D, = 0, 
Asez + Boy + Coz + D: — 0 peut être obtenu d'après la règle du 
+ produit vectoriel » 

B C: 
Ba Ca : : 


non seulement dans un repère orthonormé direct mais aussi dans un 
repère cartésien quelconque. 

6.16. 1) Ecrire les équations de la droite x — 2 + 3t,y — 3 —t, 

— À + 1 sous la forme d’intersection de deux plans et sous la forme 
canonique. 

2) Ecrire les équations de la droite r—y+2z+4—0, 
—2x + y + z + 3 — 0 sous la forme paramétrique et sous la forme 
canonique. 

6.17. Etablir l'équation du plan passant par le point À (1, —1, 2) 
et parallèle au plan: 

1)z—3y+2rz +1—0; 2) r—5; 

3) y—4; 4)z—3; 

5)z=4—u<+v, y—=2+u+2v, 2 — —1 + 7u + 3v. 

6.18. Ecrire l'équation de la droite passant par le point À (1,3, 1) 
et parallèle à la droite: 

1) 22 + 3y + z = 0; 


Ci + 


3 


+4 E Bi e 


B, 
- 
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3) z=2, y —3; 
4) z—0, z=0; 
D)y—=—1, z = 2. 


6.19. Ecrire l'équation de la droite passant par deux points 
donnés : 

1) À (1, 3, —1) et B (4, 2, 1); 

2) À (3, 2, 5) et B(4, 1, 5); 

3) À (—1, 1, 2) et B(5, 1, 2) 

6.20. Etablir l'équation du plan passant par trois points donnés 
(si ces points définissent un plan) 

1) À (2, 1, 3), B(—1, 2,5), C (3, 0, 1); 

2) A (1, —1, 3), B(2, 3, 4), C (—1, 1, 2); 

3) À (3, 0, 0), B (0, —1, 0), C (0, 0, 4); 

4) À (2, 1, 1), B(2, 0, —1), C (2, 4, 3); 

9) A(,1,2), B(2, 3, 3), C(—1, —3, 0). 

6.21. Soient deux plans. Etablir s'ils sont sécants, parallèles 
ou confondus. Si les plans sont sécants, établir les équations cano- 
niques de la droite d’intersection. Les plans sont définis par les 


équations : 
1)3z+y—:+1—-0 et 57 +3y+:z+2 
2)zx+y—2:+1—0 et Ge y 5 6: 
3) —z+y+z=1 et z—y—7z—02; 
4) zx—=3+u+u, = 2—u<+v, z2—=3u— 2v et zx — 
= Du, y—=3+v, z—=u + 2v. 


6.22. Po our quelles valeurs de a les plans z+ay+z—1—0 et 
ar + y+ +30: 


1) se coupent-ils; 2) sont-ils parallèles; 3) coïncident-ils ? 
6.23. Vérifier si la droite donnée appartient au plan x — 3y - 
+ z + 1 = 0, est parallele à ce dernier ou le coupe en un seul point; 
dans le dernier cas déterminer les coordonnées du point d'inter- 
section. La droite est définie par les équations: 
z— 1 y—l __2—1, 
1) D. _ 4 1 ?! 


2)rz—24+43, y—=71+t, z—=1+t; 
3) z—y+2:-=0, x+y—3+2—=0; 
4) 3x — 2y — 1 —0, 7y — 33 — 4 —0; 


5)z=2, y—=5+t, 2 —=4 + 3t. 
6.24. Pour quelles valeurs de a la droite T=i= =: 


1) coupe-t-elle le plan Sa*z + ay + z — 4a = 0; 

2) est-elle parallèle a ce plan; 

3) appartient-elle à ce plan ? 

6.25. Soient deux droites. Etablir si elles sont concourantes, 
parallèles, confondues ou non coplanaires. Si les droites se coupent 
ou sont parallèles, établir l’équation du plan auquel elles appartien- 
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nent. Si les droites se coupent, déterminer également les coordonnées 
de leur point d’intersection. Les droites sont définies par les équa- 
tions : 
1)z+2—1—0, 3x + y — z + 13 —=0 et x — 2y +3 — 0, 
= 0; 


y—=—1+2t, z2—4, et zx+y—z—-0, 


2 + 4 yæ—6t, 2= 18, et 2 =—7— 066. 


3) x 
y = 2 + 9, ==. 121; 
4) x = 96, dr z= —3+t, et 2x — 3y — 32—9 —0, 
z—2y +z+3—0;: 
o)z=1+2t, y=7+t, z2=3 + 4t, et zx —6+3t, y — 
. 


—1—2t, z — —2 
6.26. Pour quelles valeurs de a les droites 
z—1 __y—1 _ z—(a—2} RE 
CE a ET a 1” 

1) se coupent-elles ; 

2) sont-elles non coplanaires; 

3) sont-elles parallèles ; 

4) coïncident-elles ? 

6.27. Etudier la position relative de trois plans; s’il existe des 
points appartenant simultanément aux trois plans, déterminer les 
coordonnées de ces points. Les plans sont définis par les. 
équations : | 

1) 2x + 3y—4z — 1 —0, —z+5y—2—3—=0, 3r — 
— 10y + 7z — 0; 

2) nr De. = 0, —x—y+22+1—0, 2x + 2y — 
— 4 z = 0; 

3) z+2y—2—1—0, —2x — 4y + 22+2 —0, 4 + 4z — 
— 4x — 8y = 0; 

4) 5x — 2y +4 = 0, 3x +z2—5 —0, 8x — 2y + z+7—0; 

5) 5x — 2y + 4 —0, 3x +z—5 —0, 8x — 2y + z—1 —-0. 

6.28. Ecrire l'équation du plan passant par le point À (1, 3, O} 
et parallèle aux droites x + y — z + 3 = 0, 2x — y + 5z +1 = 0, 
et —z+y = 1, 5x +y—2+2—0. | 


6.29. Ecrire l'équation du plan passant par la droite — = 
= 2 et parallèle à la droite <= It IT. 


6.30. Ecrire l'équation du plan passant par le point 4 . 1,1,2} 
et par la droite définie par les équations: 

1)z=1+5, y——1+1, z = 2t; 

2) z + 5y — 72 + 1 —0, 3x — y + 22 + 3 — 0. 

6.31. On projette une droite sur le plan Oyz parallèlement à 
l'axe Oz. Etablir les équations de la projection si la droite est dé- 
finie par les équations: 
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Ajx=1+2t, y—=3t, 2—1—t; 

2)z+y+z—-1—0, x +2y — 3 +2 —0. 

6.32. On projette une droite sur le plan x + 2y — 3z + 2 —0 
parallèlement au vecteur a (2, 1, —1). Etablir les équations de la 
projection si la droite est définie par les équations: 

1yz=1+2t, y—=3t, z=—6—1; 

2) z+y+z—1 = 0, ON 

6.33. Trois faces d’un ‘parallélépipède appartiennent aux plans 
zx — 3z + 18 — O0, 2x — 4y + 5z — 21 — 0, 6x + y + z — 30 — 0, 
et l’un de ses sommets À possède les coordonnées (—1, 3, 1). Etablir 
les équations des autres faces du parallélépipède et de sa diagonale 
passant par le sommet À. 

6.34. Les points À (1, 0, 3) et B (—1, 2, 1) sont les sommets 
d'un tétraèdre ABCD, le point À (—1, 5, 2) est le milieu de l’arète 
BC, quant au point M (0, 1, 4), il est le point d’intersection des 
médianes de la face BCD. Etablir les équations des plans auxquels 
appartiennent les faces du tétraëdre. 

6.35. Ecrire les équations de la droite qui passe par le point 
© (0, 0, 0) et coupe deux droites données: 

Dz—y+z+2-0, z—2y +3z—8 —0, et y — z + 
+1—=0,x+y—2z +4 —0; 

2)xz—1+2t, y—=2+3t, 2 = —t, et x = 4t, y — 5 — 5t, 

— 3 + 2i. 

6.36. Etablir les équations de la droite qui passe par le point 
A (—1, 1, —1) et coupe deux droites données: 

1 zxz—y+z+2—=0, x — 2y + 3 —8 —=0, et y—z—=0, 
z+y—22+4—0; 


z—1 _y—2 _ 2 z y+5 z—3 
ea de À 


6.37. Etablir les équations de la droite qui coupe deux droites 


z+8 _y—9 2 z—10 y+T 5 
D ps —— et qui est parallèle à la 
droite ee 
a -— — 


fl 14 

6.38. Ecrire les équations des plans passant par la droite 
2-11 EEE et équidistants des points A(1, 2, 5) et 
B (3,0, —1). 

6.39. Ecrire les équations des plans passant par le pour 
A (1, 0, 4) et équidistants de trois points B (2, 1, 6), C (—2, 3, 2), 
et D (8, 1, 0). 

6.40. Ecrire les équations des plans équidistants de quatre points 
A (1, —1, 3), B (3, 3, 5), C (1, 7, 3), et D (5, 1, 5). 

6.41. Le plan (x) contient les points À, B, C, S et coupe les 
axes de coordonnées Oz, Oy, Oz aux points P, Q, R, et les plans de 
<oordonnées Ozxy, Oxz, Oyz suivant les droites (L,), (L,), (L:). On 
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+ — 
choisit dans le plan (x) le repère {A. AB, AC} et on pose que le 
point S possède dans ce repère les coordonnées (3, 4). On sait de 
plus que les points À, B, C ont dans le repère initial Oxyz les coor- 
données respectives : 

a) (4, 2, 1), (—1, 3, 2), (1, 4, 0); 

b) (2, 1,1), (2, 3, 0) (1, À, 2): 

c) (1, —1. 0), (1, O0, —1), (0, 1, 1). 

1) Calculer les coordonnées des points P, Q, R, S et établir les 
équations des droites (L,), (L:), (L.) dans le repère initial. 

2) Calculer les coordonnées des points P, Q, R et établir les 


équations des droites (L,), (L:), (L:) dans le repère { À, AB, AC}. 

6.42 (s). On mène par le sommet C, du parallélépipède 
ABCDA,B;,C,D, un plan qui coupe les prolongements des arètes AB, 
AD et 44, aux points respectifs B,, D, et 4, tels que el 


| ABT 
[AD] — 3 Ta . Trouver le rapport du volume du parallélé- 


1 
pipède à celui du tétraèdre AB,D,4;,. 


Dans les problèmes 6.43 à 6.87 on donne un repère orthonormé 


6.43. Trouver un vecteur normal au plan: 
1) Az + By + Cz + D —0; 
2) Tr = to + du + av, y = Yo + du + bar, 2 = 20 + Qu + 


oÙ. 

6.44. Etablir les équations de la droite passant par le point 
A (1, —1, 2) et perpendiculaire au plan: 

1)xz—3y+22+1—0; 2)x=5; 3) y = 4; 

4) 2-3; 9)z=4—u+r, y—=2+u+i2v, 2 = —1 + 
+ Ju + 3v. 

6.45. Ecrire l'équation du plan passant par le point À (1, 3, 1) 
et perpendiculaire à la droite: 

1) A 2x + 3y +z—1—0; 

z+1 y —2 z2+2. a. ne 

D 5-7 gg: S) z=2, y=5; 

4) x=0, z2—=0; 5) y = —1, z = 2. 

6.46. Ecrire l'équation du plan passant par le point À (2, 1, —1) 
et perpendiculaire à deux plans x — y + 5z + 1 = Oet 2x + y = 3. 

6.47. Ecrire l'équation du plan perpendiculaire au plan x + 
+ 3y — z + 2 = 0 et passant par la droite: 


ROSE DRE" 
2)27—y+z—=0, x +2y +z—3—=0Q. 
6.48. Dans un faisceau défini par les plans x + 2y — 3z + 5 = 0 
et 4x — y + 3z + 5 — 0 trouver deux plans perpendiculaires dont 
l'un passe par le point M (1, 3, 1). 
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6.49. Le point À appartient à la droite 


5 
est équidistant des points B (3, 0, —2) et C (—1, 1, 5). Calculer 
les coordonnées du point À. 

6.50. Calculer la distance du point À (3, 1, —1) au plan: 

41 z—y—53+2—0; 2) rz—2y + 22—2 —0; 

3) z—2y +22+7—0; 4) x — 2y + 2z — 0; 

9) z—2y+22+1—=0; 6)z=1; 1)y—=5; 8) z = 0. 

6.51. Calculer la distance des plans parallèles : 

1) 6x — 3y + 22 +5 —0 et 6x — 3y + 2: — 9 — 0: 

2) 2 +2y—2+3—0 et 2x + 2y — z + 18 — 0: 

3) 3x + 42 + 1 —0 et Gx + 8z — 1 = 0. 

6.52. 1) Ecrire les équations des plans parallèles au plan 6x — 
— 3y + 2z + 5 — 0 et se trouvant à une distance égale à 3 de ce 
dernier. 

2) Etablir les équations des plans parallèles au plan x + 3y — 


— z2+V 11 = Oet se trouvant à une distance égale à 3 de ce dernier. 
3) Etablir les équations des plans parallèles au plan 2r + 2y — 
— z +3 — Oet dont la distance au point À (1, 2, —1) est égale à 3. 
4) Etablir les équations des plans parallèles au plan 3r + 4z + 
+ 1 = 0 et dont la distance à l’origine du repère est égale à 3. 
6.53. Le point À appartient à la droite = ie. La 
distance du point À au plan z+y+z+3=0 vaut V3. Calculer 
les coordonnées du point À. 
Z—1 _y—3 _ :+4 
3 —5 
et est équidistant du point B (0, 1, 1) et du plan 2x — y + 2z + 
+ 14 — 0. Calculer les coordonnées du point À. 


6.55. Les points 4 (1, —1, 2) et B (3, 0, 4) sont les sommets 
d’un cube A BCDA,B,C;,D,. Le vecteur AD est orthosonal à la droite 
z = 0, y — z — 0. L'orientation du triplet des vecteurs AB, AD, 


6.54. Le point À appartient à la droite 


AA, coïncide avec celle du repère, la somme des coordonnées du vec- 
— 

teur AA, étant strictement négative. Etablir les équations des faces 

du cube. 


6.56. Les points À (—3, 0, 0) et B (3, 0, 0) sont les sommets 
d’un tétraëdre régulier ABCD. Le sommet C se trouve à une distance 


égale à 3V2 du plan de coordonnées Oxy, toutes les coordonnées 
du point € étant positives. L'orientation du triplet des vecteurs 


AB. AC, AD coïncide avec celle du repère. Etablir les équations 
des faces du tétraëèdre. | 
6.57. Etant donné le point À (3, —1, 1), calculer: 
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1) les coordonnées des projections du point À sur les plans de 
coordonnées, et les coordonnées des points symétriques de À par 
rapport aux plans de coordonnées: 

2) les coordonnées de la projection du point À sur le plan x + 
+ 2y + 2z +4 6 = 0 et les coordonnées du point symétrique de À 
par rapport à ce plan; 

3) les coordonnées de la projection du point À sur le plan 2x + 
+ 3y + 62 + 40 — 0 et les coordonnées du point symétrique de À 
par rapport à ce plan. 

6.58. Ecrire les équations de la droite symétrique de la droite 


rs par rapport au plan 57—y+2:—4—=0. 


RE LE 
6.59. Ecrire les équations des projections, sur le plan x + 5y — 
— 3 — 25 — 0, des droites suivantes: 
1) z+i à z—1., 
A 2 3 
2) z—y+2z—1—=0, 3r7—y+2z2+2—=0; 
3) 2 y 2— 1 


5 — 1 
6 60. Déterminer l'angle de deux plans: 
{)z+4y—z+1—-0 et r+y—z—3—-0; 


2) x + 2y—5-1 et r—y—=3à; 

3) z LL 2y — 22 —0 et 3 —5; 

4) x + 2yÿ—z—1—0 et 3x — 5y — 72 — 0: 

»)z+iy—z+1—-0 et zu, y = 2 — 3u — v, 
z=1+u+r; 

6) x — 3y + 2: + 1 —0 et 62: — 9y + 3x + 5 = 0. 

6.61. Déterminer l'angle des droites: 

12 +y—:+1—-=0, x +3y +z+2—0,et x + 3y — 
— 34 2—=0, z+ y+z—1—-0; 


Z—1 _y—2 _ 2+3 z+1 US z—10 
0 
3) z=5—2t, y—=6+4t, 5 — 8, et x — 1 +t, y — —2t 


6.62. Déterminer l'angle du plan 4x + 4y — 7z + 1 — 0 et 
«le la droite: 

fz+ty+zst1-=0, 2r +y +3 +2 —0; 

2) 1° _ Je _ _5 


— 6 
_ ee _2+3., ZA _y+1 _ z+3 
ô) 2 7: 4 41 —4 4 


6.68. Ecrire les équations de la droite qui passe par le point 
A (1, 3, 2) parallèlement au plan Ozxy et qui forme: 
1) un angle de 45° avec la droite x = y, z = 0; 


2) un angle égal à Arc sin (4/10) avec le plan x — y = 1. 
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6.64. Ecrire l'équation du plan qui passe par le point À (—1,2,1) 
parallèlement à la droite += —+ — —Zz et qui forme un angle de 
60° avec la droite x = y, z — 0. 

6.65. Ecrire l'équation du plan qui passe par la droite x +- 5y + 
+ 2 = 0, x — z + 4 = 0 et qui forme un angle de 45° avec le plan 
x — y — 82 + 1 — 0. 

6.66. Démontrer que deux droites données se coupent et établir 
les équations des bissectrices des angles aigu et obtu de ces droites: 

1)z=4—4t, y=1+a4t, 2 = —5 +7t, et x = —3 +1, 

— —1 +2, z— —4 + 2t; 
2)z2-4+t, y—=1—t, z2=5 + At, et x — —3 — 31, y — 


3) z=1+2t, y=2+3t, z = 11 — 6t, et x — 1 +it, y — 
= 3 +t, 2—71— tt. 

6.67. Les côtés latéraux d’un triangle isocèle ont un sommet 
commun À (3, 4, 5), les deux autres sommets appartenant aux axes 
Ox et Oy. Sachant que le plan du triangle est parallèle à l'axe Oz, 
déterminer les angles du triangle et établir l'équation de son plan. 

6.68. Soient le point À (2, —1, 0) et une droite (Z). Calculer 
la distance du point À à la droite (L); déterminer les coordonnées. 
de la projection du point À sur (L) et les coordonnées du point B 
symétrique de À par rapport à (L); établir les équations de la droite 
qui passe par le point À et coupe la droite donnée sous un angle droit 
(perpendiculaire abaissée du point À sur (L)). La droite (L) est dé- 
finie par les équations: 

z—7 y— 1 :—3 . 

1) 3 4 2, ” 

2)z2—=1+2t, y=2—2, z2— —3 +1; 
)2z2+y—2+1—=0, z+y+z+2—=0. 

6.69. Le point À appartient à la droite x — y — 3 = 0, 2y + 
+ z — 0. La distance du point À à la droite x = y = z vaut V6. 
Calculer les coordonnées du point À. 

6.70. Calculer la distance entre les droites: 

z—4 y+1 z—1 xz—5 y 
ee 2 Ge hp 
2)z=3+2t, y—=10—3t, z—3+A4t, et z—=1+31t, 

y = 1 —2t, z = 1 + 3t; 

3) z+y+z—1—=0, x+3y—z2+2—=0, et zx + 3y + 
+z+2—=0, zx +2y —2+1—0. 

6.71. Soient les droites (Z.) et (L;). Etablir les équations de leur 
perpendiculaire commune (c’est-à-dire de la droite coupant (L.) 
et (L,) sous un angle droit); déterminer les points d’intersection de 
la perpendiculaire commune avec les droites données; calculer la 
distance de (L,) à (L,). Les droites sont définies par les équations: 


[a 


Le 
4 ? 
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1)x=5+t, Je du z—=13+t, et x=6+t, y — 
= 14 +21, z — 10 — 

2) oz + My 18 2 0, Sy — 2 —1—=0, et xz+y—8—-0, 
2x +y—2z—0; 

z—6 y—1 z—10 z+4 y—3 z—4 

da D eu 2 

6.72. Les points À (—1, —3, 1), B (5, 3, 8), C (—1, —3, 5), 
D (2, 1, —4) sont les sommets d'un tétraèdre. Calculer: 

1) la longueur de la hauteur du tétraëdre, qui est abaissée du 
sommet D sur la face ABC; 

2) la longueur de la hauteur de la base ABC, qui est abaissée- 
du sommet C sur le côté AB : 

3) la distance entre les arêtes non coplanaires AD et BC; 

4) l'angle des arêtes non coplanaires AD et BC; 

9) l’angle entre l'arête AD et la face ABC. 

6.73. La longueur de l’arête d’un cube ABCDA,B,C,D, vaut fi. 
Déterminer : 

1) la distance du sommet À au plan B,CD,; 

2) la distance de la diagonale AC, du cube à la diagonale CD, 
de la face latérale, les deux diagonales étant non coplanaires ; 

3) les rapports dans lesquels les points d’intersection de chacune: 
des droites AC, et CD, avec leur perpendiculaire commune partagent. 
les segments AC, et CD.. 

6.74. Trois faces ABCD, ABB,A, et ADD,A, d'un parallélé- 
pipède ABCDA,B,C,D, appartiennent respectivement aux plans. 
2x + 3y + 42 +8 — 0, x + 3y — 6 — 0, z + 5 — 0; le sommet. 
C, possède les coordonnées 6, —5, 1. Calculer: 

1) la distance du sommet À, au plan B,BD; 

2) la distance du sommet D à la droite AB; 

3) la distance entre les droites AC et A,C;; 

4) la distance entre les droites AA, ct BC; 

5) l'angle des droites AC et C,D,; 

6) l'angle des plans BDD, et ACC; 

7) l’angle entre Ja droite CA, et le plan DCC.. 

6.75. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
celui des quatre dièdres formés par deux plans sécants non perpen- 
diculaires Aix + By + Ciz + D, —0 et Aux + Boy + Coz + 
+ D, = 0, qui contient le point À7, (ro, Yo: Zo) Soit: 

1) aigu; 2) obtus. 

6.76 (s). Soient deux plans x + 2y + 2z — 0 et 7x + 4y + 4z — 
— 0. Un troisième plan (x) passe par l'origine des coordonnées O 
de telle manière que l'extrémité de son vecteur normal issu de © 
appartient au dièdre obtus formé par les plans donnés. Les cosinus. 
des dièdres aigus formés par (x) et chacun des plans donnés sont 2/15. 
et 4/45 respectivement. Former l'équation du plan (x). 

6.77. On considère le dièdre formé par les plans zx — 2y + z + 
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+ 3 —0 et x + y + 2z — À, qui contient le point À (—1, O, O0), 
et on examine l'ensemble des points de son intérieur, dont les dis- 
tances aux plans donnés sont respectivement égales à V 6 et 2V 6. 
Démontrer que cet ensemble est une droite. Etablir les équations 
de cette droite. 


6.78. Ecrire l'équation du plan bissecteur de celui des dièdres 
formés par les plans x — 2 — 5 — 0 et 3x + 5y + 4z = 0, qui con- 
tient le point À (1, 1, 1). 

6.79. Etablir l'équation du plan bissecteur du dièdre aigu formé 
par les plans x — z — 5 — O0 et 3x + 5y + 4z = 0. 

6.80. Les faces du tétraèdre sont définies par les équations 
z+2y— 22 +3 —0, 4x — 4y + 1z2—9—0, 8x + 4y + z — 
— 3 — 0, y — z — 0. Ecrire les équations : 

1) du plan bissecteur du dièdre intérieur formé par les deux 
premières faces; 


2) de la droite située dans le trièdre intérieur formé par les trois 
premières faces, et dont tous les points sont équidistants de ces 
trois faces. 

6.81. Les points À4(1, 2,3), B(—2, 8, 9), C(5, 0, 7), D(3, 

2) sont les sommets du tétraèdre. Calculer les rayons et les coor- 
données des centres des sphères inscrite et circonscrite. 

6.82. Calculer le rayon et les coordonnées du centre de la sphère 
passant par le point À (0, 1, O) et tangente aux plans z + y = 0, 
z—y=0, r+y+4z-0. 

6.83. Les points À (1, 2, 3), B (1, 5, —1), C' (5, 3, —5) sont 
les sommets du triangle. Calculer les rayons et les coordonnées des 
centres des cercles inscrit et circonscrit. 

6.84. Démontrer que trois plans x — 2y + 2: + 3 — 0, 2r + 
+ 2y + z — 6 — 0, 5x + 14y — 2z — 21 = O n'ont pas de te 
communs et que les trois droites engendrées par l'intersection de 
chaque couple de ces plans sont parallèles, c'est-à-dire que les plans 
forment un prisme. Calculer le rayon du cylindre circulaire droit: 
1) inscrit dans ce prisme ; 2) circonscrit à ce dernier, et écrire l’équa- 
tion de l’axe de chacun de ces deux cylindres. 

6.85. La base d'un prisme droit A BCDA,B,C;,D, est un losange 
ABCD dont l'angle À est de 60°. La longueur du côté de la base du 


prisme est a, celle de l’arête latérale, V 3a. Le point E estla pro- 
jection orthogonale du sommet C, sur le plan AB,D,, et le point F 
la projection orthogonale du point E sur le plan AA,D,D. Calculer 
le volume de la pyramide ADEF. 
6.86. Dans un prisme régulier ÀABCA,B,C, la longueur de l’arête 
atérale vaut 3. Le point M est le milieu de l’arête AC, le point NW 
appartient à l'arête B,C, et le point P à la face AA,B,B; la distance 
de P au plan ABC est égale à 1. On sait que chacune des droites PM 
et PN forme un angle de 30° avec le plan AA,B,B et que la droite 
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PN fait le même angle avec le plan BB,C;C. Calculer le volume du 
prisme. 

6.87. Dans un prisme régulier ABCA,B,C;, la longueur du côté 
de la base vaut 2a et celle de l’arête latérale, a. On mène par les 
sommets À, B et C les plans qui sont respectivement perpendiculaires 
aux droites AB,, BC, et CA,. Calculer le volume du polyèdre limité 
par ces trois plans et par le plan 4,B,C;. 


Changement de repère 
(problèmes 6.88 à 6.92) 


6.88. Soient deux repères {O, e,, e,, e,} et {0°,e,, e., e:)}. 
L'origine du second repère a, dans le premier, les coordonnées 4,,, 
Goo 430, tandis que les vecteurs de base du second repère possèdent, 
dans la base du premier repère, les coordonnées (a;,, Go, 1), (@io, 
Aogs Ag), (di3: Goes: 33) respectivement. On donne dans le premier 
repère un plan d'équation Az + By +- Cz + D — 0. Ecrire son 
équation däns le second repère. 

6.89. Soient dans l’espace quatre points À (1, 2, 1), B (—1, 3, 0), 
C (2, 5, 3), D (—2, 3, 4) et le plan 2x + y — 3z + 2 = 0. Ecrire 


> — — 
l'équation de ce plan dans le nouveau repère {A, AB, AC, AD}. 

6.90. Les plans zx — 2y + 3z — 6 — 0, 2r + y — z — 0, 4r + 
+ z — 5 — 0 sont respectivement les plans O'y'z", O'z'x', O'x'y" 
du nouveau repère, et le point À (2, 0, 1) a dans ce repère les coor- 
données 1, 1, 1. 

1) Exprimer les coordonnées x, y, z d'un point dans le repère 
initial à l'aide de ses coordonnées zx’, y’, z’ dans le nouveau repère. 

2) Etablir, dans le nouveau repère, les équations canoniques de 


la droite qui, dans le repère initial, est définie par les équations 
z—1 _y+1 __z—2 


1 — 4 —1 

6.91. Soit 3x + 5y + V 2z +4 V2 — O l'équation d'un plan 
dans un repère orthonormé {O, e,, e,, e,}. On sait que l'origine 
du nouveau repère orthonormé se trouve au point O° (1, 1, —1), 
le vecteur de base e, est opposé au vecteur e., et les vecteurs de baso 
e, et e, s’obtiennent respectivement des vecteurs e, et e, par une 
rotation de 45° effectuée dans le plan de e, et e, et dirigée dans le 
sens de la plus courte rotation appliquant e, sur e:. 

1) Calculer les coordonnées d'un point donné dans le repère 
initial si sont connues ses coordonnées zx”, y”, z’ dans le nouveau 
repère. 

2) F-rire l'équation du plan donné dans le nouveau repère. 

6.92. Trois plans définis dans un repère orthonormé par 
les équations z+2y — 2243 —0, 2r+y<+2z — 0, 2x — 2y — 
— 2+3—0 (vérifier qu'ils sont perpendiculaires deux à deux) 
sont respectivement les plans O°y’z". O’z'x’, O'x'y’ du nouveau repère 
&—340 
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orthonormé, le point À (—1, 0, O0) ayant, dans le nouveau repère, 
des coordonnées strictement positives. 
1) Calculer, dans le repère initial, les coordonnées du point 
dont on connaît les coordonnées zx”, y”, z’ dans le nouveau repère. 
2) Etablir, dans le nouveau repère, les équations canoniques des 


droites définies dans le repère initial par les équations — 


F4 
2 
— es — = et x = y — 2. Calculer, dans les deux repères, 


l'angle et la distance entre ces droites; se convaincre de la coin- 
cidence des résultats. 


CHAPITRE II] 


CONIQUES 


Dans ce chapitre, on utilise les notions fondamentales suivantes: courbe al- 
gébrique, courbe d'ordre 2 (ou conique), cercle, ellipse, hyperbole, parabole, centre, 
sommet, are, demi-are, foyer, directrice, excentricité, corde, asymptote, tangente, 
normale, équation canonique d'une courbe d'ordre 2, courbe à centre d'ordre 2 
(ou conique à centre). 

Le repère est orthonormé, sauf mention du contraire. 

Par courbe algébrique du plan on désigne l’ensemble de tous les points du 
plan dont les coordonnées (x, y) vérifient, dans un repère cartésien, l'équation 


Fig. 1 


D (x, y) = 0, où © (x, 2 est un polynôme en zx et y. Le degré du polynôme 
O (x, y) (le degré maximal 4 + ! des monômes a4x*yl intervenant dans (x, y)) 
al appelé ordre de la courbe. L'ordre de la courbe ne varie pas lorsqu'on change 
e repère. 
L'équation générale d'une courbe d'ordre 2 est de la forme 


Az® + 2Bzy + Cy® + 2Dz + 2Ey + F = 0 (A+ B+CÆ%0). (1) 


L'expression Az? + 2Bzy + Cy® est appelée partie quadratique, 2Dx + 2Ey, 
partie linéaire. F est le terme constant de l'équation (1) 
Pour toute courbe d'ordre 2 il existe un repère rectangulaire dit canonique 
ee l'équation de la courbe a la forme canonique (voir tableau 4 à la 
e. 5 


L'équation du cercle de rayon R et de centre C (x,, yo) est de la forme 
(x — 20)? + (y — yo)? = R3. (2) 
4 
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L'ellipse (fig. 1) a l'équation canonique 


z?  yi 
PORT Rnis (3) 


où a > b > 0; le demi-grand axe de l’ellipse vaut a, le demi-petit are, b. Les 
points (+a, 0), (0, +b) sont les sommets de l'ellipse. Les points Fi (c, 0) et 


F, (—c, 0), où c = Ya? — b®, sont les foyers de l'ellipse. 


Fig. 2 Fig. 3 


L'hyperbole (fig. 2) a l'équation canonique 


a y? 
Si, (4) 


où a >0,b > 0; le demi-axe focal vaut a, le demi-axe non focal, b. Les points 
+a, 0) sont appelés sommets de l’hyperbole. Les points F1 (c, 0) et F4 (—c, 0), où 


c — V'a3 + b?, sont les foyers de l'hyperbole. Les droites y = EL sont les 
a 


2 2 
asymptotes de l'hyperbole. L'hyperbole _ 7 — —4{ est l'hyperbole conju- 


guée de l’hyperbole _ = En — 1, elle admet les mêmes asymptotes. 
a 
La parabole (fig. 3) a l'équation canonique 
y? = 2pr, (5) 


où p > 0. Le nombre p est appelé paramètre de la parabole. Le sommet de la 
parabole est à l'origine des coordonnées, son foyer est au point F (p/2, O). 
L'excentricité de l’ellipse ou de l'hyperbole vaut e = c/a; pour l'ellipse 
0 & e << 1, pour l'hyperbole & > 1. L'excentricité de la parabole vaut 1. 
Les droites z — +a/e sont appelées directrices de l'ellipse (3) et de l'hy- 
perbole (4) (voir fig. 1 et 2). On appelle directrice de la parabole (5) la droite 
— —p/2 (voir fig. 3). Les cordes passant par le foyer d'une conique sont appe- 
lées cordes focales. 


CH. IN CONIQUES 53 


Soit M (Zo Yo) Un point de la conique. La tangente à la courbe en ce point 
est définie par l'équation 


TZo ) Yÿo _ MIE 23 y, 

+ a =1 pour l'ellipse Ar Vus ii 
2 2 

= 1 pour l’hyperbole ST 1; 


YYo—P(z+zo) pour la parabole y?—2pr 
et par l'équation 
Azzo + B (2zvo + toy) + Cyyo + D (x + z0o) + E (y + yo) + F = 0 


pour une courbe définie par l'équation générale (1). 

On appelle centre d'une conique le centre de symétrie de cette courbe. La 
courbe est dite à centre si elle possède un centre unique. Les courbes des cinq 
premières classes énumérées dans le tableau 1 sont des courbes à centre. Le cen- 
tre de ces courbes joue le rôle de l'origine du repère canonique. Les coordonnées 
(zo 70) du centre de la courbe définie dans un repère cartésien par l'équation (1) 
s'obtiennent du système d'équations 


Azo + Byo + D =:0; 
3 2lre 
11 y a en tout neuf types d'équations canoniques pour les courbes d’ordre 2. 


Ces équations sont énumérées dans le tableau 1 avec les noms des classes de 
courbes correspondantes. 


(6) 


Dans le cas d'une courbe à centre, Ê — | 


Tableau 1 
Objet | Equation canonique 
é 22 y? 
. : . | ; z2 y? 
« Ellipse imaginaire» (ensemble vide) tr —1 
2 2 
« Couple de droites concourantes imaginaires » += 0 
(point) La 
z3 y? 
Hyperbole PC ANRT Heu. 
z?_ y? 
Couple de droites concourantes Tr pr 0 
Parabole y?=2pz, p>0 
Couple de droites parallèles y?=a, ax0 
« Couple de droites parallèles imaginaires» (en- y=—a,azo0 


semble vide) 
« Deux droites confondues » (droite) y2=0 
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La réduction de l'équation d'une courbe d'ordre 2 à la forme canonique 
comprend la recherche de l’équation canonique de la courbe et la détermination 
du repère canonique. Elle permet de calculer les paramètres de la courbe et de 
déterminer sa position par rapport au repère initial. 

La réduction de l'équation générale (1) d’une courbe à la forme canonique 
s'effectue en plusieurs étapes. Décrivons-les. 

1. Si le repère initial n'est pas orthonormé, on passe à un repère orthonormé 
quelconque. La forme générale de l’équation (1) ne varie pas dans ce cas. Par 
la suite, on considère que le repère est orthonormé. 

2. Si, dans l'équation (1), le coefficient B + 0, il convient de passer à un 
repère par rapport auquel le coefficient du produit x'y’ s’annule dans l'équation 
transformée. Pour le faire, il faut tourner le repère d'un angle autour de l'ori- 
gine des coordonnées: 

z = x COS @ — y” sin p, 


y = zx' sin @ + y’ cos q. (7) 
La valeur de œ s'obtient (pour À - C) de l'équation 
2B 
tg 2P=-2— , (8) 
ou de 
A—C 
te? p+ B tgq—1=0. (9) 


De toutes les valeurs possibles de le choix est libre. Si À = C, on peut poser 
— x/4. Ensuite, il faut calculer sin æ, cos @, les substituer dans Îles formu- 
les (7) et réaliser dans l'équation (1) le changement de coordonnées. 

3. Si l'équation (1) ne contient pas le produit des variables, il faut tâcher, 
si possible, de se débarrasser des termes linéafres. On y parvient par transport 
de l’origine des coordonnées. Plus précisément, si l'équation contient une va- 
riable et son carré, on complète ce couple jusqu'au carré parfait et on trans- 
porte l'origine des coordonnées le long de l'axe de telle sorte que le terme li- 
néaire soit absent de l'équation transformée. 


Exemple: 


: … , 2D D° D? 
Ax°+ 2Dr = A (++ +) TO 
: DAS SD D D 
= À (+27) ——3 = Àz ——7 » OÙ z =2+-T. 
4. Si l'équation (1) ne contient que trois termes: une variable, le carré de 
l'autre variable et le terme constant, on peut éliminer le terme constant en 
transportant l'origine des coordonnées le long de l'axe qui correspond à la 
première variable. 


Exemple: 


Az®+2Ey+ F = A1 2E (+5) = 0. 


La substitution de y’ à + donne Az?+2Ey' =0. 


Après avoir suivi les indications des points 1 à 4 on aboutit à une équation 

qui peut différer de la forme canonique par un facteur numérique, par ‘ordre 
es coordonnées et la place des termes dans l'équation ou bien par le signe du 
coefficient du terme linéaire. 11 est commode de dire à propos de cette équation 
qu'elle est « quasi canonique ». Pour la réduire définitivement à la forme cano- 
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nique, il faut procéder aux transformations nécessaires de l'équation et au chan- 
gement du repère. Le changement de l’ordre des coordonnées s’obtient par chan- 
gement de l’ordre des vecteurs de base et s'écrit sous la forme 


z=Yy, y—=z. (10) 


Pour modifier le signe du coefficient du terme linéaire il faut changer le sens du 
vecteur de base correspondant. Réduisons, par exemple, l'équation quasi cano- 
nique Az? + 2Ey — 0 à la forme canonique. La division par À et le transport 
du terme linéaire dans le deuxième membre nous donnent 


z= + y. 
Le changement des coordonnées (10) entraîne 
2E 
12— Pense La 
y 4 
Si = > 0, il faut de plus procéder au changement x’ — —zx”. Après quoi on 


obtient l'équation canonique de la parabole 
E 
TA (3 P > 0) ù 


Pour obtenir le repère canonique, on écrit chacune des formules de passage 
en les substituant l’une dans l’autre, ce qui donne l'expression définitive des 
coordonnées initiales au moyen des coordonnées canoniques 


Z = GX + asY + an y = BiX + BaY + Bo- 


Les coefficients de ces formules fournissent les coordonnées de l’origine O* (xs, Bo) 
et des vecteurs de base E; (1, B1), E2 (+, B2) du repère canonique par rapport 
au repère initial. 

Si le système d'équations (6) est compatible (en particulier, si Ô — AC — 
— B? 0, cas d’une courbe à centre), il est commode de procéder à la simpli- 
fication par transport de l'origine des coordonnées au centre de la eh: 
T = Z9 + 2°, y = yo + y’, auquel cas les coefficients de x’ et y’ s’annulent 
dans l'équation transformée (voir problèmes 9.18, 9.20). Après quoi on envisage 
la seconde étape. 

La classe de la courbe d'ordre 2 peut être définie, en première approxima- 
tion, d’après le signe de 6 avant la simplification de son équation. 

Une courbe est de type elliptique (ellipse, ellipse imaginaire, couple de 
droites concourantes imaginaires) si Ô > 0; elle est de type hyperbolique (hy- 
perbole, couple de droites concourantes) si Ô < 0, et de type parabolique (autres 
classes du tableau) pour 6 = 0. 


$ 7. Propriétés géométriques des courbes d'ordre 2 
et leurs équations canoniques 


Cercle 
(problèmes 7.1 à 7.10) 


7.1. Calculer le rayon et les coordonnées du centre du cercle: 
1) + y + 4y —=0; 2) 2° + y? + 5x — 5y + 12 = 0; 

3) 22° + 2y° — 12z + y +3 —0; 

4) Ta? + Ty — 2x — Ty — 1 — 0. 
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7.2. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que 
l'équation Az° + By° + 2Cx + 2Dy + E — 0 définisse un cercle ? 
Exprimer le rayon et les coordonnées du centre du cercle par les 
coefficients de l'équation. 

7.3. Etablir l'équation du cercle de centre au point M (2, 2), 
qui est tangent à la droite 3x + y — 18 — 0. 

7.4. Trouver la condition nécessaire et suffisante pour que la 
droite Az + By + C — 0: 

1) ne possède pas de points communs avec le cercle (x — a)? + 
+ (y — bŸ = KR; 

2) possède deux points communs avec ce cercle; 

3) soit tangente à ce cercle. 

7.5. 1) Ecrire l'équation de la tangente menée au cercle (x — 1)*+ 

- (y + 2)* — 25 au point M (—3, 1). 

2) Etablir les équations des tangentes au cercle (x — 1)° + 
+ (y + 1) — 9, qui passent par le point A (1, 4). 

7.6. Etablir les équations des tangentes au cercle (x + 3)° + 
+ (y + 1)° — 4, qui sont parallèles à la droite 5x — 12y + 1 = 0. 

7.7. Vérifier que deux cercles donnés sont tangents et former 
l'équation de leur tangente commune passant par le point de tan- 
gence: 

1) (x — 1) + (y — 2) = 18, (x — 5) + (y — 6)° = 2; 

2) (+1) + y—1} =45, (x — 1} + (y — 5) = 5. 

7.8. Etablir les équations des tangentes communes aux cercles 
œ — 2} + (y +1} =9 et (x — 4) + (y — 3) — 

7.9. Par un point À extérieur au cercle on mène une droite tan- 
gente au cercle au point B et une seconde droite coupant le cercle 
aux points C ct D. Démontrer que | AB |? = | AD | :« | AC |. 

7.10. Deux cercles sont tangents extérieurement. Par le poin, 
de leur tangence on mène une droite qui coupe le premier cercle en À 
ct le second cercle en B. Démontrer que les tangentes aux cercles 
en À et B sont parallèles. 


Ensembles de points du plan, dans l’étude desquels 
on utilise les équations des coniques 
(problèmes 7.11 à 7.20) 

7.11. Etant donné deux points À et B, démontrer que l’en- 
semble des points M tels que le rapport | MA | / | MB | soit cons- 
tant et égal à À >> 0 est une droite pour *# — 1 et un cercle pour 
k = 1. Exprimer le rayon de ce cercle en fonction de # et de la 
Jongueur du segment AB. 

7.12. Etant donné deux points À et B, démontrer que l’ensemble 
des points M tels que la somme | MA | + | MB | soit constante et 
égale à 2a est une ellipse de foyers À et B. Exprimer les longueurs 
des demi-axes de cette ellipse en fonction de «a et de la longueur du 
segment AB. 
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7.13. Etant donné deux points À et B, démontrer que l’ensemble 
des points M tels que le module de la différence | MA | — | MB | 
soit constant et égal à 2a est une hyperbole de foyers À et B. Expri- 
mer les demi-axes de cette hyperbole en fonction de aet de la longueur 
du segment AB. 

7.14. Démontrer que l’ensemble des points équidistants d’un 
point fixé À et d’une droite fixée (D) est une parabole de foyer À 
et de directrice (D). 

7.15. Représenter les ensembles des points qui, dans un repère 
orthonormé, sont définis par les inéquations: 


2 2 
1) #+(y+2P<4; 2) (245) +(y—5) >25; 
3) +<y + 3z<0, y<O; 
4) —1 La + y — 2x + 2y LT; 


5) + 6 ++E>1; 
7) 1S THE); 8) 42° — 4x + y? + 6y +1<0; 


9) V(z—1P+p+V (++ <6; 
10) Va+(y—1)+V 22+(y+1ÿ>4; 
y2 2 2 
1) gs <ii 12) +521; 
2 22 2 2 
13) T1; 14 + l<1: 15) |322—9y2| > 1: 


16) V(z—2ÿ + V(z+2) +y2<2; 

17) y<4z; 18) y°>6z; 

19) zSy?<L3z; 20) —27— 22 <y2<— 27. 

7.16. Quelles courbes du plan sont définies par les équations 
paramétriques suivantes: 

1)z—=3cost, y—=3sint, 0O<Lt< 2x; 

2)z=1<+2cost, y=2+2sint, 0O<Lt<2r; 

3) x = cost, y—=sint, 0OLi<Lnr? 

7.17. Démontrer que les équations paramétriques x = xzo + 
+ acost, y = yo + bsint (a > 0, b > 0) définissent une ellipse 
de centre au point (xz,, yo) et de demi-axes a et b. 

7.18. Démontrer que les équations paramétriques x = 2, + 
+acht,y = y, + bsht, où a > 0, b > 0, définissent une branche 
de l'hyperbole de centre au point (x,, yo) et de demi-axes a et b. 
Comment faut-il modifier ces équations pour définir les deux bran- 
ches de l’hyperbole ? 

7.19. Représenter l’ensemble de points qui, dans un système 
de coordonnées polaires, est défini par l’équation 


Dre; Dre: 
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3 . 
re 2— cos p ? 


4) r = . 
sin À 

7.20. On fixe dans le plan deux points À et B. Trouver l'en- 
semble des points M tels que l'angle au sommet À du triangle ABM 
soit deux fois plus grand que l'angle au sommet M. 


Ellipse 
(problèmes 7.21 à 7.34) 


7.21. Le cercle peut être assimilé à une ellipse dont les demi- 
axes ont même longueur. À quoi est égale l'excentricité de cette 
ellipse? Possède-t-elle des foyers et des directrices ? 

7.22. Calculer les longueurs des demi-axes, l’excentricité, les 
coordonnées des foyers, établir les équations des directrices de l’el- 
lipse : 


1) +41, a>b>0; 


D ++h=1, b>a>0; 

3) 9x° + 25y° = 225; 4) 4x° + y? = 1. 

7.23. Soit l’ellipse 25x° + 144y° = 1. Déterminer si le point À 
se trouve sur l’ellipse, à l’intérieur ou à l'extérieur de celle-ci: 

1) À (1, 1/6); 2) À (1/13, 1/13); 3) À (1/6, —1/24). 

7.24. Calculer la longueur de la corde focale de l’ellipse 
+=, perpendiculaire au grand axe. 

7.25. Dans le repère donné, l’ellipse possède une équation cano- 
nique. Etablir cette équation si: 

1) la distance entre les sommets appartenant au grand axe vaut 
16 et la distance entre les foyers est égale à 10; 

2) la corde joignant deux sommets de l’ellipse est de longueur 5 


et est inclinée par rapport à son grand axe de l'angle Arcsin _ , 


3) les foyers de l’ellipse se trouvent aux points (+1, 0) et le 
point (V/3, V/ 3/2) appartient à l’ellipse; 

4) les foyers de l’ellipse sont aux points (+2, 0) et les directrices 
sont les droites zx — +18; 

9) la distance de la directrice au sommet le plus proche vaut 4 
et celle à un sommet situé sur l’axe Oy est égale à 8; 

6) le triangle de sommets situés aux foyers et à l’extrémité du 
petit axe est équilatéral et si le diamètre du cercle passant par le 
centre et les deux sommets de l’ellipse vaut 7; 

7) le segment de l’axe Oz, limité par le foyer F, et le sommet 
le moins proche À du grand axe, est partagé par le second foyer F, 
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en deux parties égales et si la distance de F, à la droite passant par À 


et par le sommet du petit axe vaut 1/V 17: 

8) les directrices de l’ellipse sont les droites z — +4 et si le 
quadrilatère de sommets situés aux foyers et aux extrémités du petit 
axe est un carré; 

9) l’excentricité de l'ellipse vaut 7/4 et que le quadrilatère 
dont les sommets sont ceux de l’ellipse soit circonscrit à un cercle 
de rayon 4,8. 

7.26. Calculer l’excentricité de l’ellipse si: 

1) la distance entre les foyers est égale à la moyenne arithmé- 
tique des longueurs des axes; 

2) le segment joignant le foyer au sommet le moins proche du 
grand axe est partagé par le second foyer dans le rapport 2 : 1; 

3) la distance du foyer au sommet le moins proche du grand axe 
est de 1,5 fois plus grande que la distance au sommet du petit axe; 

4) le segment limité par les foyers est vu de l'extrémité du petit 
axe sous un angle droit; 

5) le grand axe est vu de l’extrémité du petit axe sous un angle 
de 120°; 

6) le segment limité par le foyer et le sommet le moins proche 
du grand axe est vu de l'extrémité du petit axe sous un angle droit ; 

7) les côtés du carré inscrit dans l’ellipse passent par les foyers 
de l'ellipse. 

7.27. Etablir les équations des côtés du carré inscrit dans l’el- 


lipse = un = {1 (a > b> 0). Quelle partie de l'aire limitée 
par l’ellipse constitue l’aire du carré ? 
7.28. On considère les cordes de l'ellipse + = {, qui 


sont parallèles à la droite x + 2y = 1. Trouver l'équation de l’en- 
semble de leurs milieux. 
7.29. Etant donné le point À (7/2, 7/4), tracer une corde de 
l’ellipse z° + 4y° = 25, qui se partage en À en deux parties égales. 
7.30. Mener par le point M (0, 3) une droite qui coupe l’ellipse 
z° + 4y* = 20 en deux points À et B de telle manière que | MA | — 
= 2 | MB |. 


7.31. Trouver sur l'ellipse _ + y* = 1 les points à partir 


desquels le segment joignant les foyers est vu: 

1) sous un angle droit ; 

2) sous un angle de 120° ; 3) sous un angle de 150°. 

7.32. Etablir les équations des familles d'’ellipses : 

1) de foyers communs (+c, O0); 

2) de directrices communes x = —+d et de centre commun à l'ori- 
gine des coordonnées. 

7.33. Ecrire l'équation de l’ellipse si: 
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1) les points F, (5, 1) et F, (—1, 1) sont des foyers, et la droite 
z = 31/3 est l’une des directrices ; 

2) le point F (—6, 2) est l'un des foyers, le point À (2, 2) est 
l'extrémité du grand axe, l’excentricité étant égale à 2/3; 

3) les axes de l’ellipse sont parallèles aux axes de coordonnées, 
les points À (4, 0) et B (0, 4) appartiennent à l'ellipse, le point B 
étant distant de 3 V2 par rapport à l’un des foyers, et de G par rap- 
port à la directrice respective. 

7.34. Soient O le centre de l'ellipse, a et b ses demi-axes, et 
A, B des points de l’ellipse, tels que OA et OB sont des droites per- 
pendiculaires. 


1) Démontrer que la somme 


tout couple des points À et B. 
2) Calculer la plus grandeet la plus petite valeur de la longueur 
du segment AB. 


1 l 
Toit TO est constante pour 


Hyperbole 
(problèmes 7.35 à 7.50) 


7.35. Calculer les demi-axes, l'excentricité, les coordonnées 
des foyers, établir les équations des directrices et des asymptotes de 
l'hyperbole : 


1) ht; D EH 1; 


x? y° . | 
3) 5 - 3 —1; À) y?—2z2=Â; 

D) zy = 1; 6) zy = —2. 

7.36. Soit l’hyperbole 100z7° — 36y* = 1. Déterminer si le 
point À appartient à l’hyperbole, se trouve à l’intérieur de l’une 
de ses branches ou entre les branches: 

1) À (1/8, —1/8); 2) À (1, 1); 

3) À (1, 7); 4) À (—1/2, O). 

7.37. Calculer la longueur de la corde focale de l’hyperbole 


y? : . . « , x 
D ODEET Tran | si cette corde est perpendiculaire à l’axe focal. 


7.38. Dans le repère donné, l’hyperbole a une équation canoni- 
que. Etablir cette équation si: 

1) la distance entre les sommets vaut 10 et la distance entre 
les foyers est 12; 

2) la longueur de l’axe focal vaut 1, et le point (1, 3) appartient 
à l’hyperbole; 

3) les droites x = +) 5/6 sont les directrices de l’hyperbole, 
et le point (—9, 4) appartient à l’hyperbole; 

4) la longueur du demi-axe non focal est 1, et le sommet de l’hy- 
perbole partage la distance entre les foyers dans le rapport 4 : 1; 
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5) l’excentricité de l’hyperbole est 7/5, et la distance du som- 
met au foyer le plus proche est 2; 


6) le point (7, —2 V 3) appartenant à l’hyperbole se trouve à la 
distance 4 V/ 7 du foyer gauche; 

7) l'angle des asymptotes, qui contient le foyer, vaut 60°, et 
la distance de la directrice au sommet le plus proche vaut © (2 — 
— } 3); 

8) le point (—5/4, 3/2) appartient à l'hyperbole, et les asymptotes 
sont les droites y = +2x; 

9) le point (—1, 3) appartient à l’hyperbole, et les asymptotes 
sont les droites y = +2x. 

7.39. Ecrire l'équation canonique de l’hyperbole qui contient 
le point (—1, 3) et dont les asymptotes sont y = +2xr (comparer 
avec le problème 7.38,9)). 

7.40. Calculer l’excentricité de l’hyperbole si: 

1) ses demi-axes sont égaux (hyperbole équilatère); 

2) l'angle des asymptotes, qui contient le foyer, vaut 120° ; 

3) les droites y — +3z sont les asymptotes de l'hyperbole. 

7.41. Calculer l’excentricité de l’hyperbole définie dans le re- 
père donné par une équation canonique, si: 

1) les distances du point M (5, —4) de l'hyperbole aux direc- 
trices sont dans le rapport 2 : 1; 

2) la somme des distances du point V (—5, —4) aux asymptotes 
de l'hyperbole vaut 20/3. 

7.42. Exprimer l’excentricité de l'hyperbole en fonction de 
l'excentricité e de l’ellipse en sachant que les cordes focales commu- 
nes à ces coniques sont perpendiculaires au grand axe de l’ellipse. 

7.43. Former l'équation de l’hyperbole possédant des cordes 


2 | 
focales communes avec l’ellipse = += 1. 


7.44. On considère les cordes de l’hyperbole zx? — 2y? = 1, 
qui sont parallèles à la droite 2rz — y = 0. Déterminer l'équation de 


l’ensemble des milieux de ces cordes. 

7.45. Etant donné l'hyperbole = # = 1, mener par le point 
A (4, 4) une corde dont À est le milieu. 

7.46. Trouver, sur l’hyperbole x° = 1, les points à partir 


desquels le segment joignant les foyers est vu: 

1) sous un angle droit; 2) sous un angle de 60°. 

7.47. Etablir les équations des familles d’hyperboles : 

1) ayant kes foyers communs (+c, 0); 

2) ayant les directrices communes z = +d et un centre commun 
à l'origine des coordonnées; 

3) ayant les asymptotes communes y = +kz. 
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7.48. Ecrire l’équation de l’hyperbole si : 

1) les points F#, (3, —2) et F, (5, —2) sont des foyers, et la 
droite x = 7/2 est l’une des directrices; 

2) le point F (1, 3) est l’un des foyers, le point À (—4, 3) est 
un sommet et si l’excentricité vaut 3/2; 

3) le point F (0, 0) est l’un des foyers, etles droites z + y + 
+ 2 = 0 sont des asymptotes. 

7.49. Démontrer que pour l'hyperbole proposée les grandeurs 
suivantes sont des constantes. Exprimer ces grandeurs en fonction 
des longueurs des demi-axes a et b de l'hyperbole. 

1) Le produit des distances d’un point quelconque de l’hyper- 
bole à ses asymptotes. 

2) L'aire du parallélogramme dont l’un des sommets appartient 
à l'hyperbole et deux côtés se trouvent sur les asymptotes. 

7.50. Démontrer que les sommets de l'hyperbole et quatre 
points d'’intersection de ses directrices avec les asymptotes appar- 
tiennent à un même cercle. Exprimer le rayon de ce cercle au moyen 
de la longueur du demi-axe focal. 


Parabole 
(problèmes 7.51 à 7.64) 


7.51. Calculer les coordonnées du foyer et écrire l'équation de 
la directrice de la parabole : 

1) y = 2pz, p>0; 2) y* = —pz, p>0; : 

3) y° = 67; 4) y°® = —3z; 5) y = 2°; 6) y — —V 3x°. 

7.52. Comment sont disposés par rapport à la parabole y* — 
— 10zx les points suivants: 1) (5, —7); 2) (8, 9); 3) (5/2, —5)? 

7.53. Etant donné la parabole y* = x/5, calculer la longueur 
de la corde focale perpendiculaire à l'axe de la parabole. 

7.54. Dans le repère proposé, la parabole possède une équation 
canonique. Ecrire cette équation si : 

1) le point (5, —5) appartient à la parabole; 

2) la distance du foyer à la directrice vaut 12; 

3) la longueur de la corde passant par le foyer sous un angle de 
45° par rapport à l’axe de la parabole vaut 18. 

7.55. Etant donné la parabole y* = 3x et ses cordes parallèles 
à la droite 2x + 3y — 5 — 0, trouver l'équation de l’ensemble des 
points qui sont milieux de ces cordes. 

7.56. On considère les cordes de la parabole, qui sont parallèles 
à une droite donnée. Démontrer que leurs milieux appartiennent 
à une droite parallèle à l'axe de la parabole. ê 

7.57. Mener par le point À (5, 3) une corde de la parabole y* — 
— 6x, qui se partage en À en deux parties égales. 

7.58. Trouver sur la parabole y? = 10z un point M tel que: 
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1) la droite passant par le point M et par le foyer de la parabole 
forme avec l'axe Ox un angle de 60°: 

2) l’aire du triangle dont les sommets se trouvent au point 
cherché M, au foyer de la parabole et au point d’intersection de 
l’axe de la parabole avec la directrice soit égale à 5; 

3) la distance du point M au sommet de la parabole soit égale 
à la distance de M au foyer; 

4) les distances du point M au sommet de la parabole et au foyer 
de celle-ci soient dans le rapport 8 : 7. 

7.59. Déterminer l’ensemble des valeurs que peut prendre le 
rapport des distances d’un point de la parabole à son sommet et à 
son foyer. 

7.60. Ecrire l'équation de la parabole de paramètre p dont le 
sommet possède les coordonnées (a, b) et dont l’axe est orienté 
suivant : 

1) la direction positive de l’axe Oz; 

2) la direction négative de l'axe Oz; 

3) la direction positive de l’axe Oy; 

4) la direction négative de l'axe Oy. 

7.61. Etablir les équations des familles de paraboles: 

1) possédant le même foyer (0, 0) et symétriques par rapport 
à l'axe Oz: 

2) possédant la même directrice x = 0 et symétriques par rap- 
port à l’axe Oz. 

7.62. Ecrire l'équation de la parabole si: 

1) le point F (7, O0) est le foyer, et la droite x = 1 est la directrice ; 

2) le point F (7, O)est le foyer, et la droite x — 8 est la directrice : 

3) le point F (0, 1) est le foyer, et la parabole est symétrique. 
par rapport à l’axe Oy et est tangente à l’axe. Or; 

4) l'axe de la parabole est parallèle à l’axe Oy, le foyer appartient 
à l'axe Oz, la parabole passe par l'origine du repère et découpe sur 
l'axe Ox un segment de longueur 6. 

7.63. Calculer le rayon du plus grand cercle situé à l’intérieur 
de la parabole y* = 2pz et tangent à cette parabole en son sommet. 

7.64. Deux paraboles dont les axes sont perpendiculaires possè- 
dent quatre points d’intersection. Démontrer que ces quatre points. 
appartiennent à un même cercle. 


$ 8. Tangentes aux coniques 


8.1. Ecrire l'équation de la tangente à la courbe: 
x? y? _ . | 
1) 4 ro au point (3, 1); 


2 2 
2) +5! au point (3, —3); 
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2 2 . 
3) —hk=1 au point (—3, 0); 


à) 2 dia point (6,1); 

32 8 Va 

9) zy =8 au point (4,2); 

6) y? =6zx au point (3/2, 3). 

8.2. Ecrire l'équation de la tangente à la courbe: 
1) EE e Up? = À : 


2) ea ue U— BE = À: 


3) zy = k; 4) (y —B)* = 2p (x — a) au point (xs, yo) apparte- 
nant à la courbe proposée. 


8.3. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que la 
droite Az + By + C = 0 soit tangente à: 


1) l'ellipse Æ+#=1; 2) l'hyperbole &—H—1; 


db 

3) l'hyperbole <= —1; 4) l'hyperbole zy=k; 

9) la parabole y? = 2pr? 

8.4. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que le 
vecteur 1 (œ, B) soit le vecteur directeur d’une tangente à l’hyperbole 
ei 

8.5. Vérifier que la droite proposée est tangente à la conique 
donnée et calculer les coordonnées du point de tangence: 

= Doi dx. 

1) 3z—2y—24=0, 2 T2 1; 

y 100. 2 1-3. 

2) 3z—y—12=0, TANT = À ; 

3) 3x — 16y —24 = 0, zy = —3; 

4) z+y+1=0, y? = 4x. 

8.6. Ecrire les équations des tangentes à l'ellipse += 


dans le cas où ces tangentes 


1) sont parallèles à la droite 2x —y —1 = 0; 
2) sont perpendiculaires à cette droite; 
3) forment un angle de 45° avec la droite x + 3y + 3 = 0. 


8.7. Ecrire les équations des tangentes à l’hyperbole LE 
— #1, parallèles à la droite: 


1) 4x = 3y;, 2) zx = 1; 3) z —2y +1 =0. 
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8.8. Ecrire l'équation de la tangente à la parabole y* — {0x 
si l’on sait que cette tangente est perpendiculaire à la droite: 


1)2z2+y—4=0; 2)y=3; 3) x = 0. 
8.9. Quels points sur la conique donnée sont les plus proches 
de la droite proposée ? Calculer cette distance. 


dou Lis 3x + 4y +5 —0 
2) Patty, 324+4y=0; 


3) en 12x + 5y —6=0 ; 

4) 62° — 5y* = 19, 12x + 5y = 0; 

5) y° = Gäx, 4x — 3y — 76 = 0. 

8.10. Soit l’ellipse z° + 2y° = 1. Calculer les distances: 

1) des foyers de l’ellipse à la tangente à celle-ci au point 
A (1/3, 2/3); 

2) entre les tangentes à l’ellipse, qui sout parallèles à la droite 
z+y=îi 

8.11. Ecrire l'équation de l'ellipse dont les axes se confondent 
avec les axes de coordonnées, si cette ellipse: 

1) porte le point À (—3, 2) et est tangente à la droite 4r — 
— 6y —25 = 0; 

2) cest tangente aux droites x + y — 5 =0 et x + 4y — 10 = 0. 

8.12. Etablir l’équation de l'hyperbole dont les axes se con- 
fondent avec les axes de coordonnées si celle-ci : 

1) is le point À (4, —2 V2) et est tangente à la droite 3r+ 
+y+8 

2) est tangente aux droites x = 1 el 57 —2y +3 =0. 

8.13. Former l'équation de l’hyperbole d’asymptotes / 3r + 
+ y = 0 tangente à la droite 2z — y —3 = 0. 

8.14. Ecrire l'équation de la parabole: 

1) symétrique par rapport à l’axe Oy et tangente aux droites 
y + 2x = 0, 8x — 2y —3 = 0; 

2) définie par une équation canonique et tangente à la droite 


z+y+1-=0. 
Be 


8.15. Etablir les équations des normales à l’ellipse — Less 
— 1, faisant un angle de 45° avec son grand axe. 

8.16. Etablir l'équation de la tangente à la parabole y? — —8x, 
dont le segment limité par le point de tangence et par la directrice 
est divisé par l'axe Oy en deux parties égales. 

8.17. Soient O le sommet de la parabole, M son point quelconque, 
(L,) et (L.) les tangentes à la parabole aux points © et A7, N le point 
d’intersection des droites (L,) et (L.); P la projection du segment OM 
sur (L,). Démontrer que le point Ÿ partage le segment OP en deux 


5—340 


66 CONIQUES [CH. III 


parties égales. Indiquer le procédé de construction de la tangente 
à la parabole, qui en découle. 

8.18. Démontrer que: 

1) le segment de la tangente à la parabole, compris entre ses 
Pt io est partagé par le point de tangence en deux parties 
égales ; 

2) tous les triangles formés par les asymptotes de l'hyperbole 
et par une tangente quelconque à cette dernière ont même aire; 
exprimer cette aire en fonction des demi-axes de l’hyperbole. 

8.19. Soient deux tangentes parallèles à une ellipse (resp. hyper- 
bole). Démontrer que la corde joignant les points de tangence passe 
par le centre de la conique. 

8.20. Démontrer que les milieux des cordes de l’ellipse (resp. 
hyperbole), parallèles à une droite (L,), appartiennent à une même 
droite (L.). Prouver de plus que les tangentes à la courbe aux points 
de son intersection avec la droite (L.) sont parallèles à la droite 
(La). 

8.21. Etablir les équations des côtés d’un carré circonscrit à 


2 
l’ellipse + = 1: 
8.22. Ecrire les équations des côtés d’un triangle équilatéral 


circonscrit à l’ellipse —+y=1 si : 

1) l’un des sommets du triangle appartient à l'axe Oz; 

2) l’un des sommets du triangle appartient à l'axe Oy. 

8.23. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour qu’on 
puisse mener par le point M, (zo, Yo) deux tangentes: 

3 2 

1) à l’ellipse += 1; 
€ S ? x? y? 6 
2) à l'hyperbole --—-7=1; 


3) à la parabole y*=— 2pz? 
8.24. Etablir les équations des tangentes à l'ellipse + 


+ =1, qui passent par le point: 
1) (—6,0); 2) (2,7, V7); 3 (—4 —35V3); 4 (1,2). 
8.25. Ecrire les équations des tangentes à l'hyperbole FE 


— y*=1, qui passent par le point: 
1) (—2, 2); 2) (1,6, 0); 3) (4, 7/3); 
4) (4, 1); 5) (8, 4); 6) (0, 0). 
8.26. Ecrire les équations des tangentes à la parabole y* — 16x, 


qui passent par le point: | 
K1) (4, —2); 2) (1, 4): 3) (1, 5). 
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Si ces tangentes sont au nombre de deux, calculer l’aire du triangle 
formé par les tangentes et la directrice. 

8.27. Par le point M, (ro, Yo) On mène deux tangentes à une 
conique. Démontrer que la droite passant par les points de tangence 
est définie par l'équation: 

1) = ++ y 


— 1 pour l’ellipse = +1; 


2) 2 _ in pour l’hyperbole Di. 


a® 2 


3) Yÿo = p (x + xzo) pour la parabole y* = 2pz. 
8.28. Etablir les équations des tangentes communes à deux 
coniques : 


2 2 2 2 
jun pé es. 


26 * 5 80 ! 5 
y À À LR ES | 
2) 5 4 =1et 4 3 — 1} 

x? 9 9 
3) 7 +y=1et y°=—=21; 
4) TE —yÿ=1 et y*=2z; 

‘ x? y? + 

D) y? = 2x et Tr 
+? LEE gs | 
6) La et — 95 — 46 = 1: 


7) p=iz et y°—=z—1. 


8.29. Démontrer que: 

1) la normale à l’ellipse en l’un de ses points est bissectrice de 
l'angle formé par les demi-droites issues de ce point et passant par 
les foyers de l’ellipse; 

2) la tangente à l’hyperbole en l’un de ses points est bissectrice 
de l’angle formé par les demi-droites issues de ce point et passant 
par les foyers de l’hyperbole ; 

3) la normale à la parabole en l’un de ses points est bissectrice 
de l'angle formé par deux demi-droites issues de ce point, dont la 
première passe par le foyer de la parabole, et la seconde se trouve à 
l’intérieur de la parabole et est parallèle à son axe. 

8.30. Démontrer que: 

1) les tangentes aux points d’intersection de l’ellipse et l'hyper- 
bole ayant mêmes foyers sont perpendiculaires ; 

2) les tangentes aux points d'intersection de deux paraboles 
ayant même foyer et des axes de sens opposés sont perpendiculaires. 

8.31. D'un point arbitraire de la directrice d’une conique on 
mène deux tangentes à cette courbe. Démontrer que la droite joignant 
les points de tangence passe par le foyer correspondant à la directrice 
proposée. 


G% 
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8.32. Etablir les équations des tangentes à la courbe Gzxry + 
+ 8y? — 12z — 26y + 11 = 0 dans le cas où ces tangentes sont: 

1) parallèles à la droite 6x + 17y — 4 = 0; 

2) perpendiculaires à la droite Liz — 24y se 3 = 0; 

3) parallèles à la droite y = 2. 

8.33. Etablir les équations des tangentes à la courbe 51° + 
+ Gzy + 5y* — 167 — 16y — 16 = 0, qui passent par le point: 

1) (3, 3); 2) (0, NET 3) (0, 1). 


$ 9. Théorie générale des coniques 


Réduction de l'équation de la conique à la forme canonique 
(problèmes 9.1 à 9.10) 


9.1. Déterminer de quelle classe est la conique, écrire son équa- 
tion canonique et trouver le repère canonique: 

4) 7x? + Ty + Gz — 2y — 10 = 0; 

2) Qx° — 16y* — 6x + 8y — 144 — "0: 

3) 9x? + 4y° + 6x — 4y —2 = 0; 

4) 12x° — 12x — 32y — 29 = 0; 

5) y? — 7y — 16 = 0; 

6) 2r° + y° tés tit = 

7) 22° + y° + 4x — 6y + 12 — 

8) z° — 5x + 11 = 0; 

9) 25x° — 30x + 9 = 0; 

10) 45x° — 36y° — J0z — 24y + 41 = 0. 

9.2. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que 
l'équation Az° + By? + 2Cx + 2Dy + E —= 0 définisse : 

1) une ellipse; 2) une hyperbole; 3) un cercle? 

9.3. Déterminer de quelle classe est la conique, écrire son équa- 
tion canonique et trouver le repère canonique : 

1) 2x° + Gzy + 10y° — 121 = 0; 

2) 9xzy + 4 = 0; 

3) 2x —92 V3zy + 9 = 0; 

4) 18x° + 24xry + 11y° —3 = 0; 

5) z° — 2zy + y° + 2x + 2y = 

6) 9x? — Gzy + y* — 10 = 0; 

7) 81x° — 3Gzry + 4y* = 0; 

8) 32° — 4 V 5zy + 4y° = 0. 

9.4. Déterminer de quelle classe est la conique, écrire son équa- 
tion canonique et trouver le repère canonique: 


3) 2° — Dry + 16y? — 8x + 19y + 4 = 0 
4) 2 —2xy + y +z+y—=0; 
5) zy + 2z + y = 0; 
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6) x? — 2zy + y° — 10x — Gy + 25 = 0; 
7) 5x? + 12zy + 10y*° — 6x + 4y — 1 = 0; 
8) 8x? + 34xy + 8y* + 18x — 18y — 17 = 0; 
9) 25x° — 30xy + Iy° + 68x + 19 = 0; 
10) 8x° + Gry + 6x + 3y + 1 = 0; 
11) 42° + 12zy + IJy° — 8x — 12y — 5 = 0; 
12) 2257? — 240zy + 64y° + 30r — 16y + 1 = 0; 
13) z° + 2xy + y° — 5x — 5y + 4 = 0; 
14) 5x? — Gzy + 5y* + 2x — 14y + 13 = 0; 
15) z° — 2zy + y* + 8x — 8y + 22 = 0; 
16) 15zx? + 24zy + 15y° + 30r — 24y + 20 = 0; 
17) 15x72 — 162zy — 15y° — 62xr — 44y — 13 = 0. 
9.5. Démontrer que la conique définie par l'équation 34zx*° + 
+ 24zy + 41y° — 44x + 58y + 1 = 0 est une ellipse. Calculer les 
longueurs des demi-axes et l’excentricité de cette ellipse, déterminer 
les coordonnées de son centre et des foyers, écrire les équations des 
axes et des directrices. 
9.6. Démontrer que la conique définie par l'équation 7x° + 
+ 48xzy — Ty* — 62xz — 34y + 98 = 0 est une hyperbole. Calculer 
les longueurs des demi-axes et l’excentricité de cette hyperbole, 
déterminer les coordonnées du centre et des foyers, écrire les équa- 
tions des axes, des directrices et des asymptotes. 
9.7. Démontrer que la conique définie par l'équation z* + 
+ 2zy + y° + x = 0 est une parabole. Calculer le paramètre de cette 
parabole, les coordonnées du sommet et du foyer, écrire les équations 
de l’axe et de la directrice. 
9.8. L'expression 


M (x, y) = Azx° + 2Bzxy + Cy* + 2Dz + 2Ey + F 


(polynôme du second degré) dépend des coordonnées zx, y du point 
dans un repère orthonormé du plan. En passant à un autre repère 
orthonormé, on obtient 


M (x, y) = M° (x, y') = 
= A'z'? + 2B'x'y + C'y? + 2D'x + 2E'y + F'. 

Démontrer qu'on a les égalités : 

À’ A F pi 


1) A'+C'=A+C:; 2) | 


8’ C'|”|8 cl’ 
A B' D'| |A B D 
3 [8 C' E'|=|B C E 
D' E' F'| IDD E F 


| AB A B D 
(c’est-à-dire que les grandeurs S — A+C, Ô = .A=lB C E 
; B C DE F 


70 CONIQUES (CH. III 


sont des invariants orthogonaux du polynôme M (x, y): elles ne 
varient pas si l’on passe d’un repère orthonormé à un autre). 

9.9. Une conique est définie par l'équation Azx° + 2Bzy + 
+ Cy° + 2Dz + 2Ey + F = 0. Démontrer que: 

1) les racines À, et À, de l’équation caractéristique À° — SA + 
+ Ô = 0 sont réelles et simultanément non nulles (voir les notations 
du problème 9.8); 

2) la conique est une hyperbole si et seulement si Ô << 0et A0; 
de plus, l'équation caractéristique possède des racines de signes 
opposés (par À, on désigne la racine dont le ne est celui de A), 


le demi-axe focal de l'hyperbole vaut ARS , et le demi-axe non 


focal, VV: 


3) la conique est une ellipse si et seulement si Ô > 0 et les nom- 
bres S et A sont de signes opposés ; de plus, les deux racines de l'équa- 
tion caractéristique sont du même signe que le n _ nombre S, et les 


demi-axes de l’ellipse sont V -&- et V2 


4) la conique est une parabole si e! seulement si 15 — = 0etA O0; 


de plus, le paramètre de la parabole vaut 4 — 


9.10. En appliquant la théorie des invariants orthogonaux, 
déterminer de quelle classe est la courbe et écrire son équation cano- 
nique : 

1) z° + 3zy — 3y* + 5x — Ty + 1 = 0 

2) 57° + 2zy + 5y* — 12x + 20y + 32 — 

3) zx° — 4zy + 4y? + 2x + 13 = 0. 


Coniques rapportées à un res tésien quelconque 
(problèmes 9.11 à 9.22) 


9.11. Démontrer que: 

1) la conique définie par l’équation z° + y 

2) la conique définie par l’équation x° — y 
bole ; 

3) la conique définie par l'équation y* = x est une parabole; 

4) l'équation z° — y* = 0 définit un couple de droites concou- 
rantes ; 

9) l'équation 2° + y* = O0 définit un point; 

6) l'équation y® — 1 — 0 définit un couple de droites parallèles ; 

7) l’équation y* — O définit une droite (un couple de droites 
confondues) ; 

8) la conique définie par l’équation xzy = 1 est une hyperbole; 


9) la conique définie par l'équation y = z+ _ est une hyperbole. 


o 
& 


— { est une ellipse; 
= Î est une hyper- 
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9.12. Démontrer que la courbe définie par l'équation Azx° + 
+ 2Bzy + Cy° + 2Dz + 2Ey + F = 0 est une hyperbole si et 
seulement si 6 << 0 et À = 0, une ellipse si et seulement si ô > 0 
et S-A << 0, une parabole si et seulement si Ô = 0 et A 0 (les 
notations S, ô et À sont les mêmes que dans le problème 9.8). Re- 
marquons que dans le problème 9.9 ces affirmations ont été formulées 
pour un repère orthonormé. 
9.13. Déterminer de quelle classe est la conique définie par 
l'équation : 
1) (3z — 47} —5 (z + 2y —1} = 1; 
2) (12z — 17y — 6)° + y + 9x + 1) —= À : 
3) (z —y —3)(z+y +3) =4; 
4) (4x + 3y —1) Fe + ay +2 5 
5) 17x? — 2zy + y° — Ir — y —3 = 
6) 4x° + 28zy + 49y° — 3x — 15y + 2 = 0 
7) 4x? — 12xy + 8y° — 15x + 25y + 14=0; 
8) 2x? + 2zy + 5y° — 2y + 4 = 0; 
9) 27° — 5xy — y? + Yx + y + 4 = 0: 
10) x? + 10zxy + 25y° + 2x + 10y —3 = 0; 
11) ST” — 16zy + 13y° + 6x — 10y + 2 = 0: 
12) z° — 4zy + 4y° + 4x — 8y + 5 = 0; 
43) x? — 8zy + 16y° + 6x — 24y + 9 = 0. 
9.14. Etablir l'équation et déterminer de quelle classe est la 
conique qui passe par 5 points définis par leurs coordonnées: 
1) (—1, —1), (1, 0), (0, 1), (3, 2), (2, 3); 
2) (1, 1), (1, 0), (0, 1), (3, 2), (2, 3);  : 
ñ (—3, 0), (1, 0), (0, 1), (3. 2) (2, 3): 
5) (—4, 1), (0, 1), (2, 3), (—2, —1), G, 4: 
6) (1, 0), (0, 1), (=, +), (55): (55): 
9.15. Déterminer, en fonction du paramètre À, de quelle classe 
est la conique: 
1) 4x? + 2hzy + y° = 1; 
2) À (az? + y) — ÎOzy + x + 
3) 2° — 2zy + y* (À — 1) + 
4) Rx? — Qxy + 2y* — 2x + — 
9.16. De quelle classe peut être de ac 
1) (Aix + Biy + C:)° = A,z + By 
2) (Az + Bay + Ci) + (Az + Bay 
3) (A,z + By + C,)* — (A4: + By 
4) (Az + Bay + C1) (A7 + Bay FC 
5) (A1x + Bay + C1) (A2 + Bay + C 
9. DE Ecrire les équations de asympto 


A, . 0): 


e 
? 


y +4 
21 (x 
2y 


es de l’hyperbole 


À; B. 
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1) (Aix + Big + Ci) — (As + Boy + C3) = 1; 

2) (Aix + Bay + Ci) (Aer + Boy + Ce) = 1. 

9.18. Démontrer sans recourir aux équations (6) de l’introduction 
au présent chapitre que l’origine du repère est le centre de symétrie 
d’une conique si et seulement si l’équation de la courbe ne contient 
pas les puissances premières de x et y. En déduire les équations (6) 
pour les coordonnées du centre de la conique. 

9.19. Vérifier que la conique donnée est à centre. Calculer les 
coordonnées du centre et se débarrasser des puissances premières 
des variables dans l’équation par transport de l’origine des coor- 
données au centre de la conique: 

1) 2° — 8zy + 17y* + 8x — 38y + 24 = 0; 

2) ox° + zy — 4x — y —1 =Ù; 

3) 8x* — 24zy + 16y* + 3x — Ty —2 = 0. 

9.20. Démontrer que la courbe Az* + 2Bzy + Cy*° + 2Dz+ 
+ 2Ey + F = O0 possède un seul centre de symétrie si et seulement 
si o 0. 

9.21. Démontrer que l’ensemble des centres de symétrie d’une 
conique est soit un ensemble vide, soit un point, soit une droite. 

9.22. 1) Démontrer que l’ensemble des centres de symétrie d’une 
courbe algébrique est soit un ensemble vide, soit un point, soit 
une droite. 

2) Démontrer que l’ensemble des centres de symétrie d'un en- 
semble quelconque de points du plan est soit un ensemble vide, soit 
un point, soit un ensemble infini. 

3) Donner un exemple d'une courbe continue dont l’ensemble 
des centres de symétrie est infini sans être une droite. 


CHAPITRE IV 


QUADRIQUES 


$ 10. Equations des ensembles de points dans l’espace 
et théorie élémentaire des quadriques 


On utilise dans ce paragraphe les notions fondamentales suivantes: équation 
d'un ensemble, polynôme homogène, surface algébrique, ordre de la surface algébri- 
que, équations paramétriques d une surface, surface de révolution, cône, cône circu- 
laire, cylindre, cylindre circulaire droit, 
hyperboloïdes à une et à deux nappes, pa- 
raboloïdes elliptique et hyperbolique, inter- 
section des surfaces, section d'une surface 
par un plan, génératrice rectiligne d'une 
surface, projection d'un ensemble sur le 
plan, génératrices et directrices d'un cylindre 
et d'un cône, sommets d'un ellipsoïde, d'un 
hyperboloïde, d'un paraboloïide et d'un 
cône, axe et demi-axe d'un ellipsoïide et 
d'un hyperboloïde, équation canonique et 
classe de la quadrique. 

On admet partout que le repère est 
orthonormé et que les projections sont 
orthogonales, sauf mention du contraire. 

Il existe pour chaque quadrique un 
repère orthonormé par rapport auquel Fig. 4 
cette surface possède une équation cano- 
nique. 11 y a en tout 17 classes de qua- ; . | 
driques. Chaque classe se caractérise par sa propre forme d'équation canonique. 
Toutes les classes de quadriques et leurs équations canoniques sont énumérés 
dans l’introduction au $ 11. Ici on donne les équations canoniques et les re- 
présentations géométriques des neuf classes principales: 
ellipsoide 


2 2 3 
+ +S=! (fig. 4); 

hyperboloïde à une nappe 
2? y? 22 
a Tor 


hyperboloïde à deux nappes 


=1 (fig. 5); (1) 


cône 
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Fig. 7 Fig. 8 


paraboloiïde elliptique 

4h (fig. 8); 
paraboloïde hyperbolique 

Eh 2 (fig. 9); (2) 
cylindre elliptique 


z3 3 : 
+=! (fig. 10); 
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cylindre hyperbolique 


2 
————41 (fig. 11); 


-Cylindre parabolique 
x : 
PH —2z (fig. 12). 


Donnons les équations des familles de génératrices rectilignes de deux clas- 
:ses importantes de quadriques. 

Deux familles de génératrices rectilignes de l'hyperboloïde à une nappe (1) 
peuvent être décrites par les systèmes d'équations suivants: 


Ace et CES Car QU CEE 


a C 


C2 A Ce CE 


où æ&, B sont des paramètres arbitraires tels que a° + B° - 0. Deux familles de 
génératrices rectilignes du paraboloïde hyperbolique (2) sont décrites par les 
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systèmes d'équations 


(He fe) 
(Eee 5 (nan 


uùü «, B sont des paramètres arbitraires tels que a? +- B? - 0. 

L'équation algébrique de la forme © (x, y) — 0 (ne contenant pas la va- 
riable z) définit une surface cylindrique. Les génératrices rectilignes de ce cy- 
ne sont Perses à l'axe Oz; leurs équations sont x — y, y — ÿyy, où 

(Zos Yo) = 0. 

L'équation de la forme ® (x? +- y?, z) — 0 *) définit une surface de révolu- 
tion (f ). La section Z de cette surface par le plan Ozxz (elle possède dans le plan 
Orz l'équation ® (x?, z) — 0) est symétrique par rapport à l'axe Or. Chaque 
: moitié » de la courbe SZ engendre la surface &ÿ lors de sa rotation autour de: 
’axe Oz. 

Soient & et & deux surfaces définies respectivement par les équations al- 
gébriques F (r, y, 2) = 0et G (x, y, 3) = 0. L'ensemble % = F fN $ est alors: 
défini par le système d'équations 


F (x, UE z) = 0, G (x, y, z) = 0. 


L'équation définissant l’ensemble -# découle de l'équation définissant l'en- 
semble ,f” si .# = -fl. L'équation définissant la surface .# résulte du système: 
d'équations définissant les surfaces # et $ si et seulement si 5 N $ = -#. 


Représentation d’une quadrique. Classes de quadriques 
(problèmes 10.1 à 10.17) 


10.1. 1) Que représente une surface algébrique d'ordre 1? 

2) Donner un exemple de surface algébrique d’ordre 3; la repre- 
senter dans un repère orthonormé. 

10.2. Est-ce qu’une surface algébrique d'ordre 2 peut être une 
droite? Un plan? Un ensemble vide? Donner des exemples. 

10.3. Une famille de surfaces est définie dans un repère ortho- 
normé par l'équation contenant le paramètre arbitraire À. Déter- 
miner, en fonction de À, de quelle classe sont les surfaces suivantes : 

1) +y +z=X; 2) +y +z% = 1; 

3) M +y + —=X; 4) 2° + y — 2% — À; 


T2 +A (+7) = À; 8) 2 + y =; 
y = 2; 10) À (x? + y?) =; 
11) xz° + ÀAy* = Àz; 12) x° + Ay° 
2—X; 14) 2 — y =. 
10.4. 1) Indiquer les classes de quadriques qui ne contiennent. 
aucune surface de révolution. 


I Il 


*) Cette équation peut être obtenue de l'équation algébrique ® (u, v) = 0- 
par changement de variables: u — x? + y?, v = z. Dans ce cas, on peut en gé- 
néral ne pas éliminer le cas où l'équation ne possède pas de solutions réelles. 
On parle alors d'une surface « imaginaire ». 
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2) Enumérer les classes de quadriques qui contiennent au moins 
une surface de révolution. 

10.5. Ecrire l'équation de la sphère: 

1) de centre au point C (1, 1, 1) et de rayon V3: 

2) de centre au point C (1, 2, 3) et de rayon 1. 

10.6. Calculer les coordonnées du centre C et le rayon R de la 
sphère : 

1) 2° + y + 2° — 4x — 4y — 4z = 0; 

2) 2x° + 2y* + 22° + 4x + 8y + 122 + 3 = 0. 

10.7. Calculer les coordonnées du centre de la surface et ses 
demi-axes, écrire les équations des plans de symétrie et représenter 
la surface dans le repère donné: 

1) 2° + 2y* + 32° + 2x + 4y + 6z = 0; 

2) 32° + 2y° + 2° + Gr + 4y + 2z — 6 — 0. 

10.8. Calculer: les coordonnées du centre de la surface et de ses 
sommets, écrire les équations de l’axe de symétrie et des plans de 
symétrie, représenter la surface dans le repère initial: 

1) 2° — 2y* — 32° + Gx + 4y + 6z = 0; 

2) 2x° + 3y° — 47? + 4x — 8z + 10 = 0. 

10.9. Déterminer de quelle classe est la quadrique : 

1) 22° + y° — 37° + 4x — 4y = 0; 


y — 32° — 4x + 4y + 6 = 0; 
3) 2x° + y° — 37° + 6z — 0; 
4) 22° + y* + 22 + 1 = 0; 
5) 2x° — y°® + 2z + 1 — 0; 


©: 
— 
t9 
&R 
ts 
n 
ts 


+- 2x + z — (0. 

10.10. Déterminer de quelle classe est la quadrique, représenter 
la surface dans le repère initial: 

A) zy — 0; 2) zy = 1; 3) xy — —1; 

4) 2zy + z —0; 5) 2zy — 2 = 0. 

10.11. Trouver l’axe de révolution de la quadrique x° + z° + 

x — 0, représenter cette surface. 

10.12. Déterminer de quelle classe est la quadrique, trouver 
son axe de révolution et les coordonnées de ses sommets, repré- 
senter la surface : 

1) x + + 2y = 1; 2) 2° — 2xy. 

10.13. Calculer les coordonnées du centre de la quadrique x° + 
+ 2yz = 1, écrire les équations de son axe de révolution et du cercle 
de gorge, déterminer le rayon du cercle de gorge, représenter cette 
surface. 

10.14. Trouver les points d’intersection de la surface x* + y* — 
— z et de la droite: 


Dzr=y=t z=4t;: 2) r=y—=2+ 1: 
9) Et vtt _ 5+6 
RSS SE 
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10.15. Combien de points communs peuvent avoir une droite. 
et une quadrique? Donner des exemples. 

10.16. Déterminer si le point 4 (1, 1, 1) se trouve à l'intérieur: 
ou à l'extérieur de l’ellipsoïde z2* + 2y° + 3z° — 4. 

10.17. L’axe Oz est dirigé vers le haut. Déterminer si le point 
M (A, 1, 1) se trouve au-dessus ou au-dessous du paraboloïde 1° 
+ 2y* — 2. 


Surfaces de révolution. cylindres et cônes 
(problèmes 10.18 à 10.45) 


10.18. Donner des exemples de surfaces de révolution qui sont 
des surfaces algébriques d'ordres 2, 3, 4. 

10.19. Nommer les classes et écrire les équations canoniques des 
surfaces cylindriques d'ordre 2. 

10.20. Donner des exemples de surfaces cylindriques qui sont 
des surfaces algébriques d’ordres 3 et 4. 

10.21. Donner un exemple de la surface cylindrique qui n'est 
pas une surface algébrique. 

10.22. Donner des exemples de cylindres et de cônes qui ne sont. 
pas des surfaces de révolution. 

10.23. Démontrer que toute équation de la forme F (x, y, z) — 
= 0, où Fest un polynôme homogène, définit un cône de sommet 
à l’origine des coordonnées. 

10.24. Donner un exemple de la surface conique qui n’est pas 
une surface algébrique. 

10.25. Peut-on considérer le plan comme un cas particulier 
de la surface conique ? Comme un cas particulier du cylindre ? Comme 
une surface de révolution ? 

10.26. Ecrire l'équation vectorielle du cylindre circulaire droit 
de rayon À dont l’axe est r — r, + at. 

10.27. Ecrire l’équation vectorielle de la sphère de centre au 
point A7, (ro) et de rayon À. 

10.28. Ecrire l'équation vectorielle du cône circulaire droit de 
sommet au point A7, (r,) et d’axe r = r, + at en sachant que l’angle 
entre sa génératrice et l’axe vaut @. 

10.29. Ecrire l'équation vectorielle de l’ellipsoïde obtenu par 
rotation de l’ellipse autour de son grand axe si les foyers de l’ellipse 
sont aux points M, (r,), M, (r,) et son grand axe est a. 

10.30. Ecrire l'équation de la surface engendrée par rotation 
de la parabole 2° — x: 

1) autour de l’axe Oz; 2) autour de l’axe Oz. 

10.31. Ecrire l'équation et déterminer de quelle classe est la 
surface obtenue par rotation de l’hyperbole x* — y* = 2: 

1) autour de l’axe Ox; 2) autour de l'axe Oy. 

10.32. Ecrire l'équation de la surface obtenue par rotation du 
cercle x* + y* — 4x + 3 — O0 autour de l’axe Oy. 
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10.33. Ecrire les équations des surfaces engendrées par rotation 
de l'hyperbole zy — 1 autour des asymptotes. 

10.34. 1) Ecrire les équations paramétriques de la surface obte- 
nue par rotation de la courbe z = f (x) (x > 0) autour de l'axe Oz. 

2) Ecrire les équations paramétriques de la surface obtenue 
par rotation de la courbe x = œ (t), y = % (t), z = X (t) autour de 
l'axe Où. 

10.35. Démontrer que la surface cylindrique se définit par les. 
équations x — @ (u) +- av, y — 7% (u) + av, z = X (u) + a;v si sa 
directrice est définie par les équations paramétriques z —  (t), 
y = vŸ({t), z—%Xt(t) et sa génératrice est parallèle au vecteur 
a (y, Go. da). 

10.36. Démontrer que le cône dont la directrice est donnée par 
les équations paramétriques x — œ (t), y = %Ÿ (t), z = X (t) et dont 
le sommet est à l’origine des coordonnées se définit par les équa- 
tions x — up (v), y = uÿ (v), z = uX (v). 

10.37. Ecrire l’équation du cylindre circulaire droit de rayon 
V2 et d'axer—1+tt,y=2+t,z2—-3+t. 

10.38. Ecrire l'équation du cylindre circulaire droit passant 
par le point À (14, 1, 2) et ayant un axe d'équations x = 1 +t, 
y=2+i, 5: —3+t. 

10.39. Ecrire l'équation du cône circulaire droit de sommet à 
l'origine des coordonnées en sachant que la direction de son axe est 
définie par le vecteur a (1, 1, 1) et que ses génératrices forment avec 


cet axe un angle égal à Arc cos (1/13). : 

10.40. Ecrire l'équation de la surface obtenue par rotation de la 
droite x — 1 -- t, y — z — 3 + t autour dé l’axe Oz. De quelle. 
classe est cette surface ? 

10.41. Ecrire l’équation de la surface obtenue par rotation de. 
la droite r = O0, y — z + 1 — O autour de l’axe Oz. De quelle 
classe est cette surface ? 

10.42. Ecrire l'équation de la surface obtenue par rotation de la 
droite x — —t,y = z — 2t autour de la droite x = y — 2. De quelle: 
classe est cette surface ? 

10.43. Ecrire l'équation du cône de sommet au point M (1, 1, 1) 
et tangent à la sphère x° + y* +- z* — 2. 

10.44. Ecrire les équations dr du cylindre de géné- 
ratrice parallèle au TES a (1, 1, 1) et de directrice définie par 
les équations x = —1 + 2 nn y — —1 + 2sint, z2—3 — 
— 2 cos { — 2 sin {. 

10.45. Obtenir l'équation algébrique de la surface en éliminant 
Jes paramètres entre zx. u -|- COS 0, y —=.u + sin v, 2z = u — 
— cos v — sin v. Quelle surface obtient-on ? 
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Sections des quadriques 
(problèmes 10.46 à 10.76) 


10.46. 1) Les sections de la surface 1° + 2y? — 32? — 1 — 0 
par les plans x = 0, x = 1, x — 2 sont projetées sur le plan Oyz. 
Représenter les projections. 

2) Les sections de la surface r° + 2y* — 3z° — O par les plans 
z= —1, x = 0, x — 1 sont projetées sur le plan Oyz. Représenter 
les projections. 

3) Les sections de la surface 21° — y® — 2z par les plans x = 
= —1, x = 0, x = 1 sont projetées sur le plan Oyz. Représenter les 
projections. 

4) Les sections de la surface 21° — y® — 2z par les plans y — 
—= —1, y = 0, y — 1 sont projetées sur le plan Ozxz. Représenter les 
projections. 

9) Les sections de la surface 2x2*° — y* — 22: par les plans z — 
— —1,z = 0, z = 1 sont projetées sur le plan Oxy. Représenter les 
projections. 

10.47. 1) Les sections des surfaces x2° + 2y* — 32? — 1 — 0, 
T° + 2y* — 32 — 0, zx° + 2y* — 37° + 1 — O0 par le plan x —0 
sont projetées sur le plan Oyz. Représenter les projections. 

2) Les sections des mêmes surfaces par le plan z — 1 sont pro- 
jetées sur le plan Ozxy. Représenter les projections. 

10.48. 1) Est-ce que la ligne d’intersection de deux quadriques 
est une courbe plane? Donner des exemples. 

2) On sait-que la ligne d'intersection de deux quadriques est 
une courbe plane. Est-ce que cette courbe est algébrique ? Si elle 
l’est, quel est son ordre? Etudier des exemples. 

10.49. Déterminer la forme de la ligne d’intersection des surfaces 
2° + y* — 22, x° + y* + z° — 8 et écrire ses équations paramétriques. 

10.50. Démontrer que la ligne d'intersection d’une quadrique 
et d’un plan est une courbe algébrique d'ordre au plus égal à 2. 
Donner des exemples où cette courbe est du premier ordre. 

10.51. Soient .f une surface définie par l'équation algébrique 
F (x, y) — 0, et Z un ensemble de points non vide défini par les 
équations F (x, y) — 0, z — 0. Démontrer les affirmations: 

1) .7 est une surface cylindrique de génératrice parallèle à l'axe 
Oz et de directrice £ ; 

2) £ est la section de .7 par le plan Oxy; 

3) £ est la projection de .# sur le plan Oxy; 

4) £ est la projection de toute directrice du cylindre sur le 
plan Ozxy; 

9) £ contient la projection, sur le plan Ozxy, de toute courbe 
située sur le cylindre. 

10.52. Ecrire l'équation de la projection de la ligne d'inter- 
section des surfaces xz* + 2y? — 2z, x + 2y + z = 1 sur le plan 
Ozy. Que représente cette ligne ? 
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10.53. Soit #Ÿ la section du paraboloïde 2° + y* — 2z par le 
plan qui coupe le demi-axe positif Oz en un point unique. Démontrer 
que la projection de # sur le plan Oxy est un cercle. 

10.54. Démontrer que la ligne d’intersection des surfaces 2° + 
+ y? = 22, x + y + z = À est une ellipse. Ecrire ses équations 
paramétriques. 


10.55. Suivant quelle ligne se coupent le paraboloïde x* — y* — 
= 2: et le plan z+y+z—1? 

10.56. Calculer les coordonnées du centre et le rayon du cercle 
2? + y? + 2° — 2x + 4y — 62 + 24 — 0, 2x + 2y + z +A1—0. 

10.57. Ecrire les équations paramétriques du cône de sommet 
à l’origine des coordonnées et de directrice définie par les équations 
2 +HyY =2:,, z+y+z—= ti. 

10.58. Ecrire l'équation du cylindre de génératrice parallèle 
à l’axe Oz et de cercle directeur x° + y* + 7° = 3, z = 1. 

10.59. La génératrice du cylindre est parallèle à l'axe Oz, son 
cercle directeur est défini par x° + y* — 2z et x° + y* + z° — 8. 
Ecrire l’équation du cylindre. 

10.60. La génératrice du cylindre est parallèle à l'axe Oz, sa 
directrice est l'ellipse x* -+ y* — 2z, x + y + z — 1. Démontrer 
que c’est un cylindre circulaire droit, écrire son équation, trouver 
l'axe et le rayon. 


10.61. La génératrice du cylindre est parallèle au vecteur 
a (1, 1, 1), son cercle directeur est défini par z° + y* — 2: et 
x°® + y* + z° — 8. Ecrire l'équation du cylindre. 

10.62. Ecrire l'équation du cône de sommet au point © (0, O, O0) 
et de cercle directeur défini par 2° + y + % = 1etrz +y+z—tî 

10.63. Ecrire l'équation de l’ellipsoïde, dont les plans de symé- 
trie se confondent avec les plans de coordonnées, et qui contient le 
point M (3, 1, 1) et le cercle z° + y* + 7° = 9, zx —z—t(. 

10.64. Démontrer que les centres des sections planes du cylindre 
elliptique appartiennent à son axe. 

10.65. Trouver le centre de la section de 1 ellipsoide x° + 2y° + 
+ 4z* = 40 par le plan: 

Dz+y+2z=5; 2)r+y+z=71. : 

10.66 (s). Trouver le centre de la section de l’hyperboloïde 
z° + 2y* — 4z° — —4 par le plan x + y + 2z — 2. 

10.67. Soient A, (5, 7, 20) un point du plan et {p (—3/J/ 11, 
1/V 11, 1/V 11), a (1/V°6, 1/V 6, 2/1 6)} une base orthonormée 
de ce plan. Ecrire par rapport au repère {M,, p, q} les équations 
de la ligne d’intersection de ce plan avec le cône x° + 5y* — z° — 
Trouver les coordonnées du centre de la ligne d'intersection ainsi 
que les équations de ses axes de symétrie dans le repère initial (de 
l’espace). 

10.68 (s). Ecrire l’équation de l’ensemble des centres des sec- 
6—340 
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tions de lellipsoïde zx° + 2y° + 3z° — 4 par les plans parallèles 
au plan z+y+z—=tf. 

10.69. Ecrire l'équation de l’ensemble des centres des sections 
de l’hyperboloïde x° + y° — 3z* = 2 par les plans parallèles au 
plan z+y+z=i. 

10.70. Ecrire l'équation de l’ensemble des centres des sections 
du Re x? + y* — 2z par les plans parallèles au plan x + 

y +3 = 1. 

10.71 (s). Ecrire l'équation du plan qui coupe l’ellipsoïde zx* + 
+ 2y? + 4 — 9 suivant une ellipse dont le centre se trouve au 
point C (3, 2, 1). 

10.72. Ecrire les équations des projections de la ligne d’inter- 
section de l’ellipsoïde 3x° -+ 4y* + 52* — 36 et de la sphère r° + 
. y” nu z* — 9 sur les plans de coordonnées. Que représente cette 
igne : 

10.73. Ecrire les équations des projections de la ligne d’inter- 
section des ellipsoïdes x° + 2y° L 32° — 4, 32° + 5y* + Gz? — 10 
sur les plans de coordonnées. Que représente cette ligne ? 

10.74. Ecrire les équations des projections de la ligne d’inter- 
section des surfaces z° + y* — 2° — 1, x° — y* — 2z sur les plans 
de coordonnées. Que représente cette ligne? Trouver ses équations 
paramétriques. 

10.75 (s). Ecrire les équations des projections de la ligne d'inter- 
section des surfaces 52° — 3y° + 42° — 0, 2° — y° -- z + 1 — 0 
sur les plans de coordonnées. 

10.76. Démontrer que la ligne d’intersection du paraboloïde 
x® + 2y* — 4z + 10 et de la sphère z* + y* + = = 6 est constituée 
de deux cercles. Trouver les points d’intersection de ces cercles et 
leurs rayons. 


Génératrices rectilignes des quadriques 
(problèmes 10.77 à 10.88) 

10.77. Nommer les classes de quadriques possédant des géné- 
ratrices rectilignes. 

10.78. Est-ce que le nombre des génératrices rectilignes passant 
par un point de la quadrique peut être égal à 0? 1? 2? 3? Peut-il 
être infini? Donner des exemples. 

10.79. Ecrire l'équation de la famille des génératrices rectilignes 
du cylindre z° — y° = 1. 

10.80. Ecrire l'équation de la famille des génératrices recti- 
lignes du cône 2° + y* — z° = 0. 

10.81. Trouver les génératrices rectilignes du paraboloïde 41° — 
— y® — 16z, qui se coupent au point M (2, O, 1). 

10.82. Ecrire l'équation du plan passant par les points M (1, 1, 1) 
et JV (2, 0, 2) et coupant le paraboloïde 2° — y* — 2z suivant un 
couple de droites. 
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10.83. Ecrire l'équation du plan qui coupe l'hyperboloïde x? + 
+ 4y° — 97 — 36 suivant un couple de droites passant par le point 
M (6, —3, 2). | 

10.84. Soient le paraboloïde z° — y* — 2z et le plan x + y + 
+ z — 1. Ecrire l'équation du plan parallèle au plan donné et 
coupant le paraboloïde suivant un couple de droites. Former les 
équations de ces droites et calculer l'angle de ces droites. 

10.85. Deux génératrices rectilignes du paraboloïde de révolu- 
tion z° + y* — z° — 1 se coupent en un point appartenant au plar 
z — h. Calculer l’angle qu’elles forment : 

1) pour À — 0; 2) pour À — 1; 

3) pour un arbitraire. 

10.86. Trouver l’ensemble des points de la surface # en 1es- 
quels se coupent ses génératrices rectilignes réciproquement ortho- 
gonales, si Ÿ est définie par l'équation: 

1) —#=1; 2) x — y = 2z; 3) 2° — 4y° — 2z. 

10.87. Démontrer que les projections des génératrices rectilignes 
du paraboloïde x? — y® — 2z sur le plan Ozxz sont tangentes à la 
parabole x* — 22. 

10.88. Démontrer que les projections des génératrices recti- 
lignes de l’hyperboloïde x° + y* — z° — 1 sur le plan Ozxy sont 
tangentes au cercle z° + y* = 1. 
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On utilise dans ce paragraphe les définitions suivantes: formes quadratiques 
mineure et majeure de la quadrique, classe de quadrique, invariants (rang et signa- 
ture des formes quadratiques mineure et majeure de la quadrique), centre de la qua- 
drique, équation canonique de la surface, base canonique et repère canonique. 

Il y a 17 classes de quadriques, dont chacune est caractérisée par son pro- 

re assortiment d'invariants et sa forme d’équation canonique (la plus simple 
Éotne à laquelle peut être réduite une tee de la quadrique par un choix de 
repère cartésien orthonormé). La base et le repère correspondants sont également 
dits canoniques. 

Le tableau 2 donne Îla liste des classes et des équations canoniques des quadri- 
ques. Les rangs et les modules des signatures des formes quadratiques majeure 
et mineure sont respectivement notés R, ©, r, o. 

On propose au lecteur un exposé détaillé de l'algorithme de réduction 
d’une équation du deuxième degré à la forme canonique. Cet algorithme peut 
également être utilisé pour la simplification des équations qui contiennent 
n'importe quel nombre de variables. Le repère initial est supposé orthonormé. 
Dans ons les changements de coordonnées on passe à un nouveau repère ortho- 
normé. 

L'étape principale consiste dans « l'élimination », par un choix judicieux 
de base, des termes de l’équation contenant les produits des variables. Arrêtons- 
nous sur cette opération. L'équation de la quadrique 


au1Z® + 2@ory + ane + 2a1s72 + ass + a3s5° + 2ax + 2a3y + 
+ 2a35 + k=0 (1) 


peut être écrite sous la forme matricielle 


(EAËE + 2aë + k = 0, (2) 
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Tableau 2 
Objet Equation canonique | R 3 | r o 
De Gare . 2 n° {2 
« Ellipsoïde imaginaire» | + +2 1 4 à 3 3 
nsrble vide) at Br vi 
2 2 2 
Ellipsoïde + + —1 4 2 3 3 
22 2 2 
Hyperboloïde à une nappe <_r À — I TA 0 3 1 
=3 2 2 
PS à deux nap- + Be _ _ = —1 VA 2 3 1 
« Cône imaginaire » RO SRE 3 3 3 3 
(point) at p? F Ÿ ° 
: 8 n° _ & 
Cône Ta + BE — % — 3 1 3 1 
Paraboloïde elliptique _ + Fr= 2 4 2 2 2 
2 2 
Paraboloïde hyperbolique LE — 24 4 0 2 0 
: : 2 2 
Cylindre elliptique rt ri 3 1 2 2 
« Cylindre elliptique ima- a Lee | 3 3 2 2 
ginaire» (ensemble vide) at $ 
2 2 
Cylindre hyperbolique EL — FT 1 3 1 2 0 
2 2 
Couple de plans sécants Sr —0 2 0 2 0 
« Couple de plans sécants EE n°0 2 2 2 2 
imaginaires » (droite) a p 
Cylindre parabolique E2—2an 3 1 1 1 
Couple de plans parallèles E2— ax? —0 2 0 1 1 
« Couple de plans parallè- Ettai—0 2 2 1 1 
les imaginaires» (ensem- 
ble vide) 
Couple de plans confon- E—0 1 1 1 : 


dus (plan) 
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où 
TZ G11 12 dis 
8—|[y|l, ÀA=|ax Go dsl, a—=lla & «||. 
2 dis os Us 


Etant donné la matrice S de passage d'un repère à l’autre, les formules de chan- 
gement de coordonnées se présentent sous la forme matricielle suivante 


8 = 5%. (3) 
La substitution de (3) dans (2) donne l'équation 
TEA'E + 2a'E + k = 0. 
La constante k ne varie pas par changement de coordonnées (3) 
a’ — aS, À’ —!SAS. 


On recherche une base orthonormée par rapport à laquelle la matrice À’ est 
diagonale. A cette fin: 1) on calcule les racines de l'équation caractéristique 
| A —XE | = 0; 2) on écrit pour chaque racine Je système d'équations 
(A — E) & = o et on détermine la famille fondamentale de solutions: 3) en 
appliquant le processus d'orthogonalisation et en normant les vecteurs obtenus, 
on trouve la base recherchée ; 4) on compose la matrice de passage S à partir des 
colonnes principales. Dans la nouvelle base, la matrice 4” est diagonale, sa dia- 
gonale principale porte, compte tenu de leur multiplicité, les racines de l’équa- 
tion caractéristique prises dans le même ordre que les colonnes correspondantes 
de la matrice S. Les coefficients des termes linéaires de l'équation transformée 
sont calculés suivant la formule a’ = aS$. 

Si la matrice À est diagonale: À = diag (À, À+, Às), l'équation de la sur- 
face ne contient pas de nroduits des variables et est de la forme 


Anar? + og? + Àgz? + 2air + 2asy + 2asz + k = 0. (4) 


La simplification complète de l'équation (1) s'effectue en plusieurs étapes. 

I. Si l'équation contient les produits des variables, on change de base au 
moyen de la matrice orthogonale de passage S comme il a été décrit plus haut. 
L'équation transformée prend la forme (4) 

II. Si l'équation ne contient plus de produits des variables mais possède 
les carrés et les termes linéaires des mêmes variables, on complète ces couples de 
termes jusqu'aux « carrés parfaits » et on transporte l’origine des coordonnées de 
sorte qu'il n’y ait plus de termes linéaires correspondants dans l'équation 
transformée. 

TITI. Si l'équation contient le carré d’une variable et les termes linéaires en 
d’autres variables et s'il n’y a aucun autre terme renfermant z, y, z, on procède 
au changement de coordonnées dans le plan qui correspond aux termes linéaires. 
Ce changement se fait de telle sorte que l'équation transformée ne contienne 
plus de terme constant et que les termes linéaires se réduisent à un seul. Illus- 
trons sur un exemple comment on effectue ce changement de coordonnées. Soit 
l'équation à simplifier 


Àz? + ay + bz + c = 0. (5) 
On pose 
y = pay +bz+c), 2 = p(—by + az), (6) 


où pu — (a? + b3)-12. Les formules (6) définissent le changement de repère 
orthonormé. L'équation (5) se transforme donc en 


Àz3 + uy’ = 0. (7) 
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Le changement de coordonnées (6) peut être effectué en deux étapes: on réalise 
d’abord le changement orthogonal 


y = pay + b2), 2 = p(—by + as), p= (a + 1) 12, 


et on procède ensuite au transport de l'origine des coordonnées. 

JV. Si l'équation est simplifiée de telle manière qu'elle contient les carrés 
de certaines variables et un terme linéaire (tous de dénomination différente) et 
qu'elle renferme de plus un terme constant, on transporte l’origine des coordon- 
nées le long de l'axe correspondant au terme linéaire de telle sorte qu'il n'y ait 
plus de terme constant dans l'équation transformée. Soit par exemple l'équation 


Aux® + Àoy* + az + k = 0. 
On procède au changement de coordonnées z = 2’ eL ce qui donne 
a 


Aux + Àoy? + az = 0. (8) 


En réalisant successivement les opérations décrites plus haut, on aboutit 
toujours à une équation du second detre ayant une forme quasi canonique. Cette 
équation peut différer de son homologue canonique (tabulaire) au plus par un 
facteur numérique, par l’ordre des coordonnées et la place d’un terme, ou bien 
par le signe du coefficient d’un terme linéaire. Par exemple, les équations (7), (8) 
sont quasi canoniques. La base et le repère correspondants seront également dits 
quasi canoniques. Les repères canonique et quasi canonique diffèrent au plus par 
; qe et la direction des vecteurs de base. Les origines de ces repères se con- 
ondent. 

La recherche du repère canonique s'effectue simultanément avec la simpli- 
fication de l'équation de la surface et se fait également en plusieurs étapes. 11 
est utile de se rappeler que: a) dans les changements successifs de coordonnées les 
matrices de passage respectives S:, S., ... se multiplient dans le même ordre: 

= S,-S,...: b) en appliquant l'algorithme décrit plus haut, on obtient, à 
chaque étape, les coordonnées de la nouvelle origine dans un repère intermé- 
diaire et non pas dans le repère initial. 

V. Si l'équation de la surface est réduite à la forme quasi canonique qui ne 
coïncide pas avec la forme canonique, il faut procéder aux transformations 
simples de l'équation et du repère, énumérées plus haut. On considère que le 
repère canonique cest défini si sont calculées les coordonnées de son origine et de 
ses vecteurs de base par rapport au repère initial, et que l'équation de la qua- 
drique est complètement simplifiée si sont trouvés l'équation canonique et le 
repcre canonique. 

L'équation canonique et le repère canonique de la surface donnée sont en 
général définis de façon non univoque. Sont toujours définis de façon non uni- 
voque le repère quasi canonique et l'équation quasi canonique. 

Il existe d’autres procédés qui permettent de réduire l'équation de la qua- 
drique à la forme canonique. D'après certains procédés le transport de l'origi- 
ne des coordonnées précède le changement orthogonal de coordonnées qui « éli- 
mine » les termes contenant les produits des variables. Une description brève 
d’un de ces procédés figure dans le problème 11.15. Voir aussi les problèmes ré- 
solus 11.22, 16) et 17) où ce procédé est utilisé. 


Invariants. Propriétés générales des quadriques 
(problèmes 11.1 à 11.18) 


11.1. Enumérer les quadriques pour lesquelles: 
WR=4; 2R=3; 3 R=2; 4) R=1; 
res, br? 7)r=1T. 
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*11.2. Caractériser au moyen des invariants le groupe « prin- 
cipal » des quadriques: ellipsoïides, hyperboloïdes, paraboloïdes. 

11.3. Caractériser au moyen des invariants les groupes suivants 
de quadriques: 

1) paraboloïdes et cylindres paraboliques; 

2) surfaces composées de plans: 

3) surfaces « imaginaires »: «ellipsoïdes imaginaires », « cônes 
imaginaires », «cylindres elliptiques imaginaires », « couples de 
plans sécants imaginaires », « couples de plans parallèles imagi- 
naires ». 

11.4. 1) Lesquelles des quadriques « imaginaires » (voir pro- 
blème 11.3,3)) ne possèdent pas de points réels ? Caractériser au moyen 
des invariants ce groupe de surfaces. 

2) Lesquelles des quadriques « imaginaires » possèdent des points 
réels et de quelle forme sont ces surfaces ? Caractériser au moyen 
des invariants ce groupe de surfaces. 

11.5. Caractériser, au moyen des invariants, les quadriques qui 
ne dégénèrent pas en un ensemble vide, un point, une droite, un 
plan, un couple de plans. 

11.6. Caractériser, au moyen des invariants, les quadriques 
réelles qui ont: 

1) deux familles de génératrices rectilignes ; 

2) une famille de génératrices rectilignes. 

11.7. Enumérer les quadriques dont les équations canoniques 
contiennent un terme constant non nul. Caractériser ces surfaces 
par les invariants. 

11.8. On sait que l’équalion du second degré est écrite sous la 
forme matricielle (2) et que le déplacement de l'origine des coordon- 
nées est défini par £& — &’ + b, où b est la matrice-colonne des coor- 
données de la nouvelle origine. Ecrire la forme matricielle de l’équa- 
tion transformée. Exprimer la matrice-ligne des nouveaux coeffi- 
cients des termes linéaires en fonction de a, b, À. 

11.9. Démontrer qu'il existe des équations du second degré dans 
Jesquelles on ne peut pas éliminer, par passage à un nouveau repère, 
tous les termes du premier degré. Enumérer toutes les classes de ces 
surfaces et les caractériser au moyen des invariants. 

11.10. Vérifier qu'il existe des équations du second degré dans 
lesquelles le passage à un autre repère cartésien permet d’éliminer 
tous les termes de degré inférieur au second. Enumérer toutes les 
classes de ces surfaces et les caractériser au moyen des inva- 
riants. 

11.11. 1) Combien de centres de symétrie peut avoir une quadri- 
que ? 

2) Envumérer les quadriques qui n’ont pas de centre de symétrie. 

3) Enumérer les quadriques qui possèdent un centre de symétrie 
unique. 
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4) Enumérer les quadriques qui possèdent un nombre infini de 
centres de symétrie. 

11.12. 1) (s) Démontrer que, si une quadrique possède un centre 
de symétrie situé à l’origine des coordonnées, son équation ne con- 
tient pas de termes linéaires. 

2) Démontrer que, si l’équation d’une quadrique ne contient 
pas de termes linéaires, cette surface possède un centre de symétrie 
situé à l’origine des coordonnées. 

11.13. En utilisant les résultats des problèmes 11.8, 11.12, 
écrire les équations du centre de symétrie de la quadrique sous la 
forme matricielle. 

11.14. Démontrer que la condition det À 0 est nécessaire et 
suffisante pour que la quadrique définie par l’équation (2) ait un 
centre unique. Conseil: utiliser le résultat du problème 11.13. 

11.15. On donne l'équation du second degré sous la forme matri- 
cielle (2) et on effectue le changement de coordonnées £ — SE’ + b. 
La forme matricielle de l'équation transformée est 


t£’A'E + 2a' 4 + k’ = 0. (9) 
1) Exprimer la matrice 4’, la ligne a” et le terme constant #’ 


en fonction de À, &, k, b, S. 
2) Soit b la matrice-colonne vérifiant l’équation 


Ab + ‘a = o. (10) 


Démontrer que a’ = o, À" — ab + À pour tout S. 

3) On suppose que l'équation (10) n’admet pas de solution. 
Démontrer qu'il n'existe pas de repère cartésien dans lequel l’équa- 
tion de la surface ne contient pas de termes linéaires. 

4) Soient une base orthonormée et une transformation œ de 
l’espace €, associée à la forme quadratique de la surface (autre- 
ment dit, la transformation œ est définie dans la base donnée par la 
matrice À). Soient P, @ respectivement l’image de l’espace et le 
noyau de la transformation q. Démontrer que le vecteur ‘a se dé- 
compose d’une façon unique en somme ‘a — p +gq, où pE P, 
q € G@. Démontrer que la condition q = o (fa E P) est nécessaire 
et suffisante pour que l’équation (10) soit résoluble. Démontrer que 
si 4 0, le vecteur g est un vecteur propre de œ et qu’il correspond 
à la valeur propre nulle. 

5) Démontrer que pour q  o le système d'équations 


Ab+p=o, (g+a)b+k=0 (11) 


est compatible. 

6) Soit g  o et soit b la solution du système d'équations (14). 
On sait de plus que la matrice S est orthogonale et que ses colonnes 
sont les vecteurs propres de @ associés aux valeurs propres À4, À 
et Às. Etant donné que À, = 0 et la troisième colonne f, de S est 
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colinéaire au vecteur g, démontrer que l'équation (9) définie en 
coordonnées prend une forme quasi canonique À.Ë’? + Àn'° + 
+ 2af& — 0. 

11.16. 1) L’équation d’une quadrique est écrite sous la forme 
développée (1) et sous la forme matricielle (2). Tous les coefficients 
de l’équation (1) sont multipliés par un nombre u + 0. Qu'arrive- 
t-il à la matrice À ? Comment varient dans ce cas les racines de l’équa- 
tion caractéristique | À — ÀE | — 0? 

2) On donne l’équation de la quadrique par rapport à un repère: 
orthonormé. Démontrer que si l’on passe à un autre repère ortho- 
normé, l'équation caractéristique | À — ÀE | — 0 ne varie pas et, 
par suite, ses racines ne changent pas. Est-ce que detA varie? 

11.17. 1) Soit une équation du second degré, mise sous la forme 
matricielle (2). Exprimer, en fonction de À, a, k la matrice B de 
Ja forme quadratique majeure de la surface définie par cette équa- 
tion. 

2) On a procédé au changement de coordonnées &# — SÈ' + b. 
Ecrire la matrice 7' à l’aide de laquelle est transformée la forme 
quadratique majeure de la surface et démontrer que detB ne varie 
pas lorsqu'on passe d’un repère orthonormé à l’autre. 

3) Démontrer que dans tout changement orthogonal de coor- 
données qui conserve l’origine du repère, l’équation caractéristique 
| B — AE | = 0 ne varie pas et, par suite, ses coefficients et racines 
ne changent pas. 

11.18. On admet qu'il existe un repère cartésien dans lequel 
l'équation de la quadrique coïncide avec l’une des équations cano- 
niques. Démontrer qu'il existe un repère orthonormé par rapport 
auquel l’équation de cette surface est de la même forme canonique. 


Détermination de la forme et de la position d’une quadrique 
définie par une équation générale du second degré 
(problèmes 11.19 à 11.23) 


11.19. En utilisant le résultat du problème 11.18, déterminer 
de quelle classe est la surface définie dans un repère cartésien par 
l'équation : 

1) (x + y + 2) (x — y + 125z) — 

2) t+y)(+y+t1)=1; 


RE 
4) (+y+z+i(z—y+z)=2z+2+1; 
5) (+ y+z 2 Vues 2z +1; 
A RE PR LE z ; 
D) (+y+z)(T—y+z) = ’ 
8) (x + 2y) (zx + 2y + 1) = 7; 

y 


9) (x + } & — 75) = #; 
10) (x + y}? = 3x + 2; 
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11) (x + 2y + 32) (2x + 3y + 4z) + (3x + 4y + 75z)° = 1; 
12) (x + 2y + 32) Oz + 3y + 42) — (3x + 4y + 75z)° — 

13) (+y)z— 2 — x —0; 

14) (x + y + 2} + (x + 2y + 3z)° + (2x — y + 2}? = 0; 

15 ty + +28 LS + Ce + dy + def = 0: 
16) (x + y + 2) + (x — 2y + z)° = 0 

17) (z + y + 2) + (x + y) + (y + 2) = 1987; 

18) (x + y + 2)° + (x + y)* = 1987; 

19) (x + y + 2)2 + (x + y) + (2x À 2y + = 1; 

20) (x + y}° + 2 + 1 = 0. 


11.20. Soit ea (z — y + 2) — (2x — y + 2z)° — 
l'équation de l’hyperboloïde dans un repère cartésien. Ecrire l’équa- 
tion de son cône asymptote. 

11.21. La quadrique est définie dans un repère cartésien par une 
équation contenant le paramètre #. Déterminer, en fonction de k, 
de quelle classe est la surface. 

1) + ai + 4r + 4rirs + 2mots + 2m + 27e + 573 L k —0; 

2) 27° + kr? + Brie + 4xits — Ar, — 8x, — 4x, = 

3) 3x? + 2r° + 228 + 4mixo — 2rits + 47 + 4x é LA 28 “ k —0; 

4 kr + 8e + © + AGmir, + Ames + 4tets — 4m — hrs + 
+ 273 = 0; 

5) 3, + & à + tite + 22173 + 4rots + Kte + za + 1 = 0; 

6) ol Ti, — * 27° — 37, — rite — 62173 — 27, + 4x + 6x; + 

11 2 La quadrique est définie par une équation rapportée à 
un repère orthonormé. Trouver le repère canonique et l'équation 
canonique de cette surface. Déterminer de quelle classe est la qua- 
rique. 

1) 2x° + Jy* + 27° — 4xy + 4yz — 1 — 0; 
2) 4y° — 32° + 4xry — 4xz + Byz — 0; 


— 


3) 2° + y* + 42° — 2xy + 4xz — 4yz — 2x + 2y +- 22 = 0; 
4) 2 LU + 2 — xy + xz + yz + 3x + 3y — 32 = 0; 
D) Z° — 32° — 4yz — 4y + 2z + 5 — 0; 

6) z° + y° + 2° — 2xy — 4x + 4y + 3 — 0; 

7) y* + 2xz + 2x + 2z + 1 — 0; 

8) 2° + Qy? + 52? + 4yz + 20y + 20z — 10 = 0; 

9) —2* + Sy + 57° + Syz + 2x + 12y + 24z + 36 


3 
Hi Do nor ri + 10 
11) 4x° + 4y° — 4xy — 12x — 12y — 5z + 1 = 0; 
12) 2° + y + 2° + 2ry — 12x + 4y + 6z — 3 
13) 4x? + Qy® — A2xy + 2x + 10y + 1 — 0; 
14) Gzy — 8y* — 7° + 60y + 2z + 89 — 0; 
15) 9x? + 8y° + 4xy + 2x + 44y — 36z + 65 — 0; 

16) (s) —2? + y? + 2° — 2yz + 2x + 3y — 5z + 1 —=0; 
47) (s) y? + 162? + 24yz + 5x + 10y + 5z + 11 = 0; 
18) 162? + 9y? — 7° — 24ry — 9x — 12y + 4z + 71 = 0; 
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19) 2x? + 2y* + 7° — 10xy + 20x — 8y + 29 — 0; 

20) —2? + 7y° — 24yz + 2x + 120y = 0; 

21) z° — 4y° — 4z° + A0Oyz + 2x + 2y + 2z + 3 — 0; 

22) 3x° + 4zy + 8x + 8y — 4z — 0; 

23) —2* — 9y° + OGzy + 507 — 50y — 15z — 100 = 0. 

11.23. La surface rapportée à un repère orthonormé est définie 
par une équation contenant le paramètre *. Pour une valeur donnée 
de X, trouver le repère canonique et l’équation canonique de la sur- 
face. Déterminer, en fonction de #, de quelle classe est la surface. 
Si la surface est une droite, un plan ou un couple de plans, écrire 
les équations linéaires de ces ensembles dans le repère initial. 


1) 52° + Sy + 32 + 2zy + 2 V 2rz + 2 V 2yz + 267 + 
+ 34y + 10 V 2z + k = 0; k = 49, 

2) 2x° + 9y* -- 22° — hzy +- Ayz + 4x + 2y — 4z + k — 0: 
k = —1. 


3) 4y° — 32° + 4zxy — 4rz + 8yz + 4x — 22 + k — 0; a) k — 
= —1; b) k —5; c) k — 11. 
 - n A 22° + 2y* +- 22° + Qry + 2xz + 2yz + 4x — 4y + k — 0; 
3 sg + 36 — 2zy — 2xz — 2yz — 8x + Sy + k —0; 
a)k—=4;b)#k 
OU KA — Day 4 se due — 12 My — Ds + 
0; 


7) D HUE AE — Day + he — Aus + Day — 24 + k 0; 
k —1 


8) Se 
= 0 


(9) 22? + y + 2 NS ne D 
+ k — 0; a) k — 15; b) À — 18 
; 10) 2x2 + Qu? + 22? — 2xy 2xz + 2yz + 18: + k — 0; 
ï — 418. 

UE A Gr — Gy + k — 0; a)k — 8; 
b) 
ROUE D — 2xy — 2yz + 18x — Oy + Gz + k — 0; 
13) 32° — 7y° + 37° + Sxy — Syz — Bxz — 4x + Gy + 8z + 
+ k —0; a) À — —12; b) À — —3; c) k — 6. 

14) 2y? — 32° — 2 V 3xy — 4rz + 4 V 3yz + 50z + k = 0: 
a) À = —75; b) k — —70; c) k — —80. 

15) 2x° + 2y° H 28 2 Bay + Bee — Bye — Be — by + 8e + 
+ k = 0; a) k — —4; b) k — 2; c) k — 

16) Lx? + 4y* — 27? + 4xy — Bxz + ha + 12x — 12y + 24z + 
+ k —=0; a) k — —42; b) k — —36; c) À — —30. 
MUR + y + 222 À Ayz + 4x + By + k = 0; a) k —0; 
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18) 8y? + 4xy + 2xz + 4yz + 8x + 6y + 4z + k = 0; k = 6. 

RE 
+ k = 0; 

20) db + VA 86 + Hey — Lee — Gus + Ge — 2y — 65 + 

k — O; 1 

21) 4x? + y? + 97? + 4ry — 1272 — Gyz + 4x + 2y — 62 + 
+ k —0; a) k — 1; b) k — —13. 

22) ne 
+ k& = 0; a) À — —26; b) À — : C)Æ 

23) 22° — y + D Re. 
+ k =0; a) k —2; b) À —5; c) k = 8. 

24) at + y — 22° L AOry + 4x2 — Ayz + 137 + 1y + 22 + 
+ k — 0; À = 6. 

nd + AOxy + 4xz — 4yz + 24x — 122 + k = 0; 
a) k = —12; b) À — —6. 


CHAPITRE V 
TRANSFORMATIONS DU PLAN. GROUPES 


$ 12. Transformations linéaires et affines 


On utilise dans ce paragraphe les notions fondamentales suivantes: applica- 
tion d'un ensemble dans l'autre, transformation d'un ensemble, image d’un élément 
et d'un ensemble, image réciproque (ou antécédent) d'un élément et d'un ensemble, 
application injective (ou injection), application bijective (ou bijection), application 
surjective (ou surjection), produit d'applications, application réciproque, transfor- 
mation linéaire du plan, transformation affine, image du vecteur par transforma- 
tion linéaire du plan, transformation linéaire du plan de vecteurs, symétrie du plan 
par rapport à une droite, symétrie du plan par rapport à un point, homothétie, 
translation du plan, contraction vers la droite dans le rapport k, transformation 
orthogonale, directions principales de la transformation affine, vecteurs propres de 
la transformation linéaire d’un plan de vecteurs. 

L'application f: 4 — Y# de l'ensemble .4 dans l'ensemble est une rela- 
tion qui à tout élément r € Ÿ associe un élément unique y = f (x) € Ÿ appelé 
image de l'élément x par l'application /. On dit me & est un ensemble de départ, 
et un ensemble d'arrivée de l'application f. L'ensemble f (.t’) des images de 
tous les éléments z € À est appelé ensemble des valeurs de l'application f (image 
de l'ensemble X par l'application f). L'application f: 4 — À est appelée trans- 
formation de l'ensemble 4. On appelle restriction de l'application f: 4 —+ Y au 
sous-ensemble cf = 4 l'application f HA —+ % qui coïncide avec f sur cf. 


Donnons les définitions de quelques types d'applications f: 4 — Y. 


Objet Définition 
1) Application injective (injection) f (x1) = f (z2) entraîne x, =z: 
(Z1 Z2 € 
2) Application surjective (surjection) (TX) =Y 
3) Application bijective (bijection) jadis | Cette application est en même 
correspondance biunivoque temps une injection et une surjection 


On appelle produit direct X X Ÿ des ensembles À, % l'ensemble des 
couples {(x, y) | zx EL, y E Y#}). Le nombre des éléments d’un ensemble fini 
(le cardinal) est noté | & |. 

On appelle produit des chtarons f: TV —-Yetg: {+TE l'application 
h — CA 4 — TZ définie par l'égalité (gf)(x) = g (f(z)) (x EX). Le produit 
est défini si l'ensemble des valeurs de l' 


f 
application f est inclus dans l'ensemble 
de départ de l'application g. 
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L'application identique L (ou Lo) de l’ensemble % est définie par 


l'égalité « (zx) = x pour tout élément x € #. 
L'application g: # —+ 4 est dite réciproque (ou inverse) de l'application 
f:.V — % etest notée f'laif”"if = 1 gif = ta c'est-à-dire que f”1 (f (x)) = 


= zx, ff"! (y)) = y pour tous z EX, y ET. 

On appelle antécédent de y € # par l'application f: .C — # tout élément 
z EX tel que f (x) = y. Par image réciproque f"! (f) de l’ensemble 4 = # on 
désigne l’ensemble de tous les antécédents des éléments de #. 

Le point x E.{ est appelé point immobile de la transformation f: 4 —> 4 
si f(x) — r. L'ensemble a# = À est dit immobile par la transformation f si 
tous ses points sont immobiles. L’ensemble -#{ est dit invariant par la transfor- 
mation f si f(x) E c#. pour tout point x E «#. Tout ensemble immobile est inva- 
riant, mais la réciproque n'est pas vraic. 

La droite numérique est une droite sur laquelle est défini un repère. La 
fonction réelle définie sur toute la droite numérique détermine une transfor- 
mation de cette droite. La fonction linéaire z* — ar + b définit une transfor- 
mation linéaire de la droite. 

Soit f une transformation du plan rapporté à un epere cartésien. Les coor- 
données r*, y* de l’image d'un point arbitraire du plan s'expriment par les 
Poe z, y de ce point à l’aide d’une paire de fonctions réelles de deux 
variables : 


2 — pr, y), y* = Ÿ (x, y). (1) 


On dit que les formules (1) donnent une erpression analytique de la transfor- 
mation jf. 

La transformation linéaire du pian cst définie dans tout repère cartésien par 
les formules 


2 = 2 + by + cn, y* = Gaz + boy + ce. (2) 
La transformation linéaire bijective du plan est dite affine. La transformation 
linéaire (2) est affine si et seulement si le déterminant A — Le ol de cette 


: Ge Da 
transformation est différent de zéro. 


— —+ 
Soient À, B ct C, D des points du plan tels que AB = CD. Si f est une 


pe ——————…—— —p> 
transformation linéaire du plan, on a f (A) f (B) = f (C) f (D). On appelle image 
— — 
du vecteur a — AB par la transformation linéaire f le vecteur a* = jf (4) f (B). 
Ainsi, la transformation linéaire f du plan définit une transformation de l’en- 
semble des vecteurs du plan qu’on désigne par la même lettre f. Elle est définie 
par les formules 


a* = aa + bi, P* — aa + b.f, 


où æ, Bet a«*, B* sont les coordonnées du vecteur et de son image. 

Soit {O, e1, e:} le repère cartésien dans lequel la transformation f est défi- 
nie par les formules (2), f (e;) — e* (i — 1, 2), f (0)—O*. On a alors e; (ai, a2), 
eo (by, Da), O% (cr, Co). 

On dit que la transformation affine f est de première espèce si les bases {e:, 
e,} et {f (e1), f (e.)} sont orientées de la même façon, et de deuxième espèce si 
elles le sont de façon opposée. Le déterminant A de la transformation affine 
est > 0 ou << 0 sclon que cette transformation est de première ou de deuxième 


espèce. 
Si © est une figure plane d’aire S et que S* soit l'aire de son image par une 
transformation affine f, on a S*/S — | À |. 


La transformation du plan est dite orthogonale si elle conserve les distances. 
entre les points. La transformation orthogonale est affine et se définit dans. 


$ 12] TRANSFORMATIONS LINÉAIRES ET AFFINES 95 


un repère orthonormé par les formules 
z* = x COS ® — y Sin P + zo, 


3} 
y* = zx sin + y cos p + yo G) 
si elle est de première espèce, et par 
z* = x cos P + y sin p + zm G) 


y* = x Sin @ — y COS P + Yo 
si elle est de deuxième espèce. 

Les directions de deux vecteurs orthogonaux du plan s'appellent directions 
principales de la transformation affine si les images de ces vecteurs sont égale- 
ment orthogonales. 

Toute transformation affine f est le produit f — h.h,g, où g est une trans- 
formation orthogonale, et h; et k, sont des contractions vers deux droites per- 
pendiculaires. Les directions de ces droites sont les directions principales de la 
transformation affine. 

Le vecteur non nul a s'appelle vecteur propre de la transformation linéaire f 
du plan de vecteurs s’il existe un nombre À tel que f (a) = Aa. On dit que ce 
nombre est une valeur propre de la transformation f. On recherche les valeurs 
propres en tant que racines réelles de l’équation 


a — À b, 
ds bs— À 
On appelle similitude de coefficient k > 0 une transformation f du plan telle 
que | f (A f E) | = | 4B | pour tous points 4, B. 
Davs les problèmes de ce paragraphe, l'angle de rotation du plan rapporté à 


une base de ce plan est mesuré dans le sens de la plus courte rotation du pre- 
mier vecteur de base vers le second. 


= (0, 


Propriétés générales des applications 
(problèmes 12.1 à 12.24) 


12.1. Soit /: À —+ Y une application. Démontrer que: 

1 f(4)Sf(da si 12. € Ÿ; 

2) fC43 Uhe) = f (4) U f (#2); — | 

3) F7 (Ba NP) = 11 (81) NT (F2) Si Pn Pr sf(L) = 


“ 
4) f(4 N.42) Sf(A4) N(#) (est-ce que l'inclusion peut 
être stricte ?). 

12.2. Combien existe-t-il de bijections entre deux ensembles de 
n éléments chacun ? 

12.3. 1) Combien existe-t-il de transformations d'un ensemble 
de nr éléments? Combien y en a-t-il de bijections ? 

2) Combien d'images par toutes les transformations possibles. 
peut avoir un ensemble de nr élements ? 

3) Combien existe-t-il d'applications d’un ensemble de m élé- 
ments dans un ensemble de n éléments? 

12.4. Soit f: L'——Y, | L'|=m, | Y | = nr. Est-ce que l’ap- 
plication f peut être: 
1) surjective pour n << m; 
2) injective pour nr > mp? 
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12.5. Soit f: Z' —%Y, où Z', Y sont des ensembles finis ayant 
un même nombre d'éléments. Démontrer l’équivalence des assertions 
suivantes : 

1) f est une injection; 

2) j est une surjection; 

3) f est une bijection. 

12.6. Donner un exemple de l’application jf d’un ensemble 
infini Z’ dans un ensemble infini %, telle que 

1) f soit surjective mais non injective. 

2) f soit injective mais non bijective. 

12.7. Etablir une bijection de l’ensemble des entiers naturels sur: 

1) l’ensemble des entiers relatifs; 

2) l’ensemble des entiers pairs; 

3) l’ensemble des nombres rationnels; 

4) l’ensemble de tous les points du plan dont les coordonnées 
sont rationnelles (points rationnels); 

5) l'ensemble de tous les intervalles d’une droite, dont les extré- 
mités sont rationnelles : 

6) l’ensemble de tous les cercles du plan, dont les centres se 
trouvent aux points rationnels et les rayons sont rationnels; 

7) l’ensemble de tous les polynômes p (x) = ao + mx +... 
... + ant" (n = 0, 1, 2, ...) à coefficients entiers a; (i = 
0, 1: :: 0) 

12.8. Démontrer que: 

1) il n'existe aucune bijcction de l’ensemble des entiers relatifs 
sur l’ensemble de toutes les suites des nombres 0 et 1; 

2) il existe une bijection de l’ensemble des nombres réels sur 
l’ensemble de toutes les suites des nombres 0 et 1. 

12.9. Soient .7', % des ensembles infinis, f: 2 — % une appli- 
cation bijective et NA 3 = ©. Trouver une application bijective 
de 4° sur % U 3 si: 

1) 3 est fini; 

2) 3 est dénombrable. 

12.10. Démontrer que toute application f: 4° —‘# admet au 
plus une application réciproque. 

12.11. Trouver une application bijective de la droite: 

1) sur l'intervalle ]—1, 1[; 2) sur le segment [—1, 1]. 

12.12. Trouver une transformation du plan qui applique bijec- 
tivement le plan: 

1) sur le disque ouvert z° + y* << 1; 

2) sur le disque fermé z° + y < 1; 

3) sur le carré | z| << 1, | y | << 1 (le repère est orthonormé). 

12.13. La transformation de la droite numérique est définie par 
la formule: f (x) — ax + b (a, b sont des nombres réels). Démon- 
tirer que: 

1) f est une bijection si et seulement si a 0; 
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_2) f conserve le sens des vecteurs sur la droite pour a > 0 et 
change leur sens pour a << 0; 

3) l’image de l'intervalle de longueur / est un intervalle de 
longueur | a | ! pour a = (. 

12.14. Soit f (x) = az + b une transformation de la droite 
numérique. Trouver: 

1) les points immobiles de la transformation }; 

2) la transformation réciproque de f (a = 0). 

12.15. Ecrire la formule qui définit une application linéaire 
de l'intervalle Ja, b[ dans l'intervalle ]c, d{ de la droite numérique. 

12.16. Soient f et g deux transformations linéaires de la droite 
numérique: f (x) = ax + b, g(x) = cx + d. Calculer les produits 
fg et gf. Dans quel cas fg = gf? 

12.17. L'application f de la droite numérique dans le plan est 
définie dans un repère orthonormé par les formules x = a cost, 
y = bsint (a >0. b> 0). 

1) Trouver l'image # de la droite par l'application f. 

2) Est-ce que l'application f est bijective? 

3) Indiquer des ensembles de la droite, qui s'appliquent bijective- 
ment sur #. 

12.18. L'application f de la droite numérique dans le plan est 
définie par rapport à un repère orthonormé par les formules x = 
—= —Cch té, y = sh t. 

1) Trouver l’image # de la droite par l'application f. 

2) Est-ce que l'application f est injective? 

3) Trouver l’antécédent { de chaque point de #. 

12.19. La transformation f du plan est définie dans un repère 
orthonormé par les formules: z* = 2° — y°, y* = 2zxy. 

1) Est-ce que la transformation f est: a) une surjection, b) une 
bijection ? 

2) Trouver l’image réciproque d'un point arbitraire (z*, y*) 
du plan. 

12.20. La transformation f du plan est définie dans un repère 
orthonormé par les formules: x* — e* cos y, y* = e* sin y. 

1) Est-ce que la transformation f est une bijection ? 

2) Définir les ensembles du plan sur lesquels f est bijective. 


3) Soit f la restriction de la transformation f à la bande 0 << 
< y << 1. Trouver les formules de l'application réciproque 


12. 21. Soient les applications f: —:, g:Yy—+X% et 
h: 5 — 4. Démontrer que la multiplication des applications est 
associative, c'est-à-dire que À (£gf) = (hg) f. 

12.22. Soient ', % des ensembles non vides et 34 = 2 X y. 


7—340 
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L'application nn: & —# (projection de # sur %) est définie par 
l'égalité x ((x, y)) = y. Montrer que x est une surjection. 

12.23. Montrer que pour tout ensemble ° il existe une injection 
Ô: LL X Y. 

12.24. Le graphe de l'application f: 4’ — % est le sous-en- 
semble FT = {(x, f(x) |IzEL})=a ZX %. 

1) Trouver l’image de l’ensemble 2’ par une application p: .Z — 
— J° X 4 définie par l'égalité o (x) = (x, f (x)). 

2) Démontrer que f = xœ (pour la définition de x voir 12.22). 

3) Démontrer que l'application f est injective si et seulement 
si œ est une injection. 

4) Démontrer que f est une surjection si et seulement si x ([) — 
= Yy. 


Propriétés géométriques des transformations 
linéaires et affines du plan 
(problèmes 12.25 à 12.36) 


12.25. Trouver le rayon vecteur de l’image d’un point arbitraire 
M (r) par la transformation donnée du plan: 

1) l'homothétie de centre 4, (r,) et de rapport 4 #0; 

2) la symétrie par rapport au point M, (ro); 

3) la translation de vecteur a; 

4) la projection orthogonale sur la droite r — r, + ta; 

5) la symétrie par rapport à la droite r = r, + ta; 

6) la contraction vers la droite r —r, + {a dansle rapport À > 0. 

12.26. La transformation affine associe à trois points 4, B, C 
non alignés les points B, C, À respectivement. Trouver les points 
immobiles de cette transformation. Quelle est la condition né- 
cessaire et suffisante pour que la transformation devienne ortho- 
gonale ? 

12.27. La transformation affine associe aux sommets du tri- 
angle ABC les milieux Æ, L, M des côtés opposés. Trouver les 
images des points À, L, M et du point © d’intersection des média- 
nes du triangle ABC. Donner une interprétation géométrique de 


cette transformation. 


12.28. Démontrer que: 
1) si À et B sont deux points immobiles distincts d'une trans- 


formation affine, il en est de même de tous les points de la droite AB; 
2) si une transformation affine f possède un seul point immobile, 
toutes les droites invariantes (si elles existent) passent par ce point; 
3) le point d’intersection de deux droites invariantes d’une trans- 
formation affine est un point immobile. 
12.29. Démontrer que la transformation affine est une homothé- 
tie de centre M si elle possède un faisceau de droites invariantes qui 


se coupent au point M. 
12.30. Démontrer que la transformation linéaire du plan est 
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affine si et seulement si l’image de chaque vecteur non nul est diffé- 
rente de zéro. 

12.31. Démontrer que deux tangentes à l’ellipse (ou à l'hyper- 
bole) sont parallèles si et seulement si les points de tangence et le 
centre de la courbe sont alignés. 

12.32. Soit une ellipse inscrite dans un parallélogramme. Dé- 
montrer que si le point de tangence d’un côté du parallélogramme 
est le milieu de ce côté, il en est de même pour les autres côtés 
de ce parallélogramme. 

12.33. Un quadrilatère ABCD est circonscrit à l'ellipse de cen- 
tre O. Démontrer que la somme des aires des triangles 0AB et OCD 
est égale à celle des triangles OBC et OAD. 

12.34. Démontrer que les sommets d'un losange circonscrit 
à l’ellipse appartiennent aux axes de symétrie de cette ellipse. 

12.35. Les points À, B, C, D appartiennent à une ellipse de 
centre O, les aires des secteurs AOB et COD étant égales. Démontrer 
que les aires des triangles AOB et COD sont aussi égales. 

12.36. Les points À et B appartiennent à l’ellipse de centre O 
dont les longueurs du grand et petit demi-axes sont a et b respective- 
ment. Calculer l’aire du secteur AOB si l’angle AOB vaut @, 0 < 
< p < x, et si les points À et B sont symétriques par rapport au 
grand axe de l’ellipse. 


Expression analytique des transformations affines 
et linéaires du plan (dans les problèmes 12.37 à 12.52, 
on donne un repère cartésien quelconque) 

12.37. Ecrire les formules qui définissent la transformati n 
donnée du plan: 

1) l’homothétie de centre à l’origine des coordonnées et de rap- 
port k; 

2) l'homothétie de centre M (x,, yo) et de rapport k;: 

3) la symétrie par rapport au point M (x, ÿo); 

4) la translation de vecteur a (a, B). 

12.38. La en affine du plan est définie par les for- 


mules z* = 3x + 2y — 6, — 4x — 3y + 1. Trouver les images: 
1) des points O (0, 0)'É, nm 0), Æ, o 1). E (1,1), M (—1,5); 
2) des droites y = 0, x = 0, x — y + 1 = 0, z —y —1 —=0, 
2x + 3y —7 = 0. 


12.39. La transformation affine du plan est définie par les formules 

= 2x + 3y —1,y* = —3x — 4y + 2. Trouver les antécédents: 

1) des points © (0, 0), À (—1, 2), B (4, —5); 

2) des droites y = 0, zx =0, zx +y —1 =0, x —y —1 = 0, 
z—y+1=0. 

12.40. Ecrire les formules de la transformation affine du plan, 
qui fait correspondre aux points 4, B, C les points A*, B*, C* 
respectivement : 
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. en 0), B(0,1), C(1, 1), A*(—3, 5), B* (4, —3), 

2) À (3/7, 1), B (1, 1/4), C (2, —1), A* (—4, 2), B* (—1, 6), 
C* (4, 13); 

_8) A Dee V 3/2), C(—1/2, —V 3/2), A* = B, B* = 


54 (1, 2. B(—7, 4), C(3, —6); A*, B*, C* sont les mi- 
lieux des côtés du triangle ABC, opposés aux sommets 4, B, C 
respectivement. 

12.41. Trouver toutes les transformations linéaires du plan (si 
elles existent) qui associent aux points À, B, C les points A*, 
B*, C* respectivement : 

1) À (1, 4), B (—2, 1), C (0, 3), A* (0, 0), B* (1, 0), C* (0, 4); 

2) A (—2, 0), B (2, —1), C'(0, 4), A*(—2, 1), B* (2, 1), 
C* (0, 1); 


3) À (2, 0), B (3. 1), C(4, —2), A*(2, 1), B*(—2, 1), 
C* (—6, —3); 

4) A (0, 0), B(—1, 2), C(1, —2), A*(—1, —1), B* (0, O0), 
C* (1, 1). 


12.42. Trouver tous les points immobiles de la transformation 
affine définie par les formules: 

1) z* = 7z — 3y, y* = r + y; 

2) 2 = —51z + y, y” = 6z; 


3) z* = —07z + y, y 62 Lire 
Denys * = —2z + 2y — 6; 
5) 2* = 4x + 3y —1, y* = —3x — 2y +1; 


6) z* = zx, y* = y. 
12.43. Trouver les droites invariantes de la transformation 
linéaire définie par les formules: 


1) z* = 2x + 3y, y* = —y; 
2) 2 = —z+ y, Y* = rz —7y; 
3) z* = y —9,y* = 9r +1; 
4) 2 = y, y* = —z +1; 


5) z* = 2x + y —3, y* = 2x + 3y —6; 
6) z* = 5x + 3y + 1, y* = —Sz — y; 
7) 2% = 3x — 2y + 5, y* = 2x — y +5. 
12.44. Démontrer que le déterminant 


À — a b, 


Go Da 


de la transformation linéaire définie par les formules 
2 = ax +by+e, y* = ax + boy + ce, 


ne dépend pas du choix du repère. 


$ 12] TRANSFORMATIONS LINBAIRES ET AFFINES 101 


12.45. Les points À, B, C ont dans le repère {O, e,, e.} les 
coordonnées (1, 0), (0, 1), (4, 1) respectivement et dans le repère 
{O*, e*, e*} les coordonnées respectives (1, —1), (—3, 2), (0, 1). 
Écrire les formules définissant, dans le repère {O, e,, e.}, la trans- 
formation affine f telle que f (0) = O*, f(e,;) —eï, f (e.) — eÿ. 

12.46. Soient les formules de passage du repère {O, e,, e.} 
au repère {0”, e;, e:}. Ecrire les formules définissant, dans le repère 
{O, e,, e:}, la transformation affine f telle que f (0) — 0”, f (e;) = 
= €,, f (e.) = e;: 

A)z=2 +y —2,y = 2x —y +3; 

2) x = 3x —4y" —5, y = 4x° + 3y° + 1. 

12.47. Ecrire les formules de la transformation affine qui associe : 

1) les droites 3x + 2y — 3 = 0, 2x + 3y + 1 = 0 aux droites 
respectives z — y + 1 = 0,x<+y —1 —=0et le point B (—1, —2) 
au point À (1, {); 

2) l’axe des ordonnées et l’axe des abscisses aux droites res- 
pectives A,x + By + C;, =0et Az + Boy + C, = 0 et le point 
B (1, 1) au point À (to, Yo) (le point À n'appartient pas aux droites 
proposées). 

12.48. Soit la transformation affine z* = 2x + 3y, y* = 3x + 
+ 5y. Ecrire l'équation de l’image de la courbe: 

1) +y—=1; 2)z2x —y =1; 3) zy =2; 4) y = 67; 

9) (3x + 4y — 1) (4x — 3y + 1) = 0; 

6) (+y —1)(+y+1) = 2. 

12.49. Soit la transformation affine 2x* = —x + 5y + 1, y* — 
— 3x — 2y —1. Ecrire l'équation de l’antécédent de la courbe: 


1) a+y=4; 2) Ep; 3) (y+1)=8(z--1); 
4) {x + y —1) (x —y —1) =1; 


5) (x + 2y — 2) (x + 2y + 2) = 0. 
12.50. 1) Ecrire les formules de la transformation affine de pre- 


mière espèce qui applique l’ellipse Le + y* = 1 sur elle-même de 


telle sorte qu’au point À (1, V 3/2) corresponde le point B (—2, 0). 

2) Résoudre le même problème pour la transformation affine de 
deuxième espèce. 

12.51. Ecrire les formules de la transformation affine qui appli- 
que l’hyperbole = ne — { sur elle-même de telle sorte qu'au 
point À (5, 4) corresponde le point B (V5, O0). 

12.52. Trouver la transformation affine qui applique la parabole 
zx? = 4y sur elle-même et: 

1) qui envoie le point À, (2, 1) au point B, (4, 4), et le point 
A, (1, 1/4) en B, (3, 9/4); 

2) dont le déterminant vaut fi. 
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Expression analytique des transformations affines 
(dans les problèmes 12.53 à 12.62 
on donne un repère orthonormé) 


12.53. Ecrire les formules des transformations du plan: 

4) la rotation d'angle œ autour de l'origine des coordonnées; 

2) la rotation d'angle @ autour du point M (xs, Yo); 

3) la projection orthogonale sur l'axe des abscisses ; 

4) la projection orthogonale sur la droite x — 3y + 1 = 0; 

5) la symétrie par rapport à l'axe des ordonnées; 

6) la symétrie par rapport à la droite 3x + 4y —1 = 0; 

7) la contraction vers l’axe des abscisses de rapport À > 0; 

8) la contraction vers la droite x + y — 2 — 0 de rapport 1/3; 

9) la contraction vers la droite 2z — y + 5 = 0 de rapport 2. 

12.54. Lesquelles des transformations du problème 12.53 sont: 

1) affines; 2) orthogonales ? 

12.55. Donner une caractéristique géométrique des transfor- 
mations : 

1) 2% = 2, y* = 3y; 2) z* = 2x, y* = 2y; 

Ja =z—1,y* = y +1; 


L 


- 


4) 2 = —x2, y* = y; 9) 2 = —1, y* = —y; 
G) z* = —y, y* = x; 7) 2 = y, y* = 7; 

1 1 
Ô) Fan Vi 7 CG): 


x = 1 * — 1 — : 
9) z Æ (c+y), y TE (3 —y) ; 
10) z* = 3x — 6, y* = 3y + 2; 


JE y— 1, p= Liste yt+t; 


15) += (2z+y—2), y*=+(r+2y+2); 

16) du problème 12.40, 3); 

17) du problème 12.41, 2). 
Dans 16) et 17) le repère est également orthonormé. 

12.56. On tourne le plan d’un angle égal à 3x/4 autour du point 
A (0, 1). Trouver: 

1) les images des points © (0, 0) et B (1, O0); 

2) les antécédents des points O et B; 

3) les images des droites z = 0 et y = z; 

4) les antécédents des droites y = 0 et y = —x. 
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12.57. De quel angle faut-il tourner la droite 3x — 4y + 25 = 0 
autour du point M (—7, 1) pour que son image: 

1) soit parallèle à l’axe des abscisses ; 

2) soit tangente au cercle x° + y? = 25/2? 

12.58. Le centre d'un carré est au point P (—1, 2) et l'un de 
ses côtés est défini par l’équation x + 2y = 0. Etablir les équations 
des autres côtés du carré. 

12.59. Le centre d’un hexagone régulier se trouve au point 
P (V3, 3/2) et l'un de ses côtés est défini par l'équation y = V 3x. 
Former les équations des autres côtés de l'hexagone. 

12.60. Calculer: 

1) l'aire du parallélogramme dont les côtés sont définis par les 
équations ax + by + ©, = 0, asx + boy + cc, = 0, ax + by + 
+ d, = 0, a, + boy + d, = 0. 

2) (s) l’aire du triangle dont les côtés sont définis par les équa- 
1e at + by + a = 0, ax + boy + ce = 0, asx + bay + ce; = 


12.61. Ecrire l'équation de la droite passant par le point 
M (—7, 13) et formant avec les droites 2x + y + 3 = 0 et x + 
+ y —2 = 0 un triangle dont l'aire est 9. 

12.62. Un cercle est défini par l'équation z° + y* — 6x + 8y — 
= 0. Etablir l'équation du cercle: 

1) symétrique au cercle donné par rapport à la droite x + y — 


2) obtenu du cercle donné par rotation d'angle Arc te autour 


de l’origine des coordonnées ; 
3) obtenu du cercle donné par homothétie de centre À (6, 0) 
et de rapport 4. 


Opérations sur les transformations linéaires. 
Structure des transformations orthogonales et affines 
(dans les problèmes 12.63 à 12.89, 
on donne un repère orthonormé, 
sauf mention du contraire) 


12.63. Ecrire les formules définissant les produits fg et gf de 
transformations affines données (le repère est cartésien) 
1)f:2t = y, y = zx; g: 2 = 3x + 4y +1, y* = —Tz + 
2 


2) f: 2 = 4x —2y +6, y* = —3x + y, g: 2 — z — y, 
y* = 4x + y + fi. 

12.64. Ecrire les formules du produit fg des transformations 
affines données f et g et caractériser ce produit du point de vue géo- 
métrique (le repère est cartésien); 

1) f est la translation de vecteur a (—1, 1); g l’homothétie de 
centre M (1, 2) et de rapport 3; 
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2) j est l’homothétie de centre 47 (2, —1) et de rapport —1/2; 
g la symétrie par rapport au point W (3, 1). 

12.65. On donne la transformation du plan rapporté à un repère 
cartésien. Ecrire les formules de la transformation réciproque (si 
elle existe): 


1) 2 = y +3, y* = —2 + 3y 
eh co 0: 
3) z* =Sr+eute p=iz Sy; 


4) z* = 3x + 5y — 4, y* = 5x + Jy + 6: 
9) z* = 3x — 24, y* = —zx + 4y + 12; 


= 4x — Sy, y* = 3x + 4y; 
8) z* = 4x + 3y, y* = 3x — 4y; 
= r(xcos —ysinœp), y* = r (x sin ® + y cos y) 

(r > 0); 

10) z* = r (x cos q + y sin ), y* = r (x sin @ — y cos y) 
(r > 0). 

12.66. Ecrire les formules définissant la puissance n-ième de la 
transformation donnée (7 est un entier naturel): 

1) z* = x cos a — y sin &, y* ape + ycos a; 


2) gets y*= — Æ 


TU: 

3) 2* =z+y, y* = y; 4) x* “ie: *= 2 + 2y. 

12.67. Ecrire les formules du ee fe des transformations 
affines données }j et g; 

1) f est l’homothétie de centre M (0, 1) et de rapport 9, g la 
symétrie par rapport à la droite x — 2y —3 — 

2) f est la contraction de rapport 3 vers la droite Pye ZT; £ la 
contraction de rapport 1/3 vers la droite x + y + 1 = 

3) f est l’homothétie de centre M (2, —1) et de rapport 4 ; 
g la rotation d'angle x/6 autour du point À (1, 1); 

4) f est la contraction de rapport 1/2 vers la droite 2x + 3y = 0, 
g l’homothétie de centre (1, 0) et de rapport —3/2. 

12.68. Ecrire les formules et caractériser du point de vue géo- 
métrique les transformations réciproques des transformations du 
problème 12.55, 1) à 15). 

12.69. Ecrire les formules des produits fg et gf, où f et g sont 
les transformations orthogonales suivantes : 

1) f est la rotation d'angle x/2 autour du point À (1, 1). g la 
translation de vecteur a (—1, —1); 

2) f est la symétrie par rapport à la droite zx — 2y —5 = 0, 
g la translation de vecteur a (2, 1); 

3) f est la rotation d'angle 2x/3 autour de l'origine des coordon- 
nées, g la symétrie par rapport à la droite y = 2; 
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4) f est la symétrie par rapport à la droite zx — y —1 = 0, 
g la symétrie par rapport à la droite x + y —1 =0; 
5) f est la symétrie par rapport à la droite 3x —y —1 = 0, 


g la symétrie par rapport à la droite 3x — y + 1 = 0; 
6) j est la rotation d'angle Arc sin& autour du point À (1, Ü), 


g la rotation d'angle Arc cos autour du point B (=1, 0); 


7) jf est la rotation de 30° autour du point À (1, 0), g la rotation 
de 330° autour du point B (0, 1). 

12.70. 1) Démontrer que le produit de la rotation du plan autour 
d'un point et de la translation est une rotation autour d'un autre 
Les 

2) Déterminer les coordonnées du point immobile P de la trans- 
formation définie par les formules (3) de l'introduction au $ 12 
pour 6 2nn, n € Z. Deémontrer que cette transformation est une: 
rotation d'angle @ autour du point P. 

3) Donner une caractéristique géométrique des transformations. 
{g et gf du problème 12.69, 1). 

12.71. 1) Démontrer que la transformation définie par les for- 
mules 

z* = xcos @ + y sin p, y* —= zsin p — y COS p 


est une symétrie par rapport à une droite passant par l’origine des 
coordonnées. Ecrire l’équation de cette droite. 

2) Quelle est la condition pour laquelle la transformation définie 
par les formules (4) de l'introduction au $ 12 soit une symétrie par 
rapport à une droite? Trouver l'équation de cette droite. | 

12.72. 1) Démontrer les formules (3), (4) de l'introduction au 
& 12. 

2) Démontrer que toute transformation orthogonale de première 
espèce est soit une translation, soit une rotation. 

3) Démontrer que toute transformation orthogonale de deuxième 
espèce est le produit de deux transformations commutables: de la 
symétrie par rapport à une droite et de la translation de vecteur (dit. 
vecteur de translation) colinéaire à cette droite. Trouver le vecteur 
de translation a pour la transformation définie par la formule (4) 
de l'introduction au $ 12. 

12.73. Caractériser du point de vue géométrique les transfor- 
mations définies par les formules: 


1) 2 =2z+i1, y* = —y; 
2) 2 =zxz+i1, y = —y +2; 
3) "= Z%, yY = —y + 2. 


12.74. Etablir de quelle espèce sont les transformations ortho- 
gonales f, £, fe et gf du problème 12.69. Donner une caractéristique 
géométrique (conforme au problème 12.72) des transformations Îe 
et gf du problème 12.69, 3) et 6). 
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12.75. Ecrire les formules de la transformation orthogonale de 
première espèce qui envoie le point À (2, 0) au point A* (1 + }/ 2,1) 
et le point B (2, 2) au point B* (1, 1 + V/ 2). Démontrer que cette 
transformation est une rotation autour de son point immobile uni- 
que. Calculer les coordonnées de ce point et l'angle de rotation. 

12.76. Ecrire les formules de la transformation orthogonale de 
deuxième espèce associant le point A* (1 + V2, 1) au point À (2, 0) 
et le point B*(1, 1+ V2) au point B (2,2). Démontrer que cette 
transformation est le produit de la symétrie par rapport à une droite 
et de la translation de vecteur colinéaire à cette droite. Calculer les 
coordonnées du vecteur de translation et écrire l'équation de l’axe 
de symétrie. 

12.77. 1) Démontrer que le produit de deux transformations 
dont chacune est une symétrie par rapport à une droite constitue 
une translation si ces droites sont parallèles, et une rotation si elles 
ne le sont pas. 

2) Donner une interprétation géométrique des transformations fg 
et gf du problème 12.69, 4). 

3) Mème question pour le problème 12.69, 5). 

12.78. 1) Démontrer que le produit de deux rotations autour des 
points distincts est une translation si la somme des angles de rota- 
tion vaut 217. 

2) Caractériser du point de vue géométrique les transformations 
fg et gfj du problème 12.69, 7). 

12.79. Démontrer que le carré de la transformation orthogonale 
de deuxième espèce est une translation. 

12.80. Représenter la transformation donnée sous la forme d’un 
produit de transformations dont chacune est une symétrie axiale: 

1) la rotation d'angle œ@ autour du point W; 

2) la translation de vecteur a; 

3) une transformation orthogonale quelconque de deuxième 
espèce. 

12.81. Calculer les coordonnées des vecteurs qui définissent les 
directions principales de la transformation affine donnée: 

1) zt = 3x, y* = 4y; 2) 2* = —3x, y* = 4y;: 

3) z* — 3x, y* — —3y; 

4) zx* — 

D) = y = x +7y; 

6) z* = 3y — 2, y* = —4z; 

7) z* = 2x + 5y, y* = —1Îx + 10y; 

8) z* = —4r + Ty, y* = 8x + y; 

9) z* = —4x + 8y, y* = —7z — 1ly; 

10) z* z+V ay +2, y* = 3 V 3x + 3y + V3. 

12.82. Représenter chacune des transformations affines du pro- 

blème 12.81 sous la forme du produit f = h.h,g, où g est une trans- 
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formation orthogonale, et h,, k, sont des contractions vers deux droi- 
tes perpendiculaires. 

12.83. Mettre sous la forme du produit kg, où g est une transfor- 
mation orthogonale et À une homothétie, chacune des transforma- 
tions f et f-! du problème: 

1) 12.65,7); 2) 12.65,8); 3) 12.65,9); 4) 12.65,10). 

12.84. Démontrer que la similitude est égale au produit d’une 
transformation orthogonale et d’une homothétie. 

12.85. Calculer les valeurs propres et les coordonnées des vec- 
teurs propres associés de la transformation linéaire (on donne un 
repère cartésien quelconque) si: 

1) z* = 7x, y* = —z1 + 5y; 

2) z* = 2x + y, y* = 2x + 3y; 

3) z* = 5x — 4y, y* = 4x — 5y; 

4) z* = 8x + 17y, y* = 17x + 8y; 

5) z* = 2x, y* = 2y; 

6) 2° =r —y, y = —z+7y; 

7) 2 = 1x — 5y, y* = 1227 — y; 

8) 2 = 7x — 2y, y* = 8x — y. 

12.86. Démontrer que la transformation affine définie par les 
formules z* = ax + by, y* = bzx + cy possède deux vecteurs pro- 
pres orthogonaux. 

12.87. La transformation affine f est définie par les formules 
a* = a,x + by, y* = asx + by, et la transformation f, par les 
formules 2* = ax + ay, y* = b,x + b,r. Démontrer que les 
directions principales de la transformation f coïncident avec celles 
des vecteurs propres de la transformation f;f. 

12.88. On identifie chaque point M (x, y) du plan à un nombre 
complexe z = x + iy. Démontrer que: 

1) la transformation z-+ Re z = x est une projection orthogo- 
nale sur l’axe des abscisses; 


2) la transformation 2+-+2 — x — iy est une symétrie par rap- 
port à l'axe des abscisses; 

3) la transformation z-—+ 2 + 29, Où Z9 = Zo + éy, est un nombre 
complexe fixé, constitue une translation de vecteur a (20, Yo); 

&) la transformation z-— az, où a est un nombre réel non nul, 
constitue une homothétie de centre à l'origine des coordonnées et 
de rapport a; 

5) la transformation z:+ (cos @ + à sin p)z — e°z (gp étant 
un nombre réel fixé) constitue une rotation d'angle œ autour de l’ori- 
gine des coordonnées. 


12.89. Donner une interprétation géométrique de la transfor- 
mation f du plan complexe (voir problème 12.88): 

1) f (z) = az, où a = r (cos @ +isin y), r>0; 

2) f (z) = az + b, où a, b sont des nombres complexes. a = 0. 
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$ 13. Notion de groupe 


Dans ce paragraphe sont utilisées les notions fondamentales suivantes: opé- 
ration algébrique binaire, groupe, élément unité, élément inverse, groupe abélien, 
groupe cyclique, sous-groupe, homomorphisme, isomorphisme de groupes, sous-grou- 
pe distingué. 

Un ensemble non vide $ s'appelle groupe s'il est muni d'une opération al- 
gébrique binaire (le plus souvent appelée multiplication) qui à chaque couple 
(a, b) d'éléments de £ fait correspondre un élément unique c = a-b € $, leur 
produit, et qui vérifie les axiomes suivants: 

. La multiplication est associative: (a-b)-c — a-(b-c) pour tous a, b, 
ce. 

_ Il existe dans $ un élément unité e tel que e-a = a-e = a pour tout. 
a € &. 

8. Pour tout a € $ il existe un élément inverse al € $ tel que a-a”t — 
= 4.4 —=e. | 

Le groupe % est dit commutatif ou abélien si ab = ba pour tous a, b € &. 
Dans un groupe abélien, l’opération est parfois appelée addition et la somme est. 
noté a + b. ou 

Le nombre des éléments du groupe & (s'il est fini) s'appelle ordre du groupe 
& que l'on note | $ |. Si l'ensemble $ est infini, le poupe &# est dit infini. 

Les puissances entières de l'élément: a € & sont définies par récurrence : 
a — e,a**l — at.a pour un n naturel, a? = (a-1)-" pour un n entier négatif. 

Le plus petit entier naturel n pour lequel a? = e (s'il existe) est appelé 
ordre (période) de l'élément a: Si:a? -& e pour tout », on dit que a est d'ordre 
infini. as 
Le groupe $ est dit cyclique d'élément générateur a si tous les éléments de $ 
sont des puissances entières de a. | 

Un sous-ensemble du groupe & est appelé sous-groupe de $ si € a une 
structure de groupe pour l'opération définie dans &. Le sous-groupe &£ du groupe 
$& est dit distingué dans $ si l'élément g”'hg appartient à # quels que soient 
les éléments h € , g € &. L'élémént.g”1hg est dit conjugué de l'élément k 
par g. 

Deux groupes %, et #, (munis des opérations - et X respectivement) sont 
dits isomorphes s’il existe une application bijective f de l'ensemble &#;, sur l'en- 
semble £,, telle que pour deux éléments quelconques a et b de &; est vérifiée 


l'égalité 
f (a-b) = f (a) X f (b). 1} 


Toute application f: £, — $, remplissant la condition (1) est appelée 
homomorphisme du groupe #, dans le groupe &,. On nee noyau de l'homo- 
morphisme / et on note Ker / l'ensemble e tous les éléments a € #, tels que 
f (a) = e, où e est l'élément unité du groupe $.. 

Soit <€ un sous-groupe de £. On appelle classe à gauche d'un élément g € & 
suivant le sous-groupe “# l'ensemble 


TH = {hRIREH)ISE. 
De façon analogue est définie la classe à droite 
He = (hglhER}SS. 


Dans le cas général, gX + Je. Si JE est un sous-groupe distingué de $, 
ge = eg pour tout g € $. Dans ce cas, l’ensemble £#/:X des classes du groupe 
& suivant le sous-groupe «€ est un groupe pour la multiplication des classes, dé- 
finie par l'égalité 

(af) (bF) = (ab) 
(voir problème 13.26). 
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Ce groupe est appelé groupe quotient de $ par le sous-groupe distingué €. 
Soit #h l'ensemble de toutes les transformations bijectives de l’ensemble 


% = {1,...,n}. Chaque transformation o € #, définit une permutation 
(15 - - «1 in) des nombres (1, . .., n). 11 est commode de la représenter par le 
symbole 


1. 2: 5% 1 
gm(t ?-») 
l ln .. ln 
qu'on appelle aussi permutation de degré n (la notation signifie que © (4) = iy, 
k = 1,...,n). On multiplie les permutations de la même façon que toutes 


les autres transformations. L'ensemble #, muni de la multiplication est un 
groupe appelé groupe symétrique de degré n. 


13.1. Dire si l'ensemble des transformations ponctuelles données 
du plan est un groupe pour la multiplication : 

1) l'ensemble de toutes les translations; 

2) l’ensemble de toutes les translations de vecteurs colinéaires 
à un vecteur donné: 

3) l’ensemble de toutes les translations de vecteurs non nuls; 

4) l'ensemble de toutes les translations définies par des vecteurs 
d'origine au point fixé À et d’extrémités situées sur la droite donnée 
(D); 
5) l’ensemble de toutes les rotations; 

6) l’ensemble de toutes les rotations autour d’un point donné; 
7) l’ensemble de toutes les transformations orthogonales; 

8) l’ensemble de toutes les transformations ‘orthogonales de 
première espèce; 

9) l’ensemble de toutes les transformations orthogonales de deu- 
xième espèce ; 

10) l’ensemble de toutes les transformations orthogonales ayant 
un point immobile commun À; 

11) l’ensemble de toutes les transformations affines; 

12) l’ensemble de toutes les transformations affines de première 
espèce ; 

13) l'ensemble de toutes les transformations affines de deuxième 
espèce ; 

14) l'ensemble de toutes les transformations linéaires ; 

15) l’ensemble de toutes les contractions vers la droite donnée; 

16) l’ensemble formé de deux transformations : la transformation 
identique et la symétrie par rapport à une droite donnée ; 

17) l’ensemble des rotations du plan autour du centre d’un poly- 
gone régulier de x côtés, qui appliquent ce polynôme sur lui-même 
(rotations d'un polygône régulier de n côtés); 

18) l’ensemble de toutes les inversions du plan de même pôle; 

19) l’ensemble de toutes les similitudes. 

13.2. Dire si l’ensemble des transformations ponctuelles du 
plan, définies par les formules ci-après, est un groupe pour la mul- 
tiplication : 
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1) 2 = Àz, y = y; 2) at = hz, y* = M, À 0; 
3) 2° — Àz, y* = y, À >0; 
4) z* = Az, y* = y, À <0; 
5) 2 = hr, y = 2y, À Æ 0; 
6) 2* = y, y = pa, À 0; 


DÉ=kM y =y, À F0; 
8) 2 = zx, y* = Az +y; 
9) z* = ax +- by, y* — cx + dy; 
10) z* = az + by, y* = cz + dy, ad — b OÙ; 
11) 2° = ax + by, y* = bz + cy, ac — b* O0; 
42) rt = ax — by, y* = bz + ay, à + b° 0; 
43) zx* = r (x cos ® — y sin y), 

y* = r (x sin @ + y cos p), r >0; 
14) 2f = ax + biz + 0, y* = ax + bay + ce, 


dd — Gode = 1. 

13.3. Est-ce que les ensembles suivants sont des groupes pour la 
multiplication : 

4) l’ensemble des nombres réels; 

2) l’ensemble des nombres réels non nuls; 

3) l’ensemble des nombres réels strictement positifs; 

4) l’ensemble des nombres réels strictement négatifs; 

9) l’ensemble des nombres rationnels strictement positifs ; 

6) l’ensemble des nombres entiers strictement positifs; 

7) l’ensemble des nombres complexes non nuls; 

8) l’ensemble des nombres complexes : 

9) l’ensemble des nombres complexes de module 1; 

10) l’ensemble des nombres imaginaires purs non nuls; 

11) l’ensemble composé de deux nombres 1 et —1; 

12) l’ensemble des racines complexes n-ièmes de 1 (7 est un en- 
tier naturel) ? 

13.4. Est-ce que les ensembles ci-après munis de l'addition sont 
des groupes: 

4) l’ensemble des nombres réels ; 

2) l’ensemble des nombres réels strictement positifs; 

3) l’ensemble des nombres réels positifs ; 

4) l’ensemble des nombres rationnels; 

ñ) l’ensemble des nombres entiers: 

6) l’ensemble des nombres entiers strictement positifs; 

7) l’ensemble des nombres pairs; 

8) l’ensemble des nombres impairs; 

9) l’ensemble des nombres divisibles par 3; 

10) l’ensemble des nombres complexes; 

11) l’ensemble des nombres complexes imaginaires purs; 

12) l’ensemble composé du seul nombre 0? 
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13.5. Dire si les ensembles munis des opérations suivantes sont. 
des groupes: 

1) l’ensemble des vecteurs du plan, muni de l'addition; 

2) l’ensemble des vecteurs de l’espace, muni de l'addition; 

3) l’ensemble des vecteurs de l’espace, muni de l'opération pro- 
duit vectoriel: 

4) l’ensemble des vecteurs non nuls de l’espace, muni de l’'opé- 
ration produit vectoriel. 

13.6. Démontrer que dans tout groupe: 

1) l’élément unité e est unique; 

2) tout élément a admet un élément inverse a”! et un seul; 

3) l'égalité ax = b est équivalente à x — ab, et l'égalité za — 

— b est équivalente à x — bar! 

4) tous les éléments a et b vérifient l'égalité (ab)”* = b"'ar#, 

13.7. Démontrer que le groupe est abélien si le carré Fe tout 
élément de ce groupe est égal à l’élément unité. 

13.8. Démontrer que toutes les transformations affines du plan, 
qui font correspondre à un triangle donné le mème triangle, forment 
un groupe non abélien. Déterminer l'ordre de ce groupe. 

13.9. Démontrer que deux groupes sont isomorphes: 

1) le groupe additif des nombres réels et le groupe multiplicatif 
des translations de vecteurs colinéaires à un vecteur donné; 

2) le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1 
à le groupe multiplicatif des rotations du plan autour d’un point 

onné ; 

3) le groupe additif des nombres complexes et le groupe multipli- 
catif des translations du plan; 

4) le groupe multiplicatif des nombres réels non nuls et le grou- 
pe multiplicatif des homothéties de centre au point donné (le rap- 
port d'homothétie est différent de zéro); 

9) le groupe multiplicatif des nombres complexes non nuls et 
le groupe multiplicatif des transformations ponctuelles du plan, 
définies par les formules z2* = ax — by, y* — br + ay, a° + 
+ b => 0; 

6) le groupe additif des nombres réels et le groupe multiplicatif 
des nombres réels strictement positifs ; 

7) les groupes additifs des nombres entiers et des nombres 
pairs ; 

8) le groupe multiplicatif des rotations d'un polygone régulier 
n côtes et le groupe multiplicatif des racines complexes n-ièmes 

é. 1: 

9) deux groupes quelconques contenant chacun deux éléments; 

10) deux groupes quelconques contenant, chacun, trois éléments. 

13.10. Démontrer qu'il n'existe que deux groupes différents 
(à un isomorphisme près) contenant, chacun, quatre éléments. Don- 
ner les exemples dans les deux cas. 
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13.11. Démontrer que le groupe donné est cyclique et trouver 
son élément générateur ; 

1) le groupe additif des entiers relatifs; 

2) le groupe additif rZ des multiples entiers d’un nombre natu- 
rel donné n; 

3) le groupe multiplicatif des racines complexes n-ièmes de 1; 

4) le groupe des rotations d'un polygone régulier de n côtés. 

13.12. Trouver tous les sous-groupes des groupes du problè- 
me 13.11. 

13.13. Démontrer que: 

1) tout sous-groupe d'un groupe cyclique est encore cyclique; 

2) l’image homomorphe d'un groupe cyclique est un groupe cy- 
clique. 

13.14. Démontrer que tous les groupes cycliques finis de même 
ordre sont isomorphes deux à deux. . 

13.15. Démontrer que tout groupe cyclique infini est isomorphe 
au groupe des entiers relatifs. 

13.16. Montrer que:. 

1) le groupe de toutes les transformations orthogonales qui con- 
servent un polygone régulier donné de nr côtés (dit groupe des sy- 
métries de ce polygone) contient 2n transformations ; 

2) le groupe des rotations d'un polygone régulier de nr côtés est 
son sous-groupe distingué. 

13.17. Soient | 5 | — 2n et “£ un sous-groupe de :4 d'ordre n: 
Démontrer que #£ est un sous-groupe distingué du groupe :. 

13.18. Soit S£ un sous-ensemble non vide du groupe :#. Dé- 
montrer que £ est un sous-groupe de :# si et seulement si sont 
Foie deux conditions: a) kh, € %Æ sihuy, k€ 5 ; b)h71€ 3@ si 

€ YA. 

13.19. Soit :£ un sous-ensemble non vide du groupe 2, qui est 
Stable pour la multiplication (c’est-à-dire que les éléments de :Æ 
vérifient la condition a) du problème 13.18). Démontrer que :# est 
un sous-groupe de «4 dans chacun des cas suivants: 

1) € est un ensemble fini; 

2) tous les éléments de #£ sont d'ordre fini. 

13.20. Soit £ un sous-groupe du groupe :3. Démontrer que: 

1) deux éléments a, b du groupe # appartiennent à une même 
classe à gauche suivant le sous-groupe #£ si et seulement sia-'b€<# ; 

2) le groupe & est la réunion des classes à gauche (à droite) sui- 
vant 4% disjointes deux à deux; 

3) deux classes quelconques suivant 5# sont en correspondance 
biunivoque. 

13.21. 1) Démontrer le théorème de Lagrange: l’ordre d’un grou- 
pe fini est divisible par l'ordre de son sous-groupe quelconque. 

2) Démontrer que l’ordre d’un groupe fini est divisible par l’or- 
dre de tout élément de ce groupe. 
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3) Démontrer que le groupe est cyclique si son ordre est un nom- 
bre premier. 


13.22. Soient ‘ le groupe des symétries d’un triangle équilaté- 
ral (voir problème 13.16) et 5 son sous-groupe composé de la trans- 
formation identique t et de la symétrie par rapport à l’une des hau- 
teurs du triangle. Vérifier que # n’est pas un sous-groupe distingué 
de $ et trouver la partition du groupe : en classes à gauche et à 
droite suivant 4. 


13.23. Soit f: & —+ £ un homomorphisme du groupe :# dans le 
groupe d#. Démontrer que: 

1) f (£) est un sous-groupe de “Z ; 

2) Ker/f est un sous-groupe distingué de .? ; 

3) l’application f est uneinjection siet seulement si Ker f = {e}. 

13.24. Démontrer que: 

1) les translations constituent un sous-groupe distingué du groupe 
des transformations orthogonales du plan; 

2) les transformations ayant un point immobile constituent un 
sous-groupe du groupe des transformations orthogonales du plan, 
mais ce sous-groupe n'est pas distingue. 

13.25. Démontrer que: 

1) si un ensemble fini de transformations affines du plan a une 
structure de groupe, toutes les transformations de cet ensemble pos- 
sèédent un point immobile commun; 

2) tout groupe fini de transformations orthogonales du plan est 
le groupe des symétries ou le groupe des rotations d’un polygone 
régulier. 

13.26. Démontrer les assertions: 

1) Pour qu’un sous-groupe c#Æ du groupe .5 soit distingué dans 
$, il faut et il suffit que go -- SC g pour tout élément £ € 9. 

2) Si Æ est un sous-groupe distingué de ‘, le produit des classes 
à gauche est indépendant du choix des éléments qui les définissent, 
et l'ensemble £&/$£ a une structure de groupe. 

13.27. Soit f: # —+ GG l'homomorphisme de groupes. Démontrer 
que le groupe f (‘£&) est isomorphe au groupe quotient ‘4/Ker /. 

13.28. Déterminer (à un isomorphisme près) le groupe quotient 
GIF Si: 

1) $ est le groupe des nombres complexes, -Z le groupe des nom- 
bres réels. Dans les deux cas, on a affaire à un croupe additif: 

2) 4 est le groupe des nombres complexes non nuls, 4 le groupe 
des nombres réels strictement positifs. Dans les deux cas, on a af- 
faire à un groupe multiplicatif. 

3) & est le groupe multiplicatif des nombres complexes non nuls, 
&£ le sous-groupe des nombres de module 1. 

4) « est le groupe additif des nombres réels, 3£ le sous-groupe des 
entiers relatifs. 


8— 540 
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5) $ = Z est le groupe des entiers relatifs, £ — nrZ le sous- 
groupe des multiples d’un entier naturel donné n. 

6) $ est le groupe des transformations orthogonales du plan de 
première espèce, <# le sous-groupe des translations. 

13.29. Soit €, le groupe des racines n-ièmes de 1 (voir problè- 
me 13.3, 12)). Déterminer le nombre des homomorphismes: 

1) de €, dans % ,; 2) de 6, dans €,; 3) de, dans €,; 4) de 
€s dans 6;. 

13.30. 1) Démontrer que l’ensemble #, de toutes les permuta- 
tions de degré r est un groupe pour la multiplication des transfor- 
mations. Déterminer l’ordre de ce groupe. 

2) Démontrer que les groupes #, ne sont pas commutatifs pour 
n > à. 

13.31. Calculer : 


1 2\° 1 2 3\ /1 2 3 

5) ( mi 2) (, 1 ) CG s 

» ({ Mie 23). 
2 3 1) \3 1 2J' 

TR PP I RL 
2 3 4 1) \4 3 2 1 4 3 2 1) \2 3 4 1)° 


13.32. Trouver : 

1) tous les sous-groupes de #3; 

2) tous les sous-groupes distingués de #,. 

13.33. Démontrer que toutes les permutations paires constituent 
un sous-groupe distingué ./, de #, et déterminer son ordre. 

13.34. Démontrer que le groupe des permutations paires de 
degré 4 ne possède pas de sous-groupes d'ordre 6 (et par suite, le 
théorème réciproque du théorème de Lagrange n’est pas vrai, voir 
problème 13.21, 1)). 

13.35. Soit 7 un sous-groupe non cyclique d'ordre 4 dans #ÿ,. 
Démontrer que: 

1) 7° € .4,; 2) Ÿ' est distingué dans # ,; 

3) PaT = Ps. 


CHAPITRE VI 


MATRICES 


$ 14. Déterminants 


Dans ce paragraphe on utilise les notions fondamentales suivantes: matrice, 
ligne et colonne d'une matrice, permutation, permutation paire (impaire), déter- 
minant d'une matrice carrée, mineur d'une matrice, transformations élémentaires 
d'une matrice, transposition d'une matrice. Dans les problèmes 14.33 à 14.44 on 
utilise d’autres opérations sur les matrices, ainsi que des matrices d’autres formes 
spéciales ; les notations et les définitions qui y correspondent sont données dans 
l'introduction au & 15. 

La matrice carrée d'ordre n 


Gn1 Ans --. Ann 


est également notée ||4;;|| ou (a;;). Les éléments a;1, . .., a, forment la i-ème 
ligne, les éléments &,, . .., a,y, la j-ième colonne de la matrice 4. On dit que 
l'élément a;y se trouve à l'intersection de la i-ème ligne et de la j-ième colonne. 
On admet partout dans ce chapitre, à l'exception de quelques cas spécialement 
mentionnés, que les éléments de la matrice sont des nombres réels ou complexes. 


Le déterminant de la matrice À est noté detA, |4| ou 


Gn1 Ana CR Ann 


ol 1) 
=ad— bc; 
d : 
a bia b, c Go C 
&s b: Co = d;, . 2 — D; è > 
bs cs Gs C3 
Gg ba C 
> Ds 
+ #4 = dybscs— a1dsc + asbics — asbics + asbscy — asbaci. (2) 
3 
Les formules de récurrence sont : 


“ . 
det A=— ÿ (— 1) 544 ax Mi (3) 
Res 1 
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(formule de développement du déterminant suivant la i-ième ligne), 
ñn 
det A= Ÿ\ (—1)*+iarsMhy (4) 
hk=1 


Été de développement du déterminant suivant la Pros colonne). Dans les 
ormules (3) et QE M;r désigne le mineur associé à l'élément a,,, c'est-à-dire le 
déterminant de la matrice d'ordre 7 — 1 obtenue de À en éliminant la ligne et 
la colonne contenant l'élément a}. 


Nic 40 
= >» (—1) Fe Ajgy "ni (5) 


(iso in) 


est la formule de développement du déterminant. Elle exprime le déterminant de 
la matrice d'ordre » en fonction de ses éléments. Les valeurs des indices i,, ... 
..., in dans la formule (5) constituent toutes les permutations possibles des 
nombres 1, 2, ..., n, tandis que # (i,, ..., i,) désigne le nombre de déran- 
gements de l'ordre dans la permutation (i, ..., i,). Rappelons que la permu- 
tation (i1, - .-., in) est dite paire si le nombre W (i, ..., i,) est pair, et im- 
paire dans le cas contraire. 

Formulons le théorème de Laplace. On appelle mineur d'ordre s (5 n) 
de la matrice À le déterminant de la matrice formée par l'intersection de s lignes 
et de s colonnes quelconques de la matrice 4. Si ces lignes possèdent les numé- 
ros ë. -.., is, et les colonnes, les numéros j;, . .., j,, le mineur correspon- 


t...t.. 
dant est noté Li; - 


CR État Q Q Q 41...1 . 
Désignons par M; ";* le mineur associé au mineur L; "";, c'est-à-dire 


8 8 
le déterminant de la matrice d'ordre 7 — s obtenue de À en éliminant les s li- 
gnes ct s colonnes données. Dans ce cas, pour tout entier naturel s (5 n) et tout 
ensemble des numéros i, ..., i, telsquei io <<... <1,,ona 


; : Lee J1 TP 
(1 D.) 
où la somme est calculée sur tous les s-uples des indices j1, . . ., j, tels que 


1<j1 <je <<... <j, L nr. La formule (6) peut être appelée formule de dé- 
De ppemen du déterminant suivant les s lignes données. La formule analogue de 


développement du déterminant suivant les s colonnes données s'écrit : 
det A— S peer pit tem .. te 
1-79 J1..74 
Ci ss 4,) 


Cette fois-ci, les indices j1, . . ., j, sont fixés, et la somme est calculée sur tous 
les s-uples des indices i,, . .., i, tels que 1<üu<...<i,<n. 
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Permutations 
(problèmes 14.1 à 143) 


14.1. 1) Démontrer qu’en changeant successivement de places 
deux nombres voisins, on peut permuter deux éléments quelconques 
et conserver la position des autres. 

2) Démontrer que la parité d’une permutation change si l’on per- 
mute deux quelconques de ses éléments. 

14.2. 1) Démontrer qu'en permutant Æ fois deux nombres voi- 
sins, on peut disposer les éléments d'une permutation dans l'ordre 
des valeurs croissantes. Est-ce que Æ est défini de façon unique ? 

2) Soit s le nombre des dérangements de l'ordre dans une per- 
mutation. Démontrer que les nombres # et s ont la même parité. 

3) Indiquer exactement s permutations successives qu'il faut 
faire dans les couples d'éléments voisins pour que tous les éléments 
d'une permutation soient ordonnés de façon croissante. 

14.3. En permutant successivement deux nombres voisins, dis- 
poser les éléments des permutations suivantes dans l’ordre des va- 
leurs croissantes. Déterminer le nombre des dérangements et la parité 
des permutations. 

1) 654321); 2)(645231); 

3); 4124359876); 

4321); 6) (4321598706); 

Lies 

is An = 1, 
, 2n, 1, 3, 


Calcul des déterminants 
(problèmes 14.4 à 14.32) 


14.4. Calculer le déterminant d’ordre 2: 

1) 4515 2) | 41; 3) | 4]; 

4) | A4gsl; 9) | Al; 6) | 41: 

14.5. Calculer | 44 | pour e = eti/s. 

14.6. Soient zx—=rcosæ, y—rsiny. Calculer le jacobien 
Ox/or Ôx/0p 
0yl/ôr Oy/0v 

14.7. Calculer le déterminant d’ordre 3: 

1) | 4001; 2) 42011; 3) | 4%08 1; 4) | 403 | ; 

d) Al; 6) | 4205 15 7) 4209 13 8) | A0 | ; 

9) | 4365 | ; 10) | Ass |; 11) l As66 | ; 12) | 4368 |- 

14.8. Calculer | 435:| pour w—e2ti/3, 

14.9. Soient z—rcosmcosŸ, y—=rsin cos, = r sin Ÿ. 
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Ox/ôr Oxlô® Ox/d 
Calculer le jacobien |0y/0r ôy/ô® ôylôw|. 
Oz/or Oz/0@  Oz/0 
14.10. Résoudre l'équation en À: 
1) | Au —2E |=0; 2) | As —AE | =0; 
3) | Aus —ÀE | =0. 
14.11. Combien de termes contient : 
1) la formule de développement du déterminant d'ordre 4? 
2) la formule de développement du déterminant d'ordre 5? 
14.12. 1) Est-ce que le développement du déterminant de la 
matrice {|| a;; || d'ordre 5 contient les termes a;5@2@3i@aitas; 
A55120 34021043 ? 
2) Avec quel signe figurent les termes  &Gio@o1@3a@asgss 


Qi sdosü sad a1üse dans le développement du déterminant de la matrice 
d'ordre 5? 


14.13. Soit une matrice À d'ordre nr dont nr éléments sont égaux 
à 1 et les autres sont nuls. A quoi peut être égal le déterminant de 
la matrice À ? 

14.14. Démontrer que le déterminant d’une matrice diagonale 
cst égal au produit de ses éléments diagonaux. 

14.15. Démontrer que le déterminant d’une matrice triangulaire 
est égal au produit de ses éléments diagonaux. 

14.16. 1) Comment varie le déterminant si on permute deux 
lignes de la matrice ? 

2) Comment varie le déterminant si on ajoute une ligne de la 
matrice à une autre? 

3) Comment varie le déterminant si on multiplie une ligne de la 
matrice par le nombre À? 

4) Quelles variations subit le déterminant si on fait les mêmes 
transformations élémentaires sur les colonnes de la matrice ? 

14.17. Est-ce que le déterminant change quand la matrice est 
transposée ? 

14.18. Comment varie le déterminant si tous les éléments de la 
matrice sont remplacés par des nombres complexes conjugués ? 

14.19. Formuler quelques conditions sous lesquelles le déter- 
minant de la matrice À s’annule. Formuler une condition nécessaire 
et suffisante. 

14.20. Soit det À = 0. Démontrer qu'en faisant subir aux li- 
gnes de la matrice les transformations élémentaires qui conservent 
le déterminant, on peut obtenir: 1) une matrice triangulaire ; 2) une 
matrice diagonale. 

14.21. Calculer le déterminant d’ordre 4: 


1) | Aaso 5 2) | Aam 5 3) | Aase ls 4) | Ass l; 
9) | Aus ls 6) |Ausrl; 7) | Aas l; 8) | Aasol; 
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9) 1 Auo l3 10) L'Aau ls 11) D 'Aass 15 12) | Aags |; 

13) | Ass l5 14) l'Aaaa ls 19) |'Aaas |. 

14.22. Calculer le déterminant d’ordre 5: 

1) lA550 13 2) | 4530 13 3) | As3s |: 

4) l'Asa 5 9) | 4556 |: 

14.23. Calculer le déterminant d'ordre n: 

1) 1 4600 13 2) 1460113 3) l'Agio l3 4) | Aeu |; 

9) | Agsl; 6) |Ae5 13 7) | Ag l5 8) | Aus |; 

9) 14622 |; 10) | 4633 3 11) | 4625 3 12) | A620 |: 

13) | 4803 13 14) | Ages |; 19) | Agua 5 16) | A696 |; 

17) | 4639 |; 18) | Ag | (r — 2h). 

14.24. Calculer le déterminant d'ordre x (il est utile d'obtenir la 
formule de récurrence) ; 

1) | 4631; 2) | 489 |; 3) | 4631 | ; 

4) | 4313 9) |'Aexl; 6) | A6as | ; 

2) [1 1 | 


x° e … 2 [=W(z,...,21) (déterminant de Van- 
ue À ji — .. 
dermonde) ; 
8) | 1—at! 1 — a} b7 


1— ab,  ‘‘"" 1—a1ib} 


1— añb}t 1— ann 

Ian, ‘‘* 1—anb, 
9) |1+z ... 1+2 

A+ ... 17 


1x, ... 1+7à 


10) (s) |2& 1 0 0 0 
1 24 1 0 0 
O0 1 2« 0 O |; 
0 O0 0 1 2a 
11) |2cos 1 0 0 0 
1 2 cos 1 0 () 
0 1 2 COS 0 O |; 


0 (0) (0) .. 1 2coswp 
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12) [2choœ 1 (0 0 0 13) (s) | Açssl - 
1 2choœ 1 0 0 
0 1 2ch 0 O |; 
AS ee | Se 


14.25. Montrer que le déterminant de la matrice À d'ordre n 
vaut O0 si elle contientunesous-matrice nulle à k lignes et Z colonnes, 
telle que k + I> n. 

14.26. Calculer det À en sachant que, dans la matrice À, la som- 
me des lignes de numéros pairs est égale à la somme des lignes de 
numéros impairs. 

14.27. Comment varie le déterminant si l’on permute les colon- 
nes de la matrice en les rangeant dans l’ordre inverse ? 

14.28. Comment varie le déterminant si la matrice est transpo- 
séc par rapport à la diagonale non principale ? 

14.29. Les nombres 1081, 1403, 2093 et 1541 sont divisibles par 
23. Expliquer, sans recourir aux calculs, pourquoi le nombre 


1 


On OO = © 


8 
() 
9 
4 


F2 0 > 
> CO CO 


est également divisible par 23. 
14.30. Soit A/;; le mineur associé à l'élément a;; de la matrice 
71 


A. Démontrer que à arjM;; (—1)*? = 0 pour ki (n étant 


j=1 
l'ordre de À). 
14.31. 1) Soit une matrice d'ordre 2 dont tous les éléments sont 
des fonctions dérivables d’une variable t. Démontrer que la dérivée 
du déterminant considéré en tant que fonction de t vérifie la formule 


a(t) b(t)|" |a’() d’(t) a(t) bit) 
c(t) d(t)| Îc(t) dt) c'(t) d'(t)| 

2) Etablir et démontrer la formule de dérivation du déterminant 
d'ordre n. 


14.32. Démontrer que det (4 — ÀE) est un polynôme en à et 
calculer ses coefficients. 


Dans les problèmes 14.33 à 14.44 on utilise les opérations 
sur les matrices et quelques types spéciaux de matrices 


14.33. Les identités suivantes sont-elles vraies (n est POP de 
la matrice A): =.  .:........ 
1) det (A + B) = det À + det B; 
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2) det (A4) = À det À; 

3) det (44) — À” det À; 

4) det (A*) = (det A}* ? 

14.34. Soient À une matrice carrée d'ordre n; b;; le mineur as- 
socié à son élément a;,, c;, le cofacteur de l’élément a;;. On forme à 
partir de b;;et cijles matrices B = (b;;), C = (c;;). Démontrer que: 
det B — det C — (det A)'”1. 

14.35. Démontrer que le déterminant d’une matrice hermitienne 
est un nombre réel. 

14.36. Démontrer que le déterminant d’une matrice symétrique: 
gauche d'ordre impair vaut 0. 

14.37. Démontrer que | det À | — 1 si la matrice À est unitaire. 

14.38. Démontrer que det À (‘A) > 0 pour toute matrice réelle 4. 

14.39. Soient B,, ..., B, des matrices carrées et H= 

B, ÔÙ 
… É une matrice quasi diagonale. Démontrer que 


0  B, 
det H7 = det B, ... det B,. 
14.40. Soient À, D des matrices carrées, H — B D une 


matrice triangulaire de matrices. Démontrer que det HP = 
— det À-det D. 
14.41. Soient À une matrice carrée d'ordre n, det ÀA—a, 


A 24 
= ; Iculer det H-. 
H rh ul Calculer det H© 
14.42. Soient À une matrice carrée, 4°, 4%, A‘ ses puissances, 
A  Æ Ci 
H — 4 A | . Calculer det H°. 
14.43. 1) Soient À, B, C, E des matrices carrées d'ordre n, 
A 
E la matrice unité, H=|" E Démontrer que det H-— 
— det (4— BC). 
2) Est-ce que l'égalité det HT = det(AD— BC) est toujours 
B 
vraie pour une matrice de matrices H — C D ? 


14.44. Exprimer le déterminant du produit tensoriel À @ B 
en fonction des déterminants des matrices À, £. 


$ 15. Opérations sur les matrices 


On utilise dans ce paragraphe les notions fondamentales suivantes: matrice, 
dimensions de la matrice, sous-matrice (bloc), transformations élémentaires d'une 
matrice, somme des matrices, produit d'une matrice par un nombre, produit des 
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matrices, matrices commutables, matrice inverse, trace d'une matrice, + A Les 
matriciel. Dans quelques problèmes on suppose connu l'algorithme de Gauss. 
Une explication détaillée sur l'algorithme de Gauss est donnée dans l'introduc- 
tion au $ 16. 


Donnons quelques notations et définitions. La matrice 


di1 die din 
A=l|lä2r de Gon 
Am1 Ame mn 


contient m» lignes et » colonnes. On dit qu'elle est de type (m, n). Examinons les 
matrices À, B, C d'éléments a, b;j, c,y respectivement. 

La matrice B est appelée produit de la matrice À par le nombre «a si tous les 
éléments de ces matrices vérifient les égalités b;; — «a;y (les matrices À, B sont 
de même type). Notation: B = aA. 

Soient À, B, C des matrices de même type. La matrice C s'appelle somme 
des matrices À et B et se note C — À + B si, pour toutes les valeurs des indi- 
ces i, j, sont vérifiées les égalités c;y — ay + by. 

Posons que le nombre des colonnes de la matrice À est égal à celui des li- 
gnes de la matrice B. La matrice C est appelée produit de À par B (à droite), 
C = AB, si, pour toutes les valeurs des indices é, j, sont vérifiées les égalités 

n | 
Ci — bà a;kbr. Si À est de type (m, n) et B de type (nr, p), la matrice C — AB 
est de type (m, p). Les matrices À et B commutent si AB = BA. 

Les deux types suivants de transformations sont appelés transformations 
élémentaires principales de la matrice. Ce sont : 1) la multiplication d'une ligne 
de la matrice par un nombre différent de zéro ; 2) l'addition d’une ligne de la 
matrice à une autre ligne. Parmi les transformations élémentaires on peut encore 
citer: 3) la permutation de deux lignes de la matrice ; 4) l'addition d'une ligne 
multipliée par un nombre à une autre ligne de la matrice. On définit de façon 
analogue les transformations élémentaires des colonnes de la matrice. 

La matrice B est dite transposée de la matrice À et est notée B = ‘A si 
les lignes de Z sont les colonnes respectives de À, c'est-à-dire si b;; — a;,; pour 
tous les i, j. L'opération permettant de passer de À à {4 est appelée transposition 
de la matrice À. Si À est de type (m, n), la matrice ‘4 est de type (n, m). 

La matrice B est dite conjuguée de la matrice complexe À et est notée B = 
— À si, pour tous les i, j, on a l'égalité b;; — a,,. La matrice B est dite adjointe 
de la matrice À et est notée B = A* si B — ‘A, c'est-à-dire si b;; — a;; pour 
tous les à, j. 

La matrice À est dite nulle, À = O, si tous ses éléments sont nuls. La matri- 
ce À est l'unité matricielle d'indices i,, j, et est notée À — E;,j, si tous ses élé- 
ments sont nuls, sauf dojo = 1. 

Les éléments aj3, Gags + + +» Ann forment la diagonale principale de la ma- 
trice carrée À = || a;; || d'ordre n et sont appelés éléments diagonaur. La somme 
des éléments diagonaux est appelée trace de la matrice À et est notée tr 4. Donc, 


n 
tr À — >, CPE 
i—=1 


Une matrice carrée est dite diagonale quand tous ses éléments non diago- 
oaux sont nuls, c'est-à-dire que a;,; — 0 pour i # j. La matrice diagonale d'or- 
dre r est notée diag (a@11, - : «» nn). Une matrice diagonale d'ordre nr dont tous 
les éléments diagonaux sont égaux à 1 s'appelle matrice unité et se note E ou 


n 
we 
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ÆE,. Les éléments de la matrice unité sont notés Ô,;: £ — || 6;; ||: 
1 pour i=)j 
Gi3= ee 
0 pour i#}j. 


Soit À une matrice carrée d'ordre nr. On dit que la matrice B est l'inverse 
de À et on le note B = A”1si AB = BA = E. Les éléments de la matrice inver- 
se peuvent être calculés suivant la formule 


CN Mi 
dii= det À 
où M}, est le mineur associé à l'élément a;; de la matrice 4. La matrice À est 
inversible si det À # 0. 

Soit p (t) = ay + &t + ... + agtl un polynôme. La matrice B = a,E + 
+ a14 rS .. + axAh est appelée polynôme de la matrice À, ce qu’on note 
B = p (4). 
À Enumérons quelques types spéciaux de matrices carrées À = || a;, || d'or- 

re ñn: 

scalaire: À = diag (À, ..., À), où À est un nombre; 

singulière: det À = 0: 

régulière: det À = 0; 

unimodulaire: det À = 1; 

matrice de permutation: matrice À obtenue de la matrice unité £ par per- 
mutation des lignes: 

matrice élémentaire : matrice À obtenue de £ par transformation élémentaire ;: 

triangulaire supérieure: a;; = 0 pour i > j; 

* triangulaire inférieure: a;j = O pour i < j; 
symetrique: tA = À; 


symétrique gauche: tA — —À ; 
hermitienne: ÀA* = À; 
antihermitienne: A* = —À;: 


orthogonale: tA = A1: 
unitaire: A* = A”; 
positive: a;; > O0 pour tous les i, j; 


n 

stochastique (markovienne): a;; > 0 pour tous les à, j et aix = 1 

Re! 
pour i= 1, ...,n; 

nilpotente: Ak=—O pour un entier naturel k (le plus petit de ces 4 est appe- 
lé indice de nilpotence de la matrice A): 

ARÉTPURE Ah = E pour un entier naturel k& (k est la période de la matri- 
ce À). 

La matrice B est dite composée de blocs (ou de sous-matrices) si ses éléments 
sont des matrices B;,; à m, lignes et n} colonnes. De plus, toutes les matrices 
B;3 appartenant à une même ligne de F ont même hauteur, et toutes les matri- 
ces B;, appartenant à une même colonne de B ont même largeur. On opère sur 
les matrices composées de blocs d'après les mêmes règles que sur les matrices 
numériques ordinaires. Si une matrice numérique À est partagée par des droites 
horizontales et verticales en blocs B;,, numérotés de façon naturelle, on dit que 
la matrice B — || B;, || est obtenue de À par décomposition en blocs. Récipro- 
quement, étant donné une matrice B = || B;, ||, on peut former avec les élé- 


ments des blocs B;; une matrice numérique À à ÿ m, lignes et >» n, colonnes. 


e e L J 
On dit alors que la matrice À est obtenue par réunion des blocs de la matrice B 
et on écrit À — BÙ. Lorsqu'aucune confusion n'est à craindre, on omet le si- 
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gneD et on désigne la matrice numérique par la même lettre que la matrice dé- 
composée en blocs. 

Soient 4 = || a;, || et B des matrices numériques, et soit C = || Ci, || une 
matrice décomposée en blocs, définie par les égalités C;; — a;;B pour tous les 
4, {; La matrice numérique obtenue par réunion des blocs de la matrice C s'ap- 
pelle produit kroneckerien à droite (ou produit direct à droite) des matrices À et 
B et se note À @ B. 


Principales opérations sur les matrices: multiplication 
par un nombre. addition et multiplication des matrices 
(problèmes 15.1 à 15.24) 


15.1. Formuler les conditions nécessaires pour qu’on puisse ad- 
ditionner les matrices. 
15.2. Calculer la combinaison linéaire des matrices : 


2 0 
1 2 o 2 0 1 
_ — À * 2) 2 — : 
sf! 28 1 >| 
| 6 
| 8 7 —15 5 24 —7 —1 
L 2]. —5 —6 ul]: 9 7 AI 
4) Aie + A0 9) og — A1o5 6) 24573 — Asn; 


7) + (Cs1 + Cse)- 


15.3. Décrire les conditions sous lesquelles les identités suivar 
tes sont vraies et démontrer ces identités (4, B, C sont des matrices. 
a, B des nombres): 

DA+B=B+A; 2) A+(B+C)=(4+B)+C; 

3) a (BA) — (a) À; 4) «x (A + B) = aA + aB; 

5) (x + B) A — a A + BA. 

15.4. 1) Peut-on multiplier une ligne à m éléments par une co- 
lonne à n éléments ? 

2) Peut-on multiplier une colonne à nr éléments par une ligne à 
m éléments ? 

15.5. Calculer le produit des matrices: 


4 4 
1) 12 —3 0113; 2) [31112 —3 01; 
1 | 


1 11113 9 
DU TS fr 9 44e: 9 44m: 


6) À aaoC1683 7) A1104125 8) A 342055 9) À 436168 ; 

10) À 5014802; 11) À 6014 605 ; 12) À 5084 601 ; : 

13) (4208)° ; 14) (4200) ; 15) (Aç17)° ; 16) (Agas)* pour e — er /n, 

15.6. Quelles conditions doivent remplir les matrices À et B 
pour que:; 
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1) le produit AB existe; 

2) le produit BA existe; 

3) les produits AB et BA existent ? 

15.7. Exprimer les dimensions de la matrice AZ en fonction 
des dimensions de À et B. 

15.8. Les matrices À, C sont de types (m, n) et (p, q) respective- 
ment et le produit 4 BC existe. De quels types sont les matrices B, 
ABC ? 

15.9. Vérifier les identités (A, Z, C sont des matrices, & est un 
nombre): 

1) « (AB) — (a«A) B; 

2) (4B) C = À (BC); 

3) A (B + C) — AB + AC; 

4) (4 + B)C = AC + BC; 

5) A(B+C + D) — AB -- AC + AD. 

15.10. Vérifier si le produit existe et, s’il existe, le calculer: 


1 2 2 2 
: 9 
oÙ, jus 2h »flns 2 
au 21] {U2 4h: 4 Aie 
15.11. Calculer : 
0 1 0 O1 
4 1 1|" 
1 
| . lo o ol; #10 9 1 0). 
1 0 00 0 0 0 1 
0 O0 0 0 


4) (45)"; 9) (Ass); 6) (Au)'; 7) (Ag) ; 

8) (Asu)” ; 9) (Ass3)" (dans les problèmes 7), 8), 9) l’ordre 
de la matrice est n). 

15.12. Transposer la matrice : 


| 0 à 
»|_; D! "| sui 2 34: 
,, 0 
1 
2 
4) 2 ||” 9) 455 6) 43505 7) As5; 8) A63o- 
4 


15. . Vérifier les identités : 

1) ‘(xA)=a(4); 2) ‘(AB)=B'4; 

3) ‘(ABC) — C'B'A:; 4) (A+ B)—'AL+!R. 

45.14. Calculer la matrice P= E— T(e: —er)(e,; —ez) (e; désigne 
la i-ème ligne de la matrice unité E). 
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15.15. Soient a, b des matrices-colonnes ayant même nombre 
d'éléments et soit H — a (‘b). Démontrer qu'il existe un nombre À 
tel que 1° — AH. 

15.16. Est-ce que l'égalité matricielle AB — BA est toujours 
vraie? Donner des exemples de matrices commutables et non com- 
mutables. 

15.17. Que peut-on dire des dimensions des matrices À, B si 
AB — BA? 

15.18. Calculer me matrice (4, B] — AB — BA (commutateur 
des matrices 4, Hs 

A = Aou B = Ag 

15.19. Vérifier les identités (voir problème "45. 18) 

1) (4, BI — — [B, A]; 2) 14, A] = 0; 3) (4, El —[E, A] = 0 

4) [4, B+C]= TA, B] + [A, CI. 


15.20. Calcule: la matrice À # B — + (AB — BA) (produit de 


Jordan des matrices À, B) si: 
1) 1 — — À 19; B — À, : 2) A = As; B — À je 
15.21. Vérifier les identités (voir problème 15. 20) : 
1)4xB—BxA; 2) Ax À — 4°; 3) A+xE — À; 
4) Ax(B+C) As B4 AC. 
15.22. Calculer f (4) si 


1) fE)=#—28+1, a-|, |: 


1 1 
2) f(t)=t7—2t+1, al (|: 


3) ft) = —-3+42 A - An; 

4) f()=(t—e), À = 43; 

5) ft) = +t +1, 4 = 430 

15.23. Après avoir décomposé le polynôme 1 (t) en facteurs, cal- 
culer j (A) si: 

1) f@) = —1, À = A3; 

2 ft = +2 —3, À = Au 

15.24. Vérifier les identités matricielles : 

1) (4 + Bÿ° = 4° + 2A4B + B*; 

2) (4 + B) (4 — B) = (A — B) (4 + B); 

3) À? — B° — (A + B) (A — B); 

4) (A Ep = 4 SA L 34 + E. 


Relation entre les multiplications des matrices 
et les transformations élémentaires 
(problèmes 15.25 à 15.38) 
15.25. Démontrer que la k-ième colonne de la matrice AB est 
égale au produit de la matrice À par la 4-ième colonne de la matri- 
ce B 
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15.26. Formuler et démontrer la proposition analogue à celle du 
problème 15.25 pour les lignes. 

15.27. Démontrer que la 4-ième colonne de la matrice AB est 
égale à la combinaison linéaire des colonnes de la matrice À, dont 
les coefficients sont les éléments de la k-ième colonne de la matri- 
ce B. 

15.28. Formuler et démontrer l’analogue de la proposition du 
problème 15.27 pour les lignes. 

15.29. Démontrer que: 

1) si on permute deux lignes de la matrice À, les lignes respec- 
tives de AB sont également permutées; 

2) si l’on multiplie la 4-ième ligne de la matrice À par le nombre 
À, la k-ième ligne de la matrice AB est également multipliée par À ; 

3) si à la k-ième ligne de la matrice À on ajoute sa j-ième ligne, 
la matrice AB subit la même transformation élémentaire. 

15.30. Formuler et démontrer les analogues des propositions de 
15.29 pour les colonnes. 

15.31. Démontrer qu’on peut permuter deux lignes de la ma- 
trice si l'on utilise successivement d’autres transformations élémen- 
taires de ses lignes, à savoir: la multiplication d’une ligne par un 
nombre non nul et l'addition d’une ligne de la matrice à une autre 
ligne. 

15.32. Calculer le produit e;4 (‘e,) pour une matrice À quelcon- 
que (e, désigne la i-ème ligne de la matrice unité d'ordre correspon- 
dant). 

15.33. Etant donné une matrice À arbitraire et la matrice F;; 
d'ordre approprié, calculer le produit: 

1) E;;A ; 2) AË;;. 

15.34. Soient À et B deux matrices telles que ‘EAn = ‘EBn, où 
E et n sont des matrices-colonnes quelconques ayant même nombre 
d'éléments. Démontrer que À = B. 

15.35. Soient À une matrice de type (m, nr), E, et E, les matri- 
ces unités d'ordres m et n respectivement. Démontrer que E, A — 
AE, = A. 

15.36. Par quelle matrice doit-on multiplier la matrice À pour 
obtenir : 

1) la première colonne de À ; 2) la première ligne de À? 

15.37. Choisir une matrice élémentaire X de telle sorte que la 
matrice XA puisse être obtenue à partir de À: 

1) par permutation de deux premières lignes de À; 

2) par addition de la première ligne à la deuxième ; 

3) par multiplication de la première ligne de À par le nombre 
À Æ 0. 

15.38. Choisir une matrice élémentaire X de telle sorte que le 
produit À X s’obtienne de À par une transformation élémentaire don- 
née des colonnes. 
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Matrice inverse 
(problèmes : 15.39 à 15.65) 


15.39. Donner des exemples des matrices singulières et régu- 
lières. 

15.40. Soient À une matrice singulière d'ordre 2, m un entier 
naturel. Démontrer qu'il existe un nombre À tel que 4” — À"-14 
pour tous les m. 

15.41. Est-ce qu'une matrice rectangulaire est inversible ? 

15.42. Démontrer que det À =£ 0, det B Æ 0, det B — (det A)! 
si B est la matrice inverse de À. 

15.43. 1) Etant donné des matrices carrées À, B, C telles que 
AB — E, AC —E, démontrer que B = C 

2) Est-il possible que AB — E pour les matrices rectangulaires ? 
L’assertion 1) est-elle vraie pour les matrices rectangulaires ? 

15.44. Soit une matrice carrée À — || u;; ||. Ecrire le système 
des équations que vérifient les éléments de la j-ième colonne de la 
matrice A”. 


15.45. Calculer : 


3 . 2 —1 0-1 ( Ar 
1) 5 à) 0 2 —1 SE) …° : 
è —1 —1 1 À 


4) (Au)! 9) (477); 6) (4)! ; 7) (4207) * ; 

8) (4203) *; 9) (4202) 1; 10) (Aso7) 

15.46. Démontrer que l'inverse de la matrice élémentaire est 
une matrice élémentaire. 

15.47. Calculer la matrice inverse de la matrice élémentaire 
donnée : 


1 —2 0 
[3 2 of af of tt of À 
0 01 
3 O O 1 0 O0 1 O0 O0 
5) lo 1 0; 610 1 ol; no —1 1 
0 0 1 2 0 1 0 O1 
1 0 0 
8) 10 0 11: 9) Au: 10) 433 11) 400: 
0 1 0 


15.48. Vérifier les identités: 

1) (4) = (4-1); 2) (&A)°' = œ7'A""; 

3) (4B)°! — B- 14“; 4) (ABC)”! = C”!B- “14 -1; 

5) (4-2 = (4*)-1; 6) (4 + B)-1= A-1+ B. 

15.49. 1) Démontrer que la matrice carrée peut être réduite à à la 
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matrice unité par des transformations élémentaires des lignes si et 
seulement si elle est régulière. 

2) Formuler et démontrer l’assertion analogue pour les transfor- 
mations élémentaires des colonnes de la matrice. 

15.50 (s). Démontrer que toute matrice régulière est le produit 
de matrices élémentaires. 

15.51. Décomposer la matrice donnée en produit des matrices 
élémentaires : 


1 1 =1 0 —2 
Li af; É (: AI 3 l | 
4 0 O0 
8 (41 4 21. 
4 4 3 


15.52. 1) Soient À, B des matrices de même ordre. On sait que 
la matrice À peut être réduite à la matrice unité Æ par une série de 
transformations élémentaires des lignes. En quelle matrice la me- 
me série des transformations élémentaires peut-elle faire passer la 
matrice ÆE ? La matrice B? 

2) Répondre aux mêmes questions lorsqu'il s’agit d'une série de 
transformations élémentaires des colonnes de la matrice À. 

15.53. 1) Décrire et argumenter le procédé de calcul de la matri- 
ce A-!, où l’on utilise les transformations élémentaires des lignes 
des matrices À, £. 

2) Décrire et argumenter le procédé de calcul de la matrice 
A”, où l’on utilise les transformations élémentaires des colonnes 
des matrices À, £. 


15.54. Calculer : 


1) O —1 O(-t 1 1 1 0-1 
0 0 0 1 —1 2 1 0 

‘ 1 0 0 OÙ 4 1 4 1 0) ” 
O0 —1 0 0 0 0 0 3 
A CS à 

3) ve. 1 
00 525 1 


4) (4430); . (4432) 7* 3 6) (Aus3)7!; 7) (Aus) 7! 5 8) (4439 

9) (4601) 7" ; 10) (Au): 11) (4609) 7"; 12) (4308) ; 13) As 

15.55. Soit A? + À + E = O. Démontrer que la matrice À est 
régulière et indiquer le ue élémentaire de calcul de À -!. 

15.56. Soit A7 — 0. Démonter que (E — A)-! — E + À + ... 

. + AT. 


2—340 
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15.57. La matrice À commute avec Z. Démontrer que À -! commu- 
te avec B7! (on suppose que les matrices sont inversibles). 

15.58. Vérifier la formule (S-148S)" — S-14"S, 

15.59. On sait que S-14S — B et que f (t) est un polynôme. 
Démontrer que f (B) — S-!f(A)S. 

15.60. Soient a, b des matrices-colonnes ayant même nombre 
d'éléments, 1/u — 1 + ‘ba 0, B — E + a (‘b). Vérifier l’éga- 
lité B71 — E— pa (tb). 

15.61. Soient à a, b des matrices-colonnes à n éléments, À une 
matrice inversible d'ordre n, 1/u = 1 + ‘bA-la O0 et B — À + 

+ a (fb). Vérifier l'égalité B-1 = Al — uA “la (*b) A1. 

15.62. 1) Décrire et argumenter le procédé de calcul du produit 
A7!B, où l'on utilise les transformations élémentaires des lignes 
des matrices À, B. 

2) Décrire et argumenter le procédé de calcul du produit AB”, 
où l’on utilise les transformations élémentaires des colonnes’ des 
matrices À, B. 

15 . Cie les produits des matrices: 


-1 [2 5 L » 
2 L 1 3 2) Loos Ads : 3) A20s40s ; 
4) Azfo4sos; 5) Aïsodisss 6) Aois46ir. 
15.64. Soient À, C des matrices régulières. Résoudre l'équation 
mâtricielle : 
1) AX — 0: 2) AX = B: 3) XA = B: 
4)'AXC = B; 5) A(X +C) = B. | 
-* 45:65. Trouver la matrice X ‘qui vérifie l'équation: : 


2 2 2 1 
= ss D X 
o fs fes fs 2 1 
1 4 O0 O! 
» . 
3) h |x- Ji: 4,12 5 —2|X=|0 1 1{ 
0 —2 5 0 1 O0}: 
PA) 2 _1 0 4 
5 5 2 | 
5) X| 2 —1 2 il | 
— À 2 2 
{ 1 
o xf ff as 9 lo fx =*lo 4: 
MURS A5; 9 X A1 — Ps 10) À" Pis À 21; 


| 11 AinuX = re A329X = Aj165 13) A208À = Css; 
14) A;26X = 432905 15) AnsX = Ans 16) XAsg7 — A399s- 
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Autres opérations sur les matrices 
et matrices de formes spéciales 
(problèmes 15.66 à 15.141) 


15.66. Soient À, B des matrices diagonales de même ordre, & 
un nombre. Démontrer que les matrices «À, À + B, AB, BA sont 
aussi diagonales et AB :- BA. 

15.67. Soit À — diag (A4, . . ., ÀÂn). Démontrer que: 

1) les colonnes de la matrice BA s'obtiennent par multiplication 
des colonnes de la matrice B par les nombres À,, ..., À; 

2) les lignes de la matrice AB s’obtiennent par multiplication 
des lignes de B par les nombres À,, ..., Àn. 

15.68. Soient À une matrice diagonale, f un polynôme. Dé- 
montrer que la matrice f (A) est aussi diagonale. 

15.69. Soit une matrice diagonale À dont tous les éléments dia- 
gonaux sont différents et soit AB — BA. Démontrer que la matrice 
B est aussi diagonale. 

_ 15.70. La matrice À commute avec toute matrice diagonale d'or- 
dre x, Démontrer que À est une matrice diagonale d'ordre n. 

15.71. La matrice À commute avec toutes les matrices E£;; 
d'ordre n. Démontrer que À est une matrice scalaire. 

15.72. La matrice À commute avec toute matrice d'ordre n. 
Démontrer que À est une matrice scalaire. 

15.73 (s). Trouver toutes les matrices qui commutent avec 
chaque matrice régulière d’ordre n. 

15.74. Trouver la matrice adjointe de la matrice donnée : 

1) 452: 2) 486; 3) 4995 4) Aw- 

15.75. Vérifier si l'identité est vraie: 

1) (A + Bÿ* = A* + B*; 2) (aA)}* = aA*; 

. 3) (4*}* = À; 4) (4. B}* = B*A*; 5) (A*)-1 (A7): 

15.76. Déterminer si la matrice proposée d'ordre 2 est diago- 
pale, scalaire, triangulaire, symétrique, symétrique gauche, hermi- 
tienne, antihermitienne, unitaire, orthogonale ou matrice de per- 
den 2 

1) Ag; 2) 412; 3) _ 4) Ass 5) Ar 6) “ 


7) A465 8) A235 9) 7 A 88; 10) 432; 11) Ne 


V2 

15.77. Démontrer que: 

1) tous les éléments diagonaux d’une matrice symétrique gauche 
sont nuls: 

2) les éléments diagonaux d'une matrice hermitienne sont réels: 

3) les éléments diagonaux d’une matrice antihermitienne sont 
imaginaires. 

15.78. Démontrer que: 

1) la. matrice iA est antihermitienne si la matrice À est hermi- 
tienne ; 
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Us 


2) la matrice iA est hermitienne si la matrice À est antihermi- 
tienne. 

15.79. 1) Quelle est la forme générale des matrices hermitiennes 
d'ordre 2? 

2) Même question pour les matrices antihermitiennes d'ordre 2. 

3) Trouver toutes les matrices de permutation d'ordre 2. 

15.80. Etant donné une matrice diagonale À dont tous les 
éléments diagonaux sont différents de zéro, démontrer que AÀ-! 
existe et est diagonale. 

15.81 (s). Soit À une matrice triangulaire supérieure dont tous 
les éléments diagonaux sont différents de zéro. Démontrer que A”! 
existe et est une matrice triangulaire supérieure. 

15.82. Démontrer que 4“! est une matrice symétrique si À est 
une matrice symétrique régulière. 

15.83. Soit À une matrice symétrique gauche régulière. Démon- 
trer que A”! est une matrice symétrique gauche. 

15.84. Démontrer que la matrice À -! existe et est orthogonale si 
A est une matrice orthogonale. 

15.85. Démontrer que la matrice À -! existe et est unitaire si À 
est une matrice unitaire. 

15.86. Soit À une matrice de permutation. Démontrer que À”! 
existe et est aussi une matrice de permutation. 

15.87. Démontrer que la matrice donnée est orthogonale et dé- 
terminer son inverse : 

1) 47; 2) Aus: 3) Ass: 4) A3223 9) Aus: 

15.88. Démontrer que la matrice donnée est unitaire et détermi- 
ner son inverse: 


1 
1) 4,03; 2) 73 Aus. 


15.89. Soient À et B deux matrices triangulaires supérieures. 
Exprimer les éléments de la matrice AB par ceux des matrices À 
et B. 

15.90. Soient À et B deux matrices triangulaires supérieures. 
Démontrer qu'il en est de même des matrices À + B et AB. 

15.91. Soient À et B deux matrices symétriques. Démontrer que : 

1) À + B est une matrice symétrique; 

2) A* est une matrice symétrique pour tout # naturel ; 

3) la matrice AB est une matrice symétrique si et seulement si 
A et B sont des matrices commutables. 

15.92. Soient À et B deux matrices symétriques gauches. Dé- 
montrer que: 

1) À + B est une matrice symétrique gauche; 

2) A* est une matrice symétrique gauche pour un # impair et 
symétrique pour un # pair; 

3) la matrice AB est symétrique si et seulement si À et B sont 
des matrices commutables. 
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4) Formuler et démontrer la condition nécessaire et suffisante 
pour que le produit des matrices À et B soit symétrique gauche. 

15.93. Soit À une matrice carrée. Démontrer que les matrices 
A + ‘A et À (‘A) sont symétriques et que la matrice À — ‘A est 
symétrique gauche. 

15.94. Démontrer que toute matrice carrée peut être décomposée 
en une somme de matrices symétrique et symétrique gauche. Est-ce 
que cette décomposition est unique ? 

15.95. Décomposer la matrice donnée en une somme de matrices 
symétrique et symétrique gauche : 

1) 4495 2) 416: 3) A234- 

15.96. Soient S une matrice régulière et {SAS — B. Démontrer 
que les matrices À et B sont simultanément symétriques ou symétri- 
ques gauches (c'est-à-dire si À est symétrique (resp. symétrique gau- 
che), il en est de même de B, et inversement). 

15.97. Démontrer l’assertion : toute matrice réelle hermitienne 
est symétrique. 

15.98. Soient À et B deux matrices hermitiennes. Démontrer que: 

4) la matrice À + B est hermitienne; 

2) la matrice AB est hermitienne si et seulement si les matrices 
À et B sont commutables. 

15.99. Soient À une matrice hermitienne et À — B + iC, B 
et C étant des matrices réelles. Démontrer que B est une matrice 
symétrique et € une matrice symétrique gauche. 

15.100. Démontrer que toute matrice carrée peut être décompo- 
sée en une somme de matrices hermitienne et antihermitienne. Est-ce 
que cette décomposition est unique ? 

15.101. Démontrer que toute matrice réelle unitaire est ortho- 
gonale. 

15.102. Démontrer que si les matrices À et B sont orthogonales, 
AB l’est également. 

15.103. Démontrer que si les matrices À et B sont unitaires, AB 
est aussi unitaire. 

15.104. Soit À une matrice orthogonale. Démontrer que la som- 
me des carrés des éléments de sa ligne quelconque vaut 1 et que la 
somme des produits d'éléments respectifs de deux lignes distinctes 
vaut 0. Est-ce que ces propriétés sont déterminantes ? 

15.105. Formuler et démontrer les propriétés analogues à 15.104 
des colonnes de la matrice orthogonale. 

15.106. Formuler et démontrer les propriétés de la matrice uni- 
taire, qui sont analogues aux propriétés 15.104, 15.105 de la matri- 
ce orthogonale. 

15.107. Démontrer que la matrice de permutation est orthogo- 
nale. 

15.108. Démontrer que si À et B sont des matrices de permuta- 
tion, AB est aussi une matrice de permutation. 
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15.109. On sait que la matrice À est diagonale et orthogonale. 
Que peut-on dire de ses éléments diagonaux À,? 

15.110. La matrice À est diagonale et unitaire. Que peut-on dire 
de ses éléments diagonaux À;? 

15.111. Vérifier si la matrice donnée est périodique, nilpotente, 
ou stochastique ; calculer la période, l’indice de nilpotence: 


| 
1) A2; 2) A3; 3) 5 A2; 4) À; 9) A7; 
6) 42435 7) Ao3953 8) Ao375 9) A2365 10) À 450; 
| 
11) Aus 12) Aa67; 13) TA asai 14) À g13- 


15.112. Vérifier que toute matrice nilpotente est singulière et 
que toute matrice périodique est régulière. 

15.113. Démontrer que 4° = O si À est une matrice nilpotente 
d'ordre 2. 


15.114. Prouver que la matrice triangulaire est nilpotente si et 
seulement si tous ses éléments diagonaux sont nuls. 

15.115. Démontrer que la somme et le produit de deux matrices 
nilpotentes commutables sont des matrices nilpotentes. 

15.116. Démontrer que le produit AB des matrices périodiques 
commutables est une matrice périodique. Exprimer l’une quelcon- 
que de ses périodes en fonction des périodes des matrices À et LB. 

15.117. Soit AT+HATM-IL .., LE — O. Démontrer que À est 
une matrice périodique. 

15.118 (s). Vérifier que toute matrice de permutation est pé- 
riodique. 


15.119. Soit À une matrice unitaire hermitienne. Démontrer 
qu’elle est aussi périodique. 

15.120. Soient S une matrice régulière et S-1AS = B. Vérifier 
que les matrices À et B sont toutes deux périodiques ou nilpotentes 
(c'est-à-dire si la matrice À est périodique (resp. nilpotente), il en 
est de même de B, et inversement). 

15.121. Soient À et B deux matrices positives. Démontrer que 
A —+ B, AB sont aussi des matrices positives. 

15.122. Soient Z la colonne formée des unités et À une matrice 
positive. Démontrer que la condition AZ = I est nécessaire et suf- 
fisante pour que À soit stochastique. 

15.123. Démontrer que si les matrices À et B sont stochastiques, 
la matrice AB l'est également. 

15.124. Soit À une matrice stochastique. Est-ce que À”! existe ? 
Est-ce que À! est stochastique si elle existe ? 

15.125. Dans quel cas une matrice stochastique est-elle ortho- 
gonale ? 


15.126. Démontrer les identités: 
1) tr (4 + B)=tr À +tr B; 2) tr AB = tr BA. 
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15.127. Soient À une matrice triangulaire, m un entier naturel. 
Calculer la trace de la matrice A”. 

15.128. Soit À une matrice arbitraire. Calculer: 

1) tr (44); 2) tr (4*4). 

Démontrer que À — O si tr (4*A) — 0. 

15.129. Démontrer que tr À = 0 si À est une matrice nilpotente 
d'ordre 2. 

15.130. Démontrer qu'il n'existe pas de matrices À et B telles 
que AB — BA —E. 

15.131. Soient À et B des matrices d'ordre 2 dont les éléments 
sont aussi des matrices. Formuler les conditions sous lesquelles ces 
matrices peuvent être multipliées. Démontrer que si le produit AB 
existe, on a (4AB)D — AGÜB::. 

15.132. Soient À et B des matrices triangulaires supérieures 
d'ordre 2 composées de blocs. Sachant que le produit AB existe, 
obtenir la formule qui permet de calculer la matrice À 1B2. 

15.133. Soient À une matrice d'ordre 2 composée de blocs, B 
une matrice-colonne à deux blocs. 

1) Formuler les conditions sous lesquelles le produit AB est dé- 
fini. 

2) Démontrer que (4B)i — AC BT si AB existe. 

3) Obtenir la formule pour le calcul de AB. 

15.134. Soient À et B des matrices quasi diagonales. Formuler 
les conditions sous lesquelles : 

1) le produit AB est défini; 

2) (4AB)=7 — A=BD; 

3) les produits AB et BA sont définis; 

4) AB — BA. 

15.135. Vérifier les identités (A + B)0 — A9 + B1,(AB)) — 
— A2 BC pour des matrices formées de blocs. 

15.136. En décomposant les matrices données en blocs, calcu- 
er le produit: 

1) Ausodas5 2) Aus a50; 3) Aa504 433 ; 

4) A y514 4525 9) À 4364 437; 530/3 531: 

15.137. Trouver la matrice (HU)-! si H est une matrice compo- 
sée de blocs: 


5 4 = ÀS à: 
2) H — lo | (les matrices À et C sont inversibles). 


15.138. Soient Æ la matrice unité d'ordre r; D une matrice de 
type (r, s); o, b, x des matrices-colonnes. Résoudre l'équation : 

1H IE DiÊz=o; 2) |E DIP x = pb. 

15.139. Calculer le produit kroneckerien des matrices : 

1) 4:13 @ c:; 2) c7 © A7; 3) Ais ® C5 4) C5 © A5; 

9) A17 ® A185 6) A1s ® A175 7) A1s © A1 
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15.140. Soient a — ||a, ... a, |, bd —"|1b, ... b,, |. Cal- 
euler a @ b, b @a et comparer avec ba 

15.141. Vérifier les identités : 

1) (cA) @ B — a (A @ B); 

2) (4 + B) QC — A @C + B @C:; 

3) À @(B+C) - A @B + A SC 

4) À @(B @C) -— (A @ B) QC; 

») AB SCD = (4 @C)(B @ D); 

6) (4 @ 2)! = A7! © B”1. 


$ 16. Rang de la matrice 


On utilise dans ce paragraphe les notions : rang d'une matrice, mineur prin- 
cipal d'une matrice, colonnes et lignes principales d'une matrice. Pour résoudre les 
problèmes, il s'avère utile d'appliquer les théorèmes qui établissent des relations 
entre ces notions, ainsi que le fait essentiel de ce que le rang de la matrice ne 
varie pas par transformations élémentaires de ses Tone et colonnes. 

Exposons quelques méthodes de simplification d'une matrice par des trans- 
formations élémentaires de ses lignes. 

On dit que la matrice À de type (m, n) est de forme simplifiée si 1) ses r a > 
> 0) colonnes coïncident avec les r premières colonnes de la matrice unité d'or- 
dre m, 2) pour r << m, ses m — r dernières lignes sont nulles. Le rang de la 
matrice simplifiée est r. 

La méthode de réduction d’une matrice à la forme simplifiée, appellée mé- 
thode de Gauss-Jordan, consiste à transformer, étape par étape, chacune des co- 
lonnes de la matrice donnée en une colonne de la matrice unité. 

Commençons par décrire une étape de cette transformation. 

Remarquons au préalable que, bien qu'après chaque transformation élé- 
mentaire on aboutisse à une nouvelle matrice, on garde la même notation À — 
— ||a;yll afin de simplifier l'exposé. 

Soit a;; un élément non nul de la matrice À. Appelons-le élément principal 

(ou clé) de l’étape considérée. La ligne et la colonne de numéros i, j dans les- 
quelles il se trouve seront appelées ligne principale et colonne principale. L'éta- 
pe considérée comprend les transformations élémentaires suivantes: 1) on met 
a ligne principale à une nouvelle place. Le nouveau numéro de la ligne princi- 
pale est le numéro de l'étape ; 2) on multiplie la ligne principale par le nombre 
(a;;)"*, de sorte que l'élément principal devient égal à 1 ; 3) à chaque ligne qui 
diffère de la principale, on ajoute le produit de la ligne principale par un nom- 
bre À qu'on choisit de manière à annuler tous les éléments de la colonne principa- 
le de la matrice, à l'exception de l'élément principal: pour la k-ième ligne 
(x = i) on adopte À -— —a,;. 

Il résulte des transformations 1) à 3) que la j-ième colonne de la matrice À 
devient égale à la s-ième colonne de la matrice unité, où s est le numéro de l'é- 
tape considéré. 

Donnons maintenant une description générale d'une des suites d'étapes 
possibles. 

Si toutes les colonnes de la matrice À sont nulles, cette matrice est de forme 
simplifiée et r — 0. Dans le cas contraire, en inspectant les colonnes de la ma- 
trice de gauche à droite on s’arrête à la première colonne non nulle. Soit j, son 
numéro. On choisit un élément non nul quelconque de cette colonne et on passe 
à la première étape de la transformation. 1] en résulte que les j, — 1 premières 
colonnes dans la matrice sont nulles et la ;-ième colonne devient égale à la pre- 
mière colonne de la matrice unité. Si de plus » -— 1 ou qu'il n’y ait plus d'élé- 
ments non nuls dans les lignes de numéros 2, ..., m, on a r — 1 et la réduc- 
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tion à la forme simplifiée est terminée. Dans le cas contraire, on choisit la 
première colonne à gauche de numéro ;, > j, qui a des éléments non nuls situés 
au-dessous de la première ligne. Chacun de ces éléments peut être pris en guise 
de l'élément principal de la deuxième étape. Après avoir accompli la deuxième 
étape de simplification de la matrice, on peut recommencer à inspecter les 
autres colonnes et, si nécessaire, passer à la troisième étape. L’étape de numéro 
r est la dernière si r — m ou s’il n y a plus d'éléments non nuls dans les lignes de 
numéros r + 1, ..., m. Sur ce, le processus de simplification de la matrice 
s'achève. 

Un autre procédé communément adopté de simplification d'une matrice 
au moyen des transformations élémentaires est la méthode de Gauss. Les calculs 
se partapene alors en deux grands groupes. On effectue d'abord la marche directe 
de la méthode de Gauss, qui compren les r étapes analogues à celles de la mé- 
thode de Gauss-Jordan. L'élément principal a;; étant choisi, la s-ième étape com- 
prend trois transformations: 1) on met la ligne principale à la s-ième place ; 
2) on divise cette ligne par a;;; 3) on retranche de chaque ligne de numéro >s 
le produit de la s-ième ligne par un nombre À qu'on choisit de manière à annuler 
tous les éléments de la colonne principale, qui sont situés au-dessous de l'élé- 
ment principal. Le choix successif des colonnes principales et des éléments 
PHPGIpAUES s'effectue de la même façon que dans la méthode de Gauss-Jordan. 
Après la dernière étape (r-ième), la matrice prend la forme dite en escalier. 

Les colonnes principales de la matrice en escalier constituent les r premiè- 
res colonnes de la matrice triangulaire supérieure dont tous les éléments diago- 
naux sont égaux à 1. Toutes les lignes de la matrice en escalier de numéros >r 
sont nulles. Le rang de la matrice en escalier est r. Pour trouver le rang de la 
matrice, il suffit de la réduire à la forme en escalier. 

Pour réduire la matrice en escalier à la forme simplifiée, on peut se servir 
de la marche inverse de la méthode de Gauss. Elle comprend r — 1 étapes. 
A la s-ième étape, la colonne principale est la colonne ;,_,.,, et la ligne princi- 
pale, la ligne de numéro r — s + 1. De plus de chaque ligne de numéro r — s + 
+ 1 on soustrait le produit de la ligne principale par un nombre À qu'on choisit 
de manière à annuler tous les éléments de la colonne principale, qui sont situés 
au-dessus de l’élément principal. Au bout de r — 1 étapes, toutes les colonnes 
principales deviennent des colonnes de la matrice unité, et la matrice donnée 
prend la forme simplifiée. 


16.1. Décrire toutes les matrices de rang 0. 

16.2. Décrire toutes les matrices de rang 1. 

16.3. Est-ce qu'une matrice peut ne pas avoir de mineur principal ? 

16.4. Indiquer l’un quelconque des mineurs principaux et dé- 
terminer le rang de la matrice : 


0 0 4 —1 4 0 0 1 
7 lo oÙ: 2 5 |; ® Lo [9 lo of? 
0 O0 O0 1 1 1 
5) lo 4 ol: 6 [2 2 31: 
4 0 O 3 3 4 
2 A 14 1 1 
21 1 23 
D |, 9 2 3 4 
2 14 1 1 1 
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16.5. Indiquer les lignes principales des matrices 1) à 7) du 
problème 16.4. 

16.6. Indiquer les colonnes principales des matrices 1) à 7) du 
problème 16.4. 

16.7. Indiquer le mineur principal, les colonnes et les lignes 
principales d'une matrice carrée de déterminant différent de zéro. 
Quel est le rang d’une telle matrice ? 

16.8. Démontrer que le rang d’une matrice diagonale est egal 
au nombre de ses éléments non nuls. 

16.9. Démontrer que si tous les mineurs d'ordre Æ de la matrice 
sont. nuls, les mineurs d’ordre # -+ 1 le sont aussi. 

16.10. Démontrer que le rang d’une matrice n'est pas inférieur 
à celui de sa sous-matrice quelconque. 

16.11. Démontrer que l’adjonction à la matrice d’une colonne 
nulle ne change pas son rang. 

16.12. Démontrer que l’adjonction à la matrice d’une colonne 
égale à la combinaison linéaire de ses colonnes ne change pas son 
rang. 

16.13. Démontrer que Rg B < Rg À si les colonnes de la ina- 
trice B sont des combinaisons linéaires des colonnes de la matrice À. 

16.14. Evaluer le rang de la matrice || A Z ||- en fonction des 
rangs des matrices À et B. 

16.15. On sait que les matrices À et Z ont même nombre de 
lignes. Démontrer que Rg || À B |fi — Rg À si le rang de la matri- 
ce À ne varie pas lorsqu'on joint à À l’une quelconque des colonnes 
de la matrice B. 

16.16. Démontrer que la matrice ne change pas son rang si: 

1) on multiplie l’une quelconque de ses lignes par un nombre 
différent de zéro: 

2) on permule ses lignes; 

3) on ajoute, à l’une quelconques de ses lignes, une combinaison 
linéaire des autres lignes; 

4) on fait les transformations élémentaires de ses colonnes. 

16.17. Décrire un procédé de calcul du rang de la matrice, où 
l'on utilise des transformations élémentaires de ses lignes et colonnes. 

16.18. Calculer le rang de la matrice: 

1) 11 0711; 2) NO 1 O0 1; 3) Au; 4) A205 9) A13; 

6) 4325 7) 433 8) Ag; 9) Ain; 10) 4202; 

11) 4205; 12) A 2333 13) Ao1a5 14) 42325 19) A 368: 

16) A 396: 17) 408: 18) A4; 19) A3353 20) A 453; 

21) Aysai 22) Asa; 23) Aauss 24) A 567; 29) A535: 

26) Assai 27) A 5925 28) A632; 29) A 634. 

16.19. Calculer le rang de la matrice pour toutes les valeurs 
possibles du paramètre: 

1) A7; 2) A 367; 3) A 3655 4) A563; 

9) A508: 6) A6295 7) Agas- 
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16.20. Calculer le rang de la matrice À — ÀE pour toutes les 
valeurs du paramètre À si: 

1) À = 4%;; 2) À = Aou 9) À = Ass. 

16.21. Démontrer que les lignes (resp. les colonnes) de la matrice 
A sont linéairement dépendantes si det À — 0 

16.22. La matrice À est d'ordre x et contient une sous-matrice 
nulle d’ordre r7 — 1. Evaluer le rang de À. 

16.23. La matrice À est d'ordre #7 et contient une sous-matrice 
nulle d'ordre s. Evaluer le rang de À. 

16.24. La matrice À est d'ordre 7» et contient une sous-matrice 
d'ordre x? — 1 dont le rang est 1. Evaluer le rang de À. 

16.25. 1) Evaluer le rang du produit de deux matrices par l'in- 
lermédiaire des rangs des facteurs. 

2) Donner des exemples de réalisation des relations: Rg AB < 
< Reg 4, Rg AB < Reg B, Rg AB < min (Rg 4, Rg B), Rg AB — 
= Rg 4, Rg AB = R£gB. 

16.26. 1) Soient & une matrice-ligne, b une matrice-colonne. 
‘Calculer Je rang de la matrice ba. 

2) (s) Soit Rg À = 1. Démontrer que la matrice À est égale au 
produit d’une matrice-colonne par une matrice-ligne. 

16.27 (s). Soient À, B, C des matrices, det À 0, et soient dé- 
finis les produits AB, CA. Démontrer que Rg 4B — RgB, 
Rg CA = RgC. Est-ce que l’une quelconque de ces égalités est 
vérifiée si det À — 0? 

16.28. Démontrer que, si Rg À = r, le mineur formé par l'in- 
tersection de r lignes linéairement indépendantes et de r colonnes 
Jinéairement indépendantes de Ia matrice À est différent de 
‘Zéro. 

16.29. On sait que les matrices À et B sont composées respecti- 
vement de r colonnes et de r lignes linéairement indépendantes. Quel 
est le rang de AB? 

16.30. Les matrices À et B sont respectivement de type (m, r) 
et (r, nr), le rang de AB étant égal à r. Trouver les rangs des matrices 
A et B 

16.31. La décomposition de la matrice À en produit À — BC 
est dite squelettique si Rg À = Rg B = Rg C et si le rang de cha- 
.cune des matrices B et C est égal au nombre de ses lignes ou colon- 
nes. 

1) Démontrer que toute matrice À peut être représentée sous la 
forme d’un produit de la matrice M composée des lignes principales 
de À par une matrice À (décomposition squelettique de la matrice 
par rapport aux lignes). 

2) Formuler et démontrer l’assertion analogue pour la décompo- 
sition squelettique de la matrice par rapport aux colonnes. 

3) Comment sont liées entre elles les différentes décompositions 
squelettiques d’une matrice ? 
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16.32. Trouver des décompositions squelettiques (voir problè- 
me 16.31) par rapport aux lignes et aux colonnes des matrices sui- 
vantes : 

1 À 4; 2) À 231; 3) À 251 ; 4) À 403; 5) À 464: 

16.33. Démontrer que toute matrice de rang r peut être repré- 
sentée sous la forme d’une somme de r matrices de rang 1. 

16.34. Indiquer lesquelles des relations écrites ci-dessous sont. 
possibles. Lesquelles d’entre elles sont vérifiées pour tout couple: 
de matrices de même type ? 

1) Rg (4 + B) = Rg À; 

2) Reg (4 + B) — max (Reg 4, Rg BP); 

3) Rg (4 + B) = Rg À + Reg; 

4) Rg (4 + B) < min (Rg 4, Rg B); 

5) Rg (4 + B) << Rg À + RgB; 

6) Rg (4 + B) < Rg À -- Reg B. 

16.35 (s). On sait que les matrices À et B sont respectivement. 
de type (m, n) et (n, p). Démontrer que Rg À + Rg B<nsi AB — 
= 0 


16.36. Démontrer que 


sin(a;+b,) sin(ai+bs) ... sin(a; +b,) 
Rgf -........................ 2. 
sin(a, +b,) sin(a,;, +0.) ... sin(a, +b,) 
16.37. Démontrer que 
A Ol: 
R = Re À + RgeB. 
4 mnearre 


16.38. Démontrer que 


A 
R 
8|Lo 
16.39. Soit À une matrice carrée. Démontrer que 
A  A?|f: 
A3 At 
16.40. Soient Æ la matrice unité, À, B des matrices carrées: 
d'ordre r. Démontrer que 


CF 
. > Rg A +Reg£B. 


Rg — Rg À. 


E B ll. 
R = n. 
1m A4B| —” 
16.41. Démontrer que 
A B ||: 
R = Re 4 + Rge B. 
el, oi gA+RgB 


CHAPITRE VIil 


SYSTÈMES D’ÉQUATIONS LINÉAIRES 


Dans ce chapitre on utilise les notions et les termes suivants: système d'équa- 
tions linéaires homogènes et non homogènes, matrice principale du système (matrice 
des coefJicients), déterminant d'un système de r équations aire à n inconnues, 
matrice complète du système, colonne des termes constants, systèmes compatible et 
incompatible d'équations, systèmes équivalents d'équations, solution particulière 
et solution générale d'un système d'équations linéaires, famille fondamentale de 
solutions et matrice fondamentale d'un système d'équations linéaires homogènes, 
inconnues principales et inconnues paramétriques (non principales), système ho- 
mogène adjoint au système donné d'équations linéaires. 

Principaux théorèmes: théorème d'existence et d'unicité de la solution 
d'un système de nr équations linéaires à ñn inconnues (théorème de Cramer), deux 
conditions de compatibilité d’un système de m équations à n inconnues (théo- 
rème de Kronecker-Capelli et théorème de Fredholm). 

Donnons quelques formules et notations. 

Le système de m équations linéaires à n inconnues 


Æuts + - À Gintn = br 
se ie Tate PRET (1) 
Amiti À + À Amntn — Vr 
peut être écrit sous la forme matricielle : 
Az = b, 


où x et b désignent les matrices-colonnes {|| x; ...r, || et fl b, ... b, || 
respectivement. Les matrices 


m1 + mn Om 


s'appellent respectivement matrice principale et matrice complète du système 
d'équations. On appelle solution du système (1) tout ensemble ordonné de n 
nombres, pour lesquels les deux membres de chaque équation du système pren- 
nent des valeurs égales. Ces nombres sont appelés composantes de la solution. 
On écrit la solution du système sous la forme de matrice-colonne. L'ensemble 
de toutes les solutions du système homogène d'équations linéaires à nr inconnues 
cst défini par la formule 


X= mÂit... +hnAÂn-n (2) 
OÙ Xys + + Xn_ Sont des solutions particulières linéairement indépendantes 


du système homogène donné, h;, ..., h\,_- des constantes arbitraires (para- 
mètres), r — Rg À est le rang du système. L'ensemble {X;,, ..., X,_.} est ap- 


et |IA1b|= 


Am1 + mn 


CI 
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pelé famille fondamentale de solutions d'un système d'équations homogènes. Les 
solutions du système homogène forment un sous-espace vectoriel de l'espace. 
des matrices-colonnes à nr éléments: la famille fondamentale de solutions est 
une base de ce sous-espace. Le deuxième membre de la formule (2) est appelé 
solution générale du système homogène. On peut mettre la formule (1) sous la for- 
me matricielle 


X = Dh, (3) 


où ® est la matrice formée des colonnes X;,, ..., X,_,, k est une matrice-colon- 
ne constituée par n — r constantes arbitraires hk,, . .., h,_,. La matrice d» 
est appelée matrice fondamentale d'un système d'équations homogènes. 

La solution générale d’un système d’équations linéaires non homogènes peut. 
être écrite sous la forme vectorielle 


X = hÂ; + ... + LR, RE + Xo (4} 
ou sous la forme matricielle 
X = Ok + Xo (5) 


où À, est une solution (arbitraire) particulière du système non homogène et 
ne + ... + hn-rÂn-r = Oh la solution générale du système homogène as- 
socié. 

Les systèmes d'équations possédant le même ensemble des solutions sont 
dits équivalents. Cette notion ne concerne que les systèmes compatibles. On dit 
que le système d'équations (B) découle de (A) si l’ensemble des solutions de (B) 
contient celui de (A). Pour faciliter la résolution de certains problèmes il est 
utile de se servir des assertions suivantes: tout sous-système d'un système d'é- 
quations est une conséquence de ce système ; l’adjonction, au système d'équa- 
tions, de l'une quelconque de ses conséquences donne un système équivalent. 

L'étude de la compatibilité du système d'équations linéaires et la recherche 
de ses solutions se font à l’aide des transformations de ce système, qui correspon- 
dent aux transformations élémentaires des lignes de la matrice complète. Ces 
transformations ne changent pas la nature du système: un système incompati- 
ble se transforme en un système incompatible, et un système compatible en un 
système compatible équivalent au proposé. de 

Les transformations élémentaires des lignes permettent de réduire..la ma- 
trice complète (et simultanément la matrice fondamentale) du système à la forme 
simplifiée. Le système d'équations côrrespoñndant à la matrice complète simpli- 
fiée est appelé système simplifié ne 

Pour résoudre un système d'équations, on peut adopter le schéma suivant. 

1. Réduire la matrice complète par des transformations élémentaires à la 
forme simplifiée. é où : 

2. Vérifier la compatibilité du. système simplifié en recourant au théorème 
de Kronecker-Capelli. 

3. Résoudre le système simplifié s’il s'est avéré compatible. 

Supposons que les r premières colonnes de la matrice À du système com- 
patible sont des colonnes principales. Dans ce cas, la matrice complète simpli- 
fiée est de la forme 


4 O0 ... 0 y ee. ii, n-r B1 
O 1 ... O0 @oy ... Go nr | Ba 


0 0 .. | Œp1 CE &r, F1 By e (6) 
0 0 .…. 0 … 0 o |. 
0-0 ... 0 has Q 0. 
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11 lui correspond le système simplifié d'équations 
Zi FOuitre1 Fee. + Qi, n-rTn =; 


RL (7} 


Tr + Gritra +. + Gr, n-r£n =Pr. 


Les inconnues x;, . .., x, correspondant aux colonnes principales de la matrice 
sont dites principales, les autres inconnues 7,41, . .., z, sont dites non prinei- 
pales. En se donnant les valeurs k;,, . .., hn_. des inconnues non principales, 
on trouve les inconnues principales à partir du système d'équations (7). La so- 
lution générale prend Ja forme paramétrique 


T1 — — Ah — de — U1, n-rhn-r +1 
. +... + ee ee ee ee ee ee e e L 1 e e e (8} 
Tp= —Qrihi—...— Gr, ner ner Br, 
Tr41 — hi, s?n = ner, 


OÙ h3, - .., k\_ sont des constantes arbitraires. La solution générale (8) ls 
être écrite sous la forme vectorielle (4) et sous la forme matricielle (5) si l’on 
pose 


B: ur ee — Li, n-r 
T1 2 ee 
X — , X0 TE : , D vs É ns (9) 
In 
0 0 re 1 


La matrice ® définie par la formule (9) est appelée matrice fondamentale norma-. 
le. Ses colonnes constituent une famille fondamentale normale de solutions du 
système d'équations homogènes 

Zi GaTr+i + +. Hi, n-rTn = 0, 

NN RD a cn (10) 

Tr Qri Trait + Gr, ner Zn =, 

qui correspond aux inconnues principales z,, . .., z,. La matrice fondamen- 
tale normale peut être écrite directement d après la matrice complète (6). Si 


l'on écrit la matrice complète simplifiée sous la forme 4 2 ’ | , la matrice 
fondamentale normale s'écrit sous la forme | “a . E,, En-, sont ici les 
n-r 


matrices unités d'ordre r et ñ7 — r respectivement, tandis que B est la matrice- 
colonne des nombres f,, ..., B,. 

La solution énérale du système d'équations peut être obtenue sous les 
formes (4) et (5) à partir des systèmes d'équations (7), (10) sans recourir à la 
formule (8). La solution particulière peut être obtenue du système (7) en choisis- 
sant de façon arbitraire les valeurs des inconnues non principales (si on les 
rend toutes nulles, on obtient la solution particulière définie par la formule (9)). 
Les colonnes de la matrice fondamentale peuvent être obtenues comme solu- 
tions du système (10) à condition de donner, aux inconnues paramétriques, des. 
valeurs qui forment une matrice régulière. En particulier, si l’on prend pour 
t| zs+1 + Zn Il les colonnes de la matrice unité, les solutions du système (10) 
forment la matrice fondamentale (9). 

Remarque. Si le système donné d'équations est compatible, mais les r 
premières colonnes de la matrice principale ne sont pas des colonnes principales, 
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on peut adopter l'un des deux procédés pour résoudre le système des équations 
simplifiées. 

Procédé 1. On écrit le système simplifié et on prend pour inconnues prin- 
<ipales les inconnues qui correspondent aux colonnes principales de la matrice 
du système. On exprime les inconnues principales en fonction des autres incon- 
nues (non principales) et on met la solution générale sous la forme (4) ou (5). 

Procédé 2. On désigne par y1, . .., y, les inconnues correspondant aux co- 
lonnes principales de la matrice du one les autres inconnues étant notées 
Yptto +: Un- Après ce changement d'inconnues, on obtient un système simpli- 
fié d'équations de la forme (7), on le résout et procède à la substitution inverse. 

Il existe donc plusieurs façons pour obtenir la solution générale du système 
d'équations linéaires, et beaucoup de formes pour présenter cette solution. 

Faisons encore quelques remarques sur la présentation de la matière dans 
<e chapitre. Tous les systèmes d'équations intervenant dans les exercices et 
dans les réponses correspondantes ne sont pas donnés sous les formes développées 
(4) et (8). Une partie des systèmes d'équations est définie au moyen de la matri- 
‘ce complète. Dans les réponses à ces exercices, on indique la matrice fondamen- 
tale de solutions du système d'équations homogènes et la matrice-colonne de 
l’une des solutions particulières du système non homogène. Les matrices ne fi- 
gurent pas explicitement dans les problèmes et les réponses, mais leurs numéros 
permettent de les trouver dans la liste jointe à la fin du livre. 


$ 17. Systèmes d'équations linéaires 
à déterminant différent de zéro 


17.1. Ecrire la matrice complète du système d'équations. Ré- 
soudre le système. 


1) 2x, + ze — 10, 2) 3x + 5y — 2, 


T1 + Le 17 ; Oz +- 9y — 4; 
3) 271 + Za — Z3 — 2, 4) y + 3z = —1, 
SX, + Ta — 2tra = à, 2x + 3y + 5z — 3, 
Li EL =: 3x + 5y + 7z = 6; 
LZ + 7e + La + za = 23, Sz + 3y + 4z + 5t — 34, 
22, + za + za + 974 = 10, 4x + 4y + 4z + 5t — 41, 
4x, — 32: + 4za + 6x4 = 1; z+y+z+t = 10; 


D'autre tas tata =], 
Ti + La + La + 25 = —3, 


Ti + Ze + Ts + Ta = 0, 
Ti + La + La + 25 = 8, 
Ti + Lo + Ta + T5 = —2; 
8) Ti + Ta = 9, 

T1 + Ts — 4, 

Ti + Ta = —2, 

Z + Ts = —1i, 

TZ + ze = 0, 


La + Ts + Ta + Ts + Ze — —1. 
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17.2. Ecrire le système d'équations linéaires correspondant à la 
matrice complète donnée. Résoudre le système en se servant de la 
règle de Cramer. 


1) 1 440 | cz 115 2) Il Ae |! co 115 3) 1 4202 | Csa ||: 

4) || 209 | Css |; 9) | 4204 | Cse ||; 

6) || 4208 | Css |; 7) 1 4208 | 0 Il. 

17.3. Démontrer les assertions : 

1) Si les équations du système (B) sont des combinaisons linéai- 
res des équations du système linéaire compatible (A), l’ensemble des 
solutions du système (B) contient celui de (A). 

2) On aboutit à un système équivalent si on joint au système com- 
patible d'équations linéaires une combinaison linéaire de ses équa- 
tions. 

3) On obtient un système équivalent au système compatible 
d'équations linéaires si on fait les transformations élémentaires des 
lignes de la matrice complète associée à ce système. 

17.4. Comment varient les solutions du système d'équations li- 
néaires si on fait les transformations élémentaires des colonnes de la 
matrice principale ? 

17.5. Quel système d’équations simplifiées peut-on obtenir en 
appliquant l'algorithme de Gauss aux lignes de la matrice complète 
associée au système donné de x équations linéaires à nr inconnues, si 
la matrice principale est régulière ? 

17.6. Ecrire le système d'équations linéaires d'après la matrice 
complète donnée et le résoudre. (Les matrices ci-dessous sont par- 
tagées en 4 groupes, suivant l’ordre de la matrice principale.) 

n = 2: 

1) 1438 | Cio 13 2) I A8 | Co 15 3) 1 410 | Co ||; 

n — 3; 

4) | Aa | Co 13 9) Î Aoas | Co Îl3 6) | Ass | Cor |; 

7) | Aa1o | Cos 1; 8) | 4220 | Ces ||; 

n — À: 

9) | A ae | Casa 153 10) I A az | Ci56 15 11) I A 48 | Css Îl: 

12) Il A aao | Cisz 13 13) Il A age | Ciss 15 14) I Asge | Ci59 1 5 

15) 11 4439 | Ciço ||; 

n = 9: 

16) || A 537 | Cas |l ; 17) | 4538 | Cess ||; 

18) Il 4539 | Cos3 13 19) | Âs40 | Casa ||; 

20) [| Asa | Cass ls 21) Il À 542 | Case ||; 
22) || Asao | Cass |: 23) || Asas | C2es Îl: 


-s 


P2 


: *.e ° . , 
CS | DE , 0 .: 
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$ 18. Systèmes d’équations linéaires homogènes 


18.1. Ecrire la matrice des coefficients du système donné d’équa- 
tions linéaires homogènes. Résoudre le système. 
1)z—y=0; 2) x — x + 273 = 0; 
3) Zi + Le + La + Za + zs = 0; 
4) x + 3y + 2z — 0, 9) oz — 8y + 3z — 0 
2x + 4y + 3z — 0; 2x — 3y + z —0 
6) zx + 2y + 3z — 0, 
2x + 3y + 4z = O0, 
z+y+z—=0; 
7) 9x1 — 8xo + 3za+ 3x, = 0, 
4x, — Gxe + 2ra+ xs = 0; 
8) T1 + 2e + 4Ts + za 
22, + 2Xo + 3x3 + za 
ST, + Ile + 4ts + T4 
9) 2x, + 4x, + Gxs + x, 
Zn + 2Xo + Sra + T4 
SZ, + Oro + 9Oxrs — T4 
Ly + 2Xe + Bras + 574 
10) Home 
JT + 2Te + La — T5 
11) x + 32% … 3Ts + 2Ta + 6x, 
— Lo — DTy — OTy 
Z + 1x: É 1X3 “. Gr, + 187x, 
12) 21 + 9ze + 273 + 274 + 05 
2x, + 27 + 3xs + 2x4 + 5x5 
DT + Le + Ta + 274 + rs 
Ti À Lo — Lg | Ta 
18.2. Démontrer que: 
1) la somme de deux solutions du système d'équations linéaires 
homogènes est une solution du même système ; 
2) le produit d’une solution quelconque du système d'équations 
linéaires homogènes par un nombre est une solution du même système. 
18.3. Soit k le nombre maximal des solutions linéairement in- 
dépendantes du système d'équations linéaires homogènes. Exprimer 
k en fonction des dimensions et du rang de la matrice du système. 
Dans quel cas #4 — 0? 
18.4. Combien de solutions linéairement indépendantes possède 
le système d’équations linéaires homogènes si sa matrice est régulière ? 
18.5. Est-ce qu’un système d'équations linéaires homogènes peut 
s'avérer incompatible ? 
18.6. Formuler les conditions auxquelles doit satisfaire le sys- 
tème d'équations linéaires homogènes (et vérifier qu'elles sont né- 
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cessaires et suffisantes) pour que ce système possède 1) une solution 
unique; 2) une infinité de solutions. 

18.7. Ecrire et résoudre le système d'équations linéaires homo- 
eue s’il est défini par sa matrice des coefficients : 

1) 11 21; 211111: 3) 113011; 

4) Asp: 9) Aa555 0) 4500: 614» 

8) A jrs: 5) À 533; 10) À 582 ; 11) À 583: 

18.8. Ecrire le système d'équations linéaires homogènes d’après 
la matrice des coefficients contenant un paramètre. Résoudre le 
système pour toutes les valeurs possibles du paramètre: 

1) À = As — RE; 2) À — A,jy9 — RE; 

3) À 4 —)E: 4) À — — À 366 ; 

9) À = Aus —ÀE; 6) À = A363- 

18.9. Résoudre le système d'équations linéaires homogènes si on 
connaît sa matrice des coefficients. Former et résoudre le système 
adjoint : 

1) A5 2) Ans 3) Aus 4) A2065 9) A209 

6) À 368: 7) À 4083 8) A145 3 9) A1485 10) pont 11) A5g7; 12) A 56. 

18.10. Est-ce que le système donné d’ équations linéaires homo- 
gènes et son système adjoint peuvent avoir le même nombre des 
solutions linéairement indépendantes ? 

18.11. Est-ce que les ensembles des solutions du système donné 
d'équations linéaires homogènes et de son système adjoint peuvent 
coïncider ? 

18.12. Démontrer que le système d’équations linéaires homogè- 
nes possède une solution non triviale si et seulement si les lignes de 
la matrice principale du système adjoint sont linéairement dépen- 
dantes. 

18.13. Connaissant une matrice fondamentale ®, trouver la for- 
me générale d'une matrice fondamentale quelconque du même sys- 
tème d'équations. 

18.14. La matrice donnée est une matrice fondamentale d’un 
système d'équations linéaires homogènes. Trouver au moins une 
matrice fondamentale normale: 

1) Ay155 2) Aues 9) À 397. 

18.15. La matrice donnée est une matrice fondamentale d’un 
système d’équations linéaires. Trouver toutes les matrices fonda- 
mentales normales de ce système d'équations: 

1) 110; 2) C197: 3) Aus; 4) À 398- 

18.16. Dans le système d'équations Az = o (x est une matrice- 
colonne) dont la matrice fondamentale est ®, on a effectué le change- 
ment des inconnues x = Sy (det S -£ O). Quel système obtient-on 
pour y? Indiquer une matrice fondamentale de solutions de ce système. 

18.17. Trouver au moins un système d’équations linéaires homo- 
gènes pour lequel la matrice proposée est fondamentale : 

1) Au05 2) Auur5 3) C197: 4) (S) Aus: 5) Aau- 


10e 
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$ 19. Systèmes d'équations linéaires de forme générale 


Systèmes d'équations linéaires non homogènes 
(problèmes 19.1 à 19.12) 
19.1. Résoudre le système d'équations linéaires: 
1) 2x — 3y — 4; 2) x, + ro + 2xrs + 3x, = 1; 
3) 2x + y + z — 4, 
3x + 2: — 4; 


L 


4) (V2 +1)z + (V2 My V2: = 1 +V2, 
z+(3—2V2)y+(V2—2)z=1; 


5) z + 2y +32 = —4, 6) x, + 2x + z3 = 2, 
2x + 3y + 4: = 1, 2x, + 3to + rs = 1; 
3x + 4y + 5z — 6; 

7) 5x + Are + za + Bts —= —5, 

Qt, + Ze + Ta Ty = 2, 
ST, + 2To + Ty je La = —3, 
z + Dre — 273 + 2x, = —4; 
8) 3x, La ts Ts = —=2, 
+ 2zs + 9x4 = —2, 
Gz, . .. —- ŸTs + Les = —4, 


27, + Ta + a a 
9) Ti + T3 a Ta + 
Lo + Ta FT + . 


40) 6x, + 32 + 1473 — 274 + x = 2, 


Ï 
ess 


. 


207, + 5xa + 1073 + 4x, + 1x, — 20, 
13x, + 4xe + 2x, + x, + 6x; = 11, 
4x, + 7x + 46x4 — 127, — Txs — —12, 


ZT, — 2Ta — 167, + 5x, + 4xs 

19.2. Démontrer que: 

1) la différence de deux solutions du système d'équations linéai- 
res non homogènes est une solution du système homogène associé ; 

2) la somme de toute solution du système d'équations linéaires 
non homogènes et de toute solution du système homogène associé 
est encore une solution du système non homogène donné. 

19.3. De combien d'unités le rang de la matrice principale d’un 
système peut-il différer du rang de la matrice complète ? 

19.4. On sait que le système de m équations linéaires à #2 incon- 
nues est incompatible et que sa matrice principale est de rang n. 
Quelle est la plus simple forme à laquelle on peut réduire ce système 
d'équations en appliquant l'algorithme de Gauss aux lignes de la 
matrice complète ? 

9.5. Formuler la condition nécessaire et suffisante pour que le 
système de did linéaires àn inconnues | possède une solution 
unique. se RE 


1. 
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19.6. Ecrire le système d'équations linéaires d'après la matrice 
complète donnée. Résoudre le système ou constater son incompatibi- 
lité. (Les matrices ci-dessous sont partagées en 4 groupes, suivant le 
nombre des colonnes de la matrice principale. Au sein de chaque 
groupe, les matrices sont ordonnées selon le nombre des lignes.) 

n = 2: 

1) 11 A 230 | Cea 15 2) I 232 | Ces 115 3) | A 038 | Ces ||: 

4) | A 239 | Cez 15 9) | Aou | Ces ||; 6) 1 A 233 | Co ||; 

7) 11 À 208 | Css 113 8) I A 206 | Ca 115 9) I ‘A 206 ! Czo ||; 

10) 11 4500 | Ci82 113 11) | À 408 | Coas ||; 

12) || 4585 | Ceso 115 13) | "Asa | Caso Il. 

n = 4: 

14) 1 As | Cia 15 15) | 4506 | C3 11: 

16) 11 ‘Asa | C5 13 17) I A 501 | Cie ||; 

18) [1 4502 | 17 13 19) A 50 | €: ||: 

20) [| Ass | Cza 5 21) M As1e | Ces ls 

22) || Ass | Ces 11; 23) | Ass | Ces Il: 

24) || ‘A 399 | Cso 113 25) [1 A44a | Cie: |: 

26) Il 4590 | Cosa 13 27) 1 A 501 | Cosa |l: 

28) || 4523 | Cou 113 29) [| À 594 | Cogs ||; 

30) Il “A 587 | Ceas Il. 

n = 9: 

31) |A 534 | Cie 115 32) | A555 | Cae Îl5 338) | A5:e | Cas ||; 

34) |] Ass | C:7 Îl3 35) || A8 | Cze 11: 36) [| ‘Asso | Cre |; 

37) |A 557 | C8 | 88) I A 584 | Ceo 115 39) | A see | Cao 113 

40) | 4539 | Car 113 41) I À 580 | Ce 11: 

42) (s) || As | Css 115 43) | ‘Ass | Ci63 ||; 

44) || ‘A 5es | Cros 115 45) I A 504 | Ci65 Il; 

46) || À 586 | Ci66 Il; 47) I "A 520 | C0 |: 

48) || A5aa | Ceas 115 49) | A 533 | Ceaz Il: 

n = G: 

90) || À 591 | Ces Îl- 

19.7. Ecrire le système d'équations linéaires d’après la matrice 
complète donnée à un paramètre. Trouver toutes les valeurs du pa- 


ramèêtre pour lesquelles le système est compatible et résoudre ce 
dernier. 


1) | 4293 | Ces 115 2) [l Aoes | Cse Il; 3) |l 4205 | Ces ||; 
4) || Aose | Ces Il. 
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19.8. Décrire toutes les combinaisons linéaires des solutions d'un 
système donné d'équations linéaires non homogènes, qui sont encore 
des solutions de ce système. 

19.9. Décrire toutes les combinaisons linéaires des solutions d’un 
système donné d'équations linéaires non homogènes, qui sont des 
solutions du système homogène associé. 

19.10. On sait que la colonne des termes constants du système 
d'équations linéaires est égale à la somme des colonnes de sa matrice 
principale. [Indiquer l’une quelconque des solutions particulières du 
système. 

19.11. On sait que la colonne des termes constants du système 
d'équations linéaires coïncide avec la dernière colonne de sa matrice 
principale. Indiquer l’une quelconque des solutions particulières du 
système. 

19.12. Soient x, y les colonnes des solutions des systèmes d’équa- 
tions Az = a, Ay = b respectivement et «, 6 des nombres quelcon- 
ques. Quel système d'équations est vérifié par: 

1)z= ax; 2)z2=r+y; 3) z = ax + Py? 


Conditions de compatibilité du système d'équations linéaires 
(problèmes 19.13 à 19.20) 


19.13. Démontrer que le système d'équations linéaires admet 
au plus une solution si les colonnes de la matrice principale sont 
linéairement indépendantes. 

19.14. Démontrer que le système d'équations linéaires est com- 
patible pour toute colonne des termes constants si les lignes de la 
matrice principale sont linéairement indépendantes. 

19.15. Démontrer l’assertion suivante: si le système d'équations 
linéaires est compatible pour toute colonne des termes constants, 
les lignes de sa matrice principale sont linéairement indépendantes. 

19.16. Démontrer qu'on a toujours l’une des deux possibilités : 
soit le système d'équations linéaires est compatible pour toute co- 
lonne des termes constants, soit son système homogène adjoint a une 
solution non nulle (alternative de Fredholm). 

19.17. Formuler les conditions auxquelles doit satisfaire la ma- 
trice principale (et démontrer que ces conditions sont nécessaires et 
suffisantes) pour que le nombre des solutions du système d'équations 
linéaires soit égal, selon la colonne b des termes constants, à: 

1) 0 ou 1 ; 2) 1 ou æ ; 3) 0 ou w; 4) 1 pour toute b. 

19.18. Le système d'équations linéaires est défini par sa matrice 
complète. Etudier la compatibilité de ce système en se basant sur le 
théorème de Fredholm et sur le résultat du problème 18.9 pour le 
système adjoint correspondant : 


1) Il À 14l Cao 115 2) 1 Aus | Cso 15 3) 1 45e | Gin Îl- 
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19.19. Le système d'équations est défini par sa matrice complète 
contenant un paramètre. En appliquant le théorème de Fredholm, 
trouver toutes les valeurs du paramètre pour lesquelles le système 
est compatible et résoudre ce système : 

1) 11 4 206 | Co1 115 2) I Ass | Co1 15 3) 1 4507 | Cor Il: 

19.20. Le système d'équations est défini par sa matrice complète 
Îl Agsa | C282 || qui dépend des paramètres À,, ..., À,, u. Décrire 
l'ensemble des valeurs des paramètres, pour lesquelles le système 
est compatible et résoudre le système. 


Systèmes équivalents d'équations 
(problèmes 19.21 à 19.29) 


19.21. Démontrer que si les systèmes compatibles d'équations 
linéaires non homogènes sont équivalents, il en est de même des 
systèmes homogènes associés. 

19.22. 1) Démontrer que les équations non triviales *) a,x, + ... 
... + antn = 0 et br, + ... + b,x, = 0 sont équivalentes si 
et seulement si 


Bi 5e “: 
el ee nl 
2) Démontrer que les équations non triviales a,x, + ... 
... + Antn = a et br +... + b,xz, —= b sont équivalentes si 
et seulement si 
a: Sas An € 
R it. 
8 .. vo, o| 1 


3) Formuler le critère d'équivalence de k équations linéaires pri- 
ses deux à deux. 

19.23. 1) Démontrer que les systèmes d'équations linéaires 
Az = 0, Bx = o (x est une matrice-colonne) sont équivalents si et 
seulement si 


Rg | » 


AC 
| -RgA4=RgB. 


2) Démontrer que les systèmes compatibles d'équations linéai- 
res Az = a, Bx = b (x est une matrice-colonne) sont équivalents 
si et seulement si 


A alt 
ee | — Rg 4 = Re B. 


*) Une équation linéaire est non triviale si au moins un des coefficients 
des inconnues est différent de zéro. 
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19.24. Vérifier l’équivalence des systèmes d'équations 18.1, 11) et 
18.1, 12). 

19.25. Vérifier si les systèmes d'équations définis par les matri- 
ces complètes sont équivalents: 

1) (4592 | C17) et (4508 | C12): 2) (4039 | Cez) et (A 40 | C1a7) ; 

3) (Ass | Ces) et (‘Az | C2). 

19.26. Vérifier l'équivalence de trois systèmes d'équations (cha- 
que système est défini par la matrice complète): (4501 | Cie), 
(4 509 | Cer) et (4510 | C3). 

19.27. 1) On admet que l’adjonction d'un certain nombre d’équa- 
tions linéaires homogènes à un système donné d’équations linéaires 
homogènes ne modifie pas l’ensemble de ses solutions. Démontrer 
que les équations ajoutées sont des combinaisons linéaires des équa- 
tions du système proposé. 

2) Démontrer la même assertion pour un système compatible 
d'équations linéaires non homogènes. Comparer avec le problème 
17:49; 2). . 

19.28. 1) On admet que chaque solution du système d'équations 
linéaires homogènes (A) est solution du système d'équations linéaires 
homogènes (B). Démontrer que chaque équation du système (B) est 
alors une combinaison linéaire des équations du système (A). 

2) Démontrer la même assertion pour des systèmes compatibles 
d'équations linéaires non homogènes. Comparer avec le proble- 
me 17.3, 1). 

19.29. 1) Démontrer que deux systèmes d'équations linéaires 
homogènes sont équivalents si et seulement si les équations de cha- 
que système sont des combinaisons linéaires des équations de l'autre 
système. 

2) Démontrer la même assertion pour des systèmes compatibles 
d'équations linéaires non homogènes. 


Annexe 
(problèmes 19.30 à 19.49) 


19.30 (s). Soit Ar — b un système arbitraire d'équations li- 
néaires (x est une matrice-colonne). Démontrer que le système d'équa- 
tions (‘AA) x -— ‘Ab est compatible. 

19.31 (s). Etant donné une matrice carrée À = || a;, ||, démon- 
trer que det À 0 si pour tout ion a [as | > “la l. 

ki 

19.32. Démontrer que pour tous nombres a,,....4,,, distincts deux 
à deux et tous nombres b,, ...,b,,, il existe un polynôme unique f(t) 
de degré au plus égal à n, tel que f(a,) = b4, .…., f(an41) = bus. 

19.33. Trouver un polynôme j ({) de troisième degré, tel que 


f(4)=/(2) =f(6) =1,/(4 =7. 
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Les problèmes 19.34 à 19.49 donnés ci-dessous se rapportent à 
la droite, au cercle, au plan et à la sphère. On conseille au lecteur de- 
prendre, à titre de définition de l’ensemble considéré, son équation 
algébrique et d'utiliser la théorie des systèmes d'équations linéaires 
sans recourir aux méthodes de la géométrie analytique. 

19.34. 1) (s) Formuler en termes de rangs et démontrer la condi- 
tion nécessaire et suffisante, imposée aux coordonnées cartésiennes: 
(ay, D), (Go, be), (Gs, D3) de trois points du plan, pour que ces der- 
niers ne soient pas alignés. 

2) Résoudre le même problème pour quatre points du plan. 

19.35 (s). Démontrer que par deux points distincts de coordon- 
nées cartésiennes (a,, b,), (a., b.) passe une droite et une seule. Trou- 
ver son équation. 

19.36. Montrer que par trois points non alignés de coordonnées 
(a,, b,), (a+, be), (as, db) passe un seul cercle. Ecrire son équation si 
le repère est orthonormé. 

19.37. 1) Trois droites du plan sont définies dans un repère car- 
tésien par les équations A;x + B;y +C; = 0,i = 1,2,3. Formuler 
en termes de rangs et démontrer la condition nécessaire et suffisante 
imposée aux coefficients des équations pour que ces droites ne soient 
pas concourantes. 

2) Résoudre le même problème pour quatre droites. 

19.38. En se basant sur les résultats du problème 19.37, déter- 
miner si les droites considérées possèdent un point commun: 

1) 2x + 3y +1 =0, x + 11y + 4 = 0, 

3x + 4y + 1 =0; 
2) z+S8y+1—=0, zx —y +1 = 0, 
1x — 26y —1 = 0, 8x + y + 2 = 0. 

19.39. 1) Quatre points sont définis par leurs coordonnées carté- 
siennes (a;, b;, ci), i = 1, 2, 3, 4. Formuler en termes de rangs et dé- 
montrer la condition nécessaire et suffisante pour que ces points 
n'’appartiennent pas à un même plan. 

2) Résoudre le même problème pour cinq points. 

19.40. Sur la base du résultat du problème 19.39 déterminer si 
les points donnés appartiennent à un même plan: 

1) (7, —1, 2), (2, 3, 1), (0, 10, 0), (3, 4, 1), (6, —2, 2); 

2) (6, 1, 2), (2, 3, 1), (3, 4, 1), (6, 2, 2). 

19.41. Montrer que par quatre points de coordonnées (a;, b;, ci), 
i = 1,2, 3, 4, n'appartenant pas à un même plan il passe une sphère 
unique. Ecrire son équation si le repère est orthonormé. 

19.42. Trois points sont définis par leurs coordonnées cartésien- 
nes (a;, b;, Ci), L — 1, 2, 3. 

1) (s) Formuler en termes de rangs et démontrer la condition 
nécessaire et suffisante pour que ces points ne soient pas alignés. 

2) Résoudre le même problème pour m points (m > 4). 
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19.43. En se basant sur le résultat du problème 19.42, déterminer 
si les points donnés sont alignés : 

1) (2, 3, 1), (3, 4, 2), (0. 1, —1), (—2, —1, —3), (—6, —), —1) ; 

2) (2, 3, 1), (3, 4, 2), (0, 1, 1), (2, 1, 3), (6, 5, 4). 

19.44. Démontrer que par trois points non alignés de coordon- 
nées cartésiennes (a,, b;, c;), i = 1, 2, 3, passe un plan unique. Trou- 
ver son équation. 

19.45. Deux plans sont définis dans un repère cartésien par les 
équations Ayxz + By + Ciz + D, = 0, i = 1, 2. Formuler en ter- 
mes de rangs et démontrer les conditions nécessaires et suffisantes 
imposées aux coefficients des équations pour que ces plans: 

1) coïncident ; 

2) aient une droite commune unique; 

3) soient parallèles et ne coïncident pas. 

19.46. Trois plans sont définis dans un repère cartésien par les 
équations ÀA;,;x + B;y + Ciz + D, = 0, i — 1, 2, 3. Formuler en 
termes de rangs et démontrer les conditions nécessaires et suffisantes 
imposées aux coefficients des équations pour que ces plans: 

1) coïncident ; 

2) aient un point commun unique; 

3) aient une droite commune unique; 

4) soient parallèles et ne coïncident pas; 

9) forment un prisme. 

19.47. Sur la base du résultat obtenu au problème 11.46, déter- 
miner la position relative des plans: 

1) 3x + 2y + 55 —1 = 0, 2x + 3y + 35 + 1 = 0, 

Ox + 16y + 135 + 1 = 0; 

2)z—y—2+1—=0, 5x — 21y — 175 + 1 = 0, 

Oz — 26y — 21: + 1 = 0. 

19.48. Quatre plans sont définis dans un repère cartésien par les 
équations À ;x + B;y + Ciz + D; — 0, i = 1,2, 3, 4. Sachant que 
les couples correspondant à à — 1, 2 et i — 3, 4 définissent des droi- 
tes, formuler en termes de rangs et démontrer les conditions néces- 
saires et suffisantes imposées aux coefficients des équations pour que 
ces droites soient : 

1) concourantes; 

2) parallèles non confondues; 

3) confondues; 

4) non coplanaires. 

19.49. Sur la base du résultat obtenu dans le problème 19.48, 
déterminer la position relative des droites 


1) 3z+2y+5z2—1—0, 2) f[r+3y+3z—2—0, 
Re De. 
:4z— 6y+7:+2—=0, 2z— 14y—9z—9—0, 
on rte 


CHAPITRE Viil : 


ESPACES VECTORIELS 


Dans ce chapitre, on utilise les notions et termes fondamentaux suivants: 
espace vectoriel réel (espace vectoriel sur le corps des nombres réels), espace vectoriel 
complexe (espace vectoriel sur le corps des nombres complexes), combinaisons linéai- 
res de vecteurs, système de vecteurs linéairement dépendents, base de l'espace vecto- 
riel, coordonnées du vecteur dans la base, colonne des coordonnées du vecteur, espace 
vectoriel de dimension finie et sa dimension, espace arithmétique (réel et complexe), 
espace vectoriel de dimension infinie, matrice de passage d'une base à l'autre, sous- 
espace vectoriel, sous-espace nul, enveloppe linéaire d un système de vecteurs (sous- 
espace vectoriel engendré par ce système de vecteurs), somme et intersection d'une 
famille finie de sous-espaces, somme directe d'une famille finie de sous-espaces. 

Enumérons les principaux exemples d'espaces vectoriels: 

1) Espace vectoriel arithmétique #-dimensionnel , sur le corps des nom- 
bres réels (espace arithmétique réel), c'est-à-dire l'espace des matrices-colonnes 
à n éléments réels. L'addition des matrices-colonnes et la multiplication de la 
matrice-colonne par un nombre s'effectuent élément par élément. La base de 
cet espace, TOR DORE des colonnes de la matrice unité, est dite canonique. Les 
coordonnées de la matrice-colonne par rapport à la base canonique sont les élé- 
ments de cette matrice. 

2) Espace vectoriel arithmétique #7-dimensionnel €, sur le corps des 
nombres complexes (espace arithmétique complexe), c'est-à-dire l'espace des 
matrices-colonnes à 7 éléments complexes. Les opérations et la base canonique 
sont définies comme dans ,. 

3) Espace Z(m. nr) des matrices réelles de type (m, n) sur le corps des nom- 
bres récls, muni des opérations d'addition des matrices et de multiplication de 
la matrice par un nombre. La dimension de l'espace (mn, n) Vaut mn. On appelle 
base canonique de l'espace Zn. n) la base engendrée par les matrices E;;, i — 
= 1,...,m;j—=1Â,...,n (voir introduction au $ 15). Les matrices de base 
sont ordonnées de la façon suivante: Es, Eos + - +, Emrs Eos » - 
ns De au ra 

4) Espace (m. n) des matrices onpere de type (m, n) sur le corps des 
nombres complexes. Les opérations, la dimension, la base canonique sont les 
mêmes que Pour Ÿ(m, n): 

5) Espace .f(*) des polynômes d'une seule variable £ à coefficients réels 
dont le degré ne dépasse pas le nombre donné n. Les opérations dans .#{”) sont 
les opérations ordinaires d'’addition des polynômes et de multiplication du 
polynôme par un nombre. La dimension de l'espace .f(") vaut n + 1. La base 
canonique est la base des polynômes 1, t, #2, . .., #". 

On désigne en général un espace vectoriel par la lettre Z et sa dimension 
par dim £. Si dim£f = #», on écrit Z,. Les éléments de l’espace vectoriel 


LA ] Enos e. + ee 


*) Ces matrices peuvent être ordonnées d'une autre manière (voir introduc- 
tion au chapitre XII). 
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sont appelés vecteurs, leurs coordonnées sont écrites sous la forme de matrices- 


colonnes. 
Soit £ — {(Ë1, - .- ., ën) la matrice-colonne des coordonnées du vecteur x 


dans la base e = (e,, ..., e,). On a 
ñn 


z= S, Een = 8, (1) 


=1 


= 


où e est interprété comme matrice-ligne des vecteurs e1, ..., en. La formu- 
le (1) est appelée formule de décomposition du vecteur x suivant la base e. 

Soient e;, ..., en les vecteurs de la base e’ dont on connaît les coordonnées 
par rapport à la base e — (e1, . . ., en): 


ni 
e; = Ohiths 1=1,...,n. (2) 
hk=1 


La matrice $S dont les colonnes sont les colonnes des coordonnées des nouveaux 
vecteurs de base e, ..., en par rapport à l'ancienne base e est appelée matrice 
de passage de la base e à la base e’. L'égalité (2) s'écrit encore: 


e = es. (3) 


Cette égalité se conserve si au lieu des matrices-lignes des vecteurs de e et de e” 
on considère les matrices engendrées par les colonnes des coordonnées des vec- 
teurs ey, ... , ên Ct ei, - .., en dans une base fixée. 

Si un vecteur z est défini par les matrices-colonnes & et £’ de ses coordon- 
nées dans les bases respectives e et e’ et si S est la matrice de passage de la base 


e à la base e’, on a 
5 = SE. (4) 


Etant donné une base de l'espace, il existe une correspondance biunivoque 
entre les combinaisons linéaires des vecteurs et les combinaisons linéaires des 
matrices-colonnes des coordonnées de ces vecteurs. 

On donne ci-dessous les schémas de résolution de quelques importants ty- 
pes de problèmes. 

1) Les vecteurs f1, . . ., fn de la base f et le vecteur x sont définis par les. 
matrices-colonnes de leurs coordonnées rapportées à la base e. Trouver la matrice- 
colonne des coordonnées du vecteur x par rapport à la base f. 

Solution. La matrice-colonne &’ s'obtient à partir de l'équation ma- 
tricielle (4), où & est la matrice-colonne des coordonnées du vecteur x dans la 
base e, et S est la matrice engendrée par les colonnes des coordonnées des vec- 
teurs f1, - : ., /n rapportés à la base e. Pour calculer £’, on simplifie la matrice 
Il S | $ || par des transformations élémentaires des lignes de telle sorte que S 
devienne une matrice unité. On trouve alors la matrice recherchée &’ à la place 
de la colonne £&. 

2) Les vecteurs des bases f = (f1, . .., fn) et & — (&1, + + ., &n) sont dé- 
finis par les matrices-colonnes de leurs coordonnées par rapport à la troisième. 
base e — (e3, . - ., en). Trouver la matrice de passage S de la base f à la base g. 

Solution. Soient F et G les matrices engendrées par les colonnes des 
coordonnées des vecteurs f1, . - ., fn @t £1r + - +» £n- En utilisant l'équation: 
matricielle (3) on obtient G = FS. 

La matrice S — F-1G peut être calculée à l’aide des transformations élé- 
mentaires des lignes de la matrice || F | G ||. Si, après les transformations élé- 
mentaires des lignes, on obtient la matrice unité à la place de la matrice F, la 
matrice recherchée S apparaît à la place de G. 

3) Les vecteurs a:, ..., &, sont définis par les matrices-colonnes de leurs 
coordonnées rapportées à une base e. Vérifier si les vecteurs donnés engendrent 
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une base de l'espace, établir les dépendances linéaires entre ces vecteurs et trou- 
ver une base de l'enveloppe linéaire du système {a;, ..., ap}. 

Solution. Soit À la matrice formée par les colonnes des coordonnées 
des vecteurs proposés. La transformation élémentaire des lignes de À est équi- 
valente à la multiplication de À à gauche par la matrice régulière 7. Dans ce 
cas, toutes les colonnes de À sont également multipliées à gauche par 7, et les 
dépendances linéaires entre les colonnes de la matrice ne varient pas. 

Les vecteurs donnés constituent une base de Z, si et seulement si & = n 
et det À & 0. Désignons l’enveloppe linéaire de ay, ..., a, par .f#. La base de 
.f est composée des vecteurs a, dont les colonnes de coordonnées sont les colon- 
nes principales de la matrice À. Les autres vecteurs se décomposent suivant ces 
derniers avec les coefficients qui figurent dans les décomposilions des colonnes 
de coordonnées correspondantes suivant les colonnes principales de À. Pour trou- 
ver ces coefficients, on doit réduire la matrice À à la forme simplifiée par les 
transformations élémentaires des lignes. 

Soient, par exemple, 


1 1 2 
—1 1 0 
11" ol |1 
0 1 1 


les matrices-colonnes des coordonnées des vecteurs &,, a, a; d'un cspace quad- 
ridimensionnel rapporté à une base e. La matrice 


1 1 2 
1 —1 1 0 
4 O 1 
0 1 1! 
se réduit par les transformations élémentaires des lignes à la forme 
1 O0 1 
= 0 1 1 
0 0 0 
0 0 0 
Il va de soi que la troisième colonne de la matrice À est égale à la somme des 
deux premières. Il en est donc de même pour la matrice À, d'où a; — a1 + a+ 


L'ensemble des solutions d'un système d'équations linéaires homogènes à 
ñn inconnues peut être assimilé à un ensemble de matrices-colonnes des coordon- 
nées des vecteurs d’un sous-espace vectoriel de Z,. En ce sens, chaque système 
d'équations linéaires homogènes à #7 inconnues définit un sous-espace vectoriel 
de £,. La base de ce sous-espace est un ensemble de vecteurs dont les colon- 
nes de coordonnées constituent une famille fondamentale de solutions du sys- 
tème donné d'équations linéaires homogènes. 

4) Les vecteurs a, ..., a, sont définis par les matrices-colonnes de leurs 
coordonnées rapportées à la base e de l'espace ZA. Trouver le système d'équa- 
tions linéaires qui définit l'enveloppe linéaire # des vecteurs proposés. 

Solution. Soit À la matrice formée des colonnes des coordonnées de 
Air + +. üp et Soit RgA = r. Pour que le vecteur de matrice-colonne à = 
= {(x,, ..., Zn) appartienne au sous-espace .#, il faut et il suffit que le rang 

A , 


de la matrice À = || À | à || soit aussi égal à r. Par des transformations élémen- 
taires des lignes de la matrice À on peut la réduire à la forme en escalier et donc 
faire annuler ses n —r dernières lignes. Si l’on fait les mêmes transformations 
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avec la matrice À, on voit apparaître, à la (k + 1)-ième place dans les nr — r 
dernières lignes, certaines combinaisons linéaires des nombres z,, ..., x,. En 
les égalant à zéro, on obtient le système recherché d'équations linéaires. 
Proposons-nous d'écrire par exemple le système d'équations définissant 
Leu e op linéaire du système des vecteurs a, &,, as du problème précédent. 
a matrice 


1 21z 
1 0 Zg 
0 1 1}z, 
se réduit à la forme en escalier 
D TZ, 
0 1 1 Ts 


0 O0 O| z3—zitza 
0 0 0 TZ F To — 2Ts 


Sans la quatrième colonne, le rang de cette matrice vaut 2; pour que le 
rang de la matrice entière soit aussi égal à 2, il faut et il suffit que x, + x, — 
— Dr, = 0,71 — rs — 4 — 0. C'est justement le système recherché d'équations 
linéaires définissant l'enveloppe linéaire des vecteurs a;, a, a; dans la base e. 

On appelle somme d'une famille finie de sous-espaces e#/, #, . .., .$ 
l'enveloppe linéaire de la réunion des ensembles c#, #°, ..., PP. La somme 
ch + N° + ... + P d'une famille finie de sous-espaces vectoriels est dite 
directe si l'intersection de chacun des sous-espaces eff, ff, . . ., .5° avec la som- 
me des autres est nulle. La somme directe est notée: cf! @ ff 8 ...@.#. 

Si £ = «it © N°, on appelle projection du vecteur x € Z sur le sous- 
FApAce vectoriel «// parallèlement au sous-espace vectoriel j'le terme x, de la 
décomposition x = x, + r,, Où 21 E cfl, za € S.. 

Arrêtons-nous sur les principaux problèmes liés aux notions de somme ct 
d'intersection de sous-espaces. 

5) Les sous-espaces vectoriels ,# et G sont définis comme enveloppes li- 
néaires des vecteurs a, ..., ax et b1, . .., b, respectivement. Trouver une 
base de la somme # + (.. 


Solution. Le sous-espace 5 + G@ est une enveloppe linéaire du sys- 
tème des vecteurs a,, ..., ap, b1, - .-., b,. Le problème se réduit donc au 
problème 3). 

6) Les sous-espaces .# et (à sont définis par les systèmes d'équations li- 
néaires homogènes. Trouver l'intersection .# f @. 


Solution. Le sous-espace .# N @ est défini par le système des équa- 
tions appartenant aux deux systèmes proposés. La dimension du sous-espace 
P N &@ peut être calculée d’après la formule de Grassman: 


dim (f N@) = dim.æ + dim @ — dim (# + @). 


$ 20. Exemples d'espaces vectoriels. Base et dimension 


20.1. L'ensemble donné est-il un espace vectoriel : 
1) l’ensemble vide; 
2) l'ensemble composé du seul élément nul ? 
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20.2. Peut-on définir dans l’ensemble de deux éléments les opé- 
rations d’addition et de multiplication par un nombre pour que cet. 
ensemble devienne un espace vectoriel ? 

20.3. Démontrer que: 

1) le système de vecteurs est lié s’il contient un sous-ensemble 
de vecteurs linéairement dépendants: 

2) tout sous-ensemble du système de vecteurs linéairement indé- 
pendants est libre; 


3) le vecteur a, est une combinaison linéaire des vecteurs a, . .. 
.., 4 Si les vecteurs a,, . .., a, sont linéairement indépendants 
et les vecteurs as, &, . . ., ax linéairement dépendants. 


20.4. Etablir si l’ensemble donné est un sous-espace vectoriel 
d'un espace n-dimensionnel et s’il l’est, déterminer sa dimension : 

1) l’ensemble des vecteurs dont toutes les coordonnées sont. 
égales ; 

2) l’ensemble des vecteurs dont la première coordonnée est 0; 

3) l’ensemble des vecteurs dont la somme des coordonnées est. 
égale à zéro; 

4) l’ensemble des vecteurs dont la somme des coordonnées vaut 1 ; 

5) l’ensemble des vecteurs du plan, qui sont parallèles à une. 
droite donnée ; 

6) l’ensemble des vecteurs de l’espace tridimensionnel, perpendi- 
culaires à une droite donnée : 

7) l’ensemble des vecteurs du plan, dont le module ne dépasse 
pas 1: 

8) l’ensemble des vecteurs du plan, qui forment un angle & avec 
la droite donnée (0° < &œ < 90°). 

20.5. Démontrer que l’ensemble ,7,,,, 1) des matrices de type 
(m, n) est un espace vectoriel pour les opérations d’addition des ma- 
trices et de multiplication de la matrice par un nombre. Trouver la 
dimension et une base de cet espace. 


20.6. Etablir si l’ensemble donné de matrices carrées d'ordre nr 
est un sous-espace vectoriel de l’espace de toutes les matrices car- 
rées d'ordre n et s’il l’est, trouver sa dimension: 

1) l’ensemble des matrices dont la première ligne est nulle: 

2) l'ensemble des matrices diagonales; 

3) l'ensemble des matrices triangulaires supérieures ; 

4) l’ensemble des matrices symétriques; 

5) l’ensemble des matrices symétriques gauches; 

6) l’ensemble des matrices singulières. 


20.7. Etablir si l’ensemble donné de fonctions définies sur un 
segment [a, b] est un espace vectoriel pour les opérations d’addition 
et de multiplication par un nombre: 

1) l’ensemble des fonctions continues sur [a, b]; 

2) l’ensemble des fonctions dérivables sur [a, b); 
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; 3) l’ensemble des fonctions intégrables au sens de Riemann sur 
a, b]; 

4) l'ensemble des fonctions bornées sur [a, b]; 

9) l'ensemble des fonctions telles que aa |[f()I< 


6) l’ensemble des fonctions positives ie (à b]; 

7) l’ensemble des fonctions telles que f (a) = 0; 

8) l’ensemble des fonctions telles que f (a) = 1; 

9) l’ensemble des fonctions telles que lim f(x) = œ; 

x—a+0 

10) l’ensemble des fonctions croissantes monotones sur [a, b); 

11) l'ensemble des fonctions monotones sur [a. b]. 

20.8. Démontrer que l’ensemble donné de fonctions est pour tout 
n naturel un espace vectoriel de dimension finie; trouver la dimen- 
sion et indiquer une base de cet espace: 

1) l'ensemble des polynômes de degré au plus égal à n (noté #"); 

2) l’ensemble des polynômes pairs de degré au plus égal à »; 

3) l’ensemble des polynômes impairs de degré au plus égal à n; 

4) l'ensemble des polynômes trigonométriques d'ordre au plus 
égal à n, c’est-à-dire l’ensemble des fonctions de la forme f (t) = 
= 49 + a cost + b, sint + ... + a, cos nt + b, sin nt; 

5) l'ensemble des polynômes trigonométriques pairs d’ordre au 
plus égal à n; 

6) l’ensemble des polynômes trigonométriques impairs d'ordre 
au plus égal à n; 

7) l’ensemble ‘des fonctions de la forme f (t) —e% (a + a, cos t + 
+ b,sint+ ... <+a, cos nt + b, sin nt), où « est un nombre 
Téel fixé. 

20.9. Démontrer que l’ensemble donné de fonctions a une struc- 
ture d'espace vectoriel de dimension infinie : 

1) l’ensemble de tous les polynômes; 

2) l’ensemble de tous les polynômes trigonométriques; 

3) l’ensemble des fonctions continues sur un segment. 

20.10. Calculer la combinaison linéaire des matrices-colonnes : 


1 ‘ ; 
1) dE 2) — Cap + Css + 2Cs1: 


Î 
3) en mn Ci38 ; ; 4) Cane — 3Cine + 2C490. 
A. Calculer la combinaison linéaire des matrices 
1_ 4 L À. A 
FA 5 Asa + A253 — Ace. 


20.12. Déterminer la matrice-colonne zx satisfaisant à l'équation : 


_ | Cyait ZT Cie tT | 
1) Cos+ too —2T = Cy ; 2) D Cics ; 


3) 3 (ci97 + &) + 2 (Co0a — €) = 4 (Cooa — E). 
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20.13. Trouver les dépendances linéaires des matrices-colonnes 
données : 


1) Car Cas Cons 2) Caas Css C120 : 

3) Ciger Ci98» C1091 C201 : C168r C197» C205: C206- 

20.14. Trouver la dimension et la base de l’enveloppe linéaire du 
système donné de matrices-colonnes : 

1) Ci, Ca: 2) Cons Cags C0 3) Carr Cor C2: 

4) Cons Cross Cris s 9) Ciges Cross Ci99r C201 

Ci96» C198> C202» Ciggr Cases C197+ Ci198 : 

8) o; Ciger C203 Cao Ci97- 

20.15. Trouver la dimension et la base de l’enveloppe linéaire du 
système des matrices À s1: À 390 A 389- 

20.16. Trouver la dimension et la base de l’enveloppe linéaire du 
système des polynômes (1 + #)°, #, 1, £ + 12. 

20.17. Démontrer que les vecteurs e,, . .., e, forment une base 
de l’espace arithmétique #7-dimensionnel et trouver la matrice-co- 
lonne des coordonnées du vecteur æ dans cette base: 

1{)n=1,e =c, x =0c;; 


2) n —=2, € = Cogs 2 = Co L = C0; 

3) R = 3, € = Ciger €2 —= Ciao Es — Cigsr TE = Ca; 

4) n — . En — Ciger C2 — Cig7r C3 — Caps a — Cigpr LE = Co00» 

D) R = 9, € = Cross €2 — Cogsr €g — Cogar €a — Cagss ©5s — Cage 
TZ — Cog7- 


20.18. Démontrer que les matrices AÀ;, A,0, A1s, A4 forment une 
base dans l’espace des matrices carrées d'ordre 2. Trouver la colonne 
des coordonnées de la matrice A, dans cette base. 

20.19. Démontrer que les matrices A :00, Asger A o06 A 204 A eos 
A 24° forment une base dans l’espace des matrices symétriques d'or- 
dre 3. Trouver la colonne des coordonnées de la matrice 4.,,; dans 
cette base. 

20.20. Démontrer que les polynômes 1, { — œ, (t — «})°, : 

.., ( — a)" forment une base dans l’espace des polynômes de degré 
au plus égal à nr. Trouver la colonne des coordonnées d’un polynôme 
arbitraire p, (t) de degré Sn dans cette base. 

20.21 (5). Démontrer que les polynômes 2t + &5, 45 —1#5,t1+t 
forment une base dans l’espace des polynômes impairs de degré <5. 


Déterminer la colonne des coordonnées du polynôme 5t — +? + 245 
dans cette base. 


20.22. Trouver la dimension et la base de l'espace vectoriel dé- 
fini dans une certaine base par le système d'équations linéaires: 
1) A:3œ = 0; 2) AogT = 0; 3) A:39T€ = 0; 
4) À 391T — 0; 5) À 1107 — O0, 6) À aaeT — ©, 7) À 5777 — 0. 
20.23. Ecrire le système d'équations définissant l'enveloppe li- 
néaire de la famille donnée des matrices-colonnes : 
1) Ces, Css 2) Car Cao: 3) Cao Ce; 
11—34 0 


162 ESPACES VECTORIELS (CH. VIII 


4) Cicer Ci965 ©) Ci975 6) Cige, Ci98> Ci99s Coo1 ; 
) Cige» Css Cio7s 198; (0, 0, 0, 0). 

20.24. Démontrer que chacun des deux systèmes de vecteurs 
{fi fn} et {81, - - ., gh} est une base de l’espace arithmétique 
n-dimensionnel. Trouver la matrice de passage de la première base 
à la seconde. Exprimer les coordonnées E,, ..., E, d’un vecteur 
dans la première base en fonction de ses coordonnées Ë, ..., E, 
dans la seconde. 

1n=1, fi = 0, gi =0Cs; 

2)n=2,f1 = Coprs fo = Cas 1 = Cases Lo = Cas; 

3) n —=3, f1 = Ces fe — Cuir fs = Cas 1 = Cuiss Le = Ces 
Es — Css; 

4) n —4, f1 = Cise fe = Ciges Pa = Con a = Cisgs La = Ci90» 
Se — Caoo Ls — Caosr La — Co0s- 

20.25. Démontrer que chacun des deux systèmes de matrices 
{Auger Azass Asa A133: Anos A135} et {A1s6; Ars Aie, 138 A1 
A:11:} est une base dans l’espace des matrices à trois lignes et deux 
colonnes. Déterminer la matrice de passage de la première base à la 
seconde. Exprimer les coordonnées E,, . .., E, d’une matrice de ce 
type dans la première base par l’intermédiaire de ses coordonnées 
&, -.-, & dans la seconde base. 

20.26 (s). Démontrer que chacun des deux systèmes de matrices 
{A 250 A os Aoso}et {Ao53 A oç5ar Ass} est une base dans l’espace des 
matrices symétriques gauches d'ordre 3. Trouver la matrice de passa- 
ge de la première base à la seconde. Exprimer les coordonnées E,, £., 
ë, d’une matrice symétrique gauche d'ordre 3 dans la première base 
en fonction de ses coordonnées E,;, E;, Ë, dans la seconde base. 

20.27. Démontrer que chacun des deux systèmes de fonctions 
{t —2, 1,1 + 5t+ 1, (1 + t}} et {1 + 6)9, (1 — 68, € — 2 + 
+ 15, 1 +t+t + #5} est une base dans l’espace des polynômes de 
degré <3. Trouver la matrice de passage de la première base à la 
seconde. Exprimer les coordonnées E,, E., Ës, ë, d’un polynôme de 
degré<3 dans la première base par ses coordonnées E,,Ë,, £,Ë, dans 
la seconde base. 

20.28. Démontrer que chacun des deux systèmes de fonctions 
{A + 22)2, (4 — E)°, het {1 + Et + ii, 1 — 1 + 14, 1} est une base 
dans l’espace des polynômes pairs de degré<4. Déterminer la matri- 
ce de passage de la première base à la seconde. Trouver les coordon- 
nées E,, £+, ës d’un polynôme pair de degré 4 dans la première 
base à partir de ses coordonnées Ë,, &,, £ dans la seconde base. 

20.29. Comment change la matrice de passage d’une base à l’au- 
tre si: 

1) on permute le i-ième et le j-ième vecteur de la première base ; 

2) on permute le i-ième et le j-ième vecteur de la seconde base; 

3) on écrit les vecteurs des deux bases dans l'ordre inverse ? 


6 21) SOMME ET INTERSECTION DE SOUS-ESPACES 163 


20.30. S, est la matrice de passage de la première base {e,;, ... 
..., en} de l’espace vectoriel r7-dimensionnel à la seconde base 
{fis + « « fn}, et S, la matrice de passage de la deuxième base à la 
troisième base {g,, ..., g,}. Trouver la matrice de passage : 

1) de la première base à la troisième; 

2) de la deuxième base à la premiére. 

20.31. Décrire la position relative de deux bases d'un espace 
vectoriel tridimensionnel si la matrice de passage de la première 
base à la deuxième est: 

1) diagonale; 

2) triangulaire supérieure ; 

3) triangulaire inférieure. 


$ 21. Somme et intersection de sous-espaces 


21.1. Démontrer que l’espace des matrices carrées d'ordre nr 
est la somme directe du sous-espace des matrices symétriques et du 
sous-espace des matrices symétriques gauches du même ordre. 

21.2. Démontrer que l'espace des polynômes de degré Sn est la 
somme directe du sous-espace des polynômes pairs de degré 7 et du 
sous-espace des polynômes impairs de degré <n. 

21.3. Démontrer que l'espace vectoriel #7-dimensionnel est la 
somme directe du sous-espace des vecteurs dont toutes les coordon- 
nées sont égales entre elles et du sous-espace des vecteurs dont la 
somme des coordonnées est égale à 0. 

21.4. Démontrer que l’espace arithmétique #-dimensionnel est la 
somme directe de sous-espaces vectoriels engendrés par les systèmes 
de vecteurs {a,, ..., a,} et {b,, ..., b,}: 


1)n=2, 4; = Cap Gr = Css 1 = Css; 
2)n=— 5, Œj = Cigus Ge — Ciggs V1 — Cégr O2 — C140; 
3) R = 4, 4j — Cipgs A2 = Cipgr O1 — Ciprs Va = Cige, O3 — Ca00 à 


4)n = 4, € = Cipgs Ge = Cipgs 3 = Cogor Ga = Cigos 1 = Cices 
b; = C:94- 

21.5. Décomposer le vecteur donné x de l’espace arithmétique 
n-dimensionnel en somme de deux vecteurs dont le premier appar- 
tient à P et le second à &, F étant l'enveloppe linéaire du système 
des vecteurs a,, ..., ax, et (& celle du système des vecteurs b,, ..., b.. 
Vérifier que cette décomposition est unique. 


1)n=2, x = Copy E = Cogs 01 = Ca; 

2)n —=38, z = Cisg A — Cgar Ge = Ces V1 = Ces; 

3) n = 38, ZT — Cigss An — Cgar 2 — Ces V1 — Ces; 

4) n = 3, Z — Cisps A1 — Cgar Ce — Ces V1 —Ces; 

5) n —4, x = Caggs 1 — Ciger Œe — Cipgs Es = Co07n V1 = C20) 
D, = Coos: 


21 6. Trouver la projection du vecteur donné zx de l’espace arith- 
métique 7-dimensionnel sur le sous-espace vectoriel ® parallèlement 
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au sous-espace vectoriel , où ® est l’enveloppe linéaire du système 


des vecteurs a,;, . .., ax, et @ celle du système des vecteurs b,, 
Ts. b, : 
1)n=2, x = Css @ = Cao Di = C4; 
2)n=2, x = Css A = Cao bi = Ca; 
3) n =2, x = Cygs Gi = Caps 1 = Cu; 
4) n = 8, & = Ciggs Ai — Cegr Go = Ciops As = Cioo Di = Cias 
S)n = 4, X = Cog 1 = Ciger Ge = Cigpr O1 — Ciprs De = Ci9s. 


21.7. Trouver la dimension et une base de la somme et de l’in- 
tersection de deux sous-espaces vectoriels de l’espace arithmétique 
n-dimensionnel, engendrés par les systèmes de vecteurs {a;, 
es ax} et {b, ER b,} : 

1Î)n=2, a =Ccsy, Ge = Cyr As = Cas bi = Cao, be = Ce, 


D; = Css; 

2)n = 3, & = Cie, Ge = Cros As = Cuigs O1 = Cie De = Ciss, 
Ds = C158; 

8) n — 3, Ai = Cegr As — Cigpr a — Ciaor Di = Coas Ve = Ci 
Ds = Ciyr; 

4) (s)n — 3, da = Ces de = Ciger As = Ciasr Di = Cgur de = Cru, 
Bs = Cix7; 

D) R = 38, & = Cegrn As — Ciney Es — Ciasr O1 — Cros Ve — Crus 
Ds = Car; 

6) nr —3, a = Cogy eo = Cour As = Ciao O1 —= Cgr Da — Cros 
Ds = Ci22; 

T)n—=4, a = Ciggr Gr = Cogor As = Cion Dr = Cour Ve = Cas 
Da = Coys; 

8) nr — 4, & = Ciggs Æe = Cipgs Œs = Coner O1 = Ciger O2 — Ces 
D3 = Ci97; 

9) n— 4, a = Ciges Ar — Ciper As — Cigrr O1 — Cros. Va — eos: 
By = C06; 

10) n — 4, ay — Ciggr A2 — Cipgr Œs — Ciggr a —= Cooss D) — 


= Co07 Ve — Cogas O3 — Cigrs 04 = C0s- 

21.8. Trouver la dimension et une base de la somme et de l’in- 
tersection de deux sous-espaces vectoriels de l’espace des matrices 
carrées d'ordre 3, engendrés par les systèmes de matrices {A,0», 
À 301 209 A204} €t {Ao5e: A205: Arr Ass} 

21.9. Déterminer la dimension et trouver une base de la somme 
et de l'intersection des sous-espaces vectoriels de l’espace des polynô- 
mes de degré<3 si ces sous-espaces sont engendrés par {1 + 26 + t, 
A++, t—1 +8) et {1 HE, 1 + 3t+ ES, 3e — 12 +). 

21.10. S'inspirant de la notion de somme de deux sous-espaces 
vectoriels, démontrer l'inégalité Rg (4 + B) < Rg À + Rg B, où 
A et B sont deux matrices de même type (m, n). 

21.11. Démontrer que la somme Z de deux sous-espaces vecto- 
riels S et & est directe si et seulement si au moins un des vecteurs 
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x EL peut être représenté de façon univoque sous la forme x = y + 
+ z, où yEP, zEG. 

21.12. Soient @ et @ deux sous-espaces vectoriels d’un espace 
vectoriel de dimension finie. Démontrer que: 

1) l'intersection ® f @ contient un vecteur non nul si la som- 
me des dimensions de ® et (% est strictement supérieure à la dimen- 
sion de l’espace; 

2) l'un de ces sous-espaces est contenu dans l’autre si la dimen- 
sion de la somme de ® et @ dépasse d’une unité la dimension de 
leur intersection. 

21.13. Démontrer que pour tout sous-espace vectoriel ® de l’es- 
pace vectoriel £ de dimension finie il existe un sous-espace À € £ 
tel que l’espace £ soit la somme directe de @ et (. 

21.14. Soient £, o#, N° trois sous-espaces vectoriels; ® — 
= (£ NS) + (x NS), G=C+aA4) NS. 

1) Démontrer que $ & ({. 

2) Le cas PH est-il possible? Donner l'exemple corres- 
pondant. 

21.15. Démontrer que la somme des sous-espaces vectoriels 
#9, ..., € coïncide avec l’ensemble des vecteurs de la forme 
r=n+...+a, où EL, i=1,...,k. 

21.16. Soient £, :#,.#° trois sous-espaces vectoriels. Démon- 
trer que 


L+h+S =(L+A)+S = L+(H+N). 


21.17. Démontrer que la somme Z des sous-espaces vectoriels 
LU)... L®) est directe si et seulement si au moins un des 
vecteurs x € € peut être représenté de façon univoque sous la forme 
TT +... + 2,où zx; € LU (généralisation du problème 21.11). 


$ 22. Espaces’ vectoriels complexes 


22.1. Calculer la combinaison linéaire des matrices-colonnes : 
1) (+ i) ca — icss 2) Zicya + (8 + à) cs0 — Cu; 


. 3 
3) (1 — 2i) C8 + 3 152: 
22.2. Calculer la combinaison linéaire des matrices 


(2 + à) 459 + 410 + Aer — 241. 


22.3. Trouver la matrice-colonne x vérifiant l’équation: 

1) (+ à) (æ — cas) — (2 + à) (x + cas) = Cas; 

2) 2163 — Ciap + ZT = Ci50- 

22.4. Trouver les dépendances linéaires des matrices-colonnes 
suivantes: 


1) Cags Caps Cas 2) Caes C3 Cao 3) Cig1r C132: C133- 
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22.5. Trouver la dimension et une base de l'enveloppe linéaire 
du système donné des matrices-colonnes : 

1) C5 2) Cor Cap5 3) Cogr Cass Cas 4) Ciaas Casis Cie; 

D) Cortr Co16s Care Ô) Ciger Ca1ss Ciger Ci9s Cate- 

22.6. Démontrer que les vecteurs e,, ..., e, forment une base 
de l’espace arithmétique complexe n#-dimensionnel. Déterminer la 
matrice-colonne des coordonnées du vecteur x dans cette base: 

1\n=1e.—c; T—0c:;: 

2)n—=2, €; — Cyys €2 = Cas TE = Cap; 

3) n —2,e; — Cogs €2 — Cao T = Cyr; 

4) n—2, €; — Cas 2 = Cons L = Ca: 

D) N = 9, 1 — Ciogs Ce — Ciorr Es — Cioss TL — Cas: 

6) n — 4, e; — Ciggr €2 — Coom C3 — Corus €a = Ca7ss TL = Cote. 

22.7. Trouver la dimension et la base de l’espace vectoriel défini 
dans une certaine base par le système d'équations linéaires : 

1) 4907 = 0; 2) Ant = 0; 3) A369T — 0; 

4) A3nt = 0; 9) A595T = 0. 

22.8. Ecrire le système d'équations qui définit l’enveloppe li- 
néaire des matrices-colonnes données : 

1) Caor Cas; 2) Cogs Caz: 3) Coi6s 4) Ciogs Cars: 

D) Cogsr Coter Cola Co1s- 

22.9. Démontrer que chacun des deux systèmes de vecteurs 
a, -.., fn}et{g:, . . ., 8, } est une base de l’espace arithmétique 
complexe n7-dimensionnel. Trouver la matrice de passage de la pre- 


mière base à la seconde. Déterminer les coordonnées E,, . .., En 
d’un vecteur dans la première base à partir de ses coordonnées 
E,, ..., En dans la seconde base. 


ln =1, fi = C4 Li — GC; 

2)n=2, fi = Can fo — Cas, Li — Casr Lo — Css; 

3) n —3, fi — Crop fa — Cross fa — Cisos Bi — Cross La = Cisco, 
Ba — Coa- 

22.10. Trouver la projection du vecteur x de l’espace arithméti- 
que complexe bidimensionnel sur le sous-espace vectoriel ® paral- 
lèlement au sous-espace vectoriel @, où ® est engendré par le vec- 
teur Css, et @ par le vecteur c;o: 

1) & = Coç5 2) TZ = Cye; 3) & = Cys. 

22.11. Déterminer la dimension et trouver une base de la som- 
me et de l’intersection des sous-espaces vectoriels de l’espace arith- 
métique complexe #7-dimensionnel en sachant que ces sous-espaces 
sont engendrés par les systèmes de vecteurs {a,, ..., a;}et {b,, ... 


1)n=3, a; — Css Go = Ciggs Ms — Crass Dr = Cises Vs = Cian 


2)n = 3, dj = Cigis Go = Cig91 As = Ci39r O1 — Cisas Va —= Cis5: 
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3) n —4, &j — Ciges An — Coogr Es — Coigs Es = Cats O1 — Cars 
De = Cons 03 = Cons 04 = Cora. 

22.12. 1) Démontrer qu'un espace vectoriel complexe r7-dimen- 
sionnel a une structure d'espace vectoriel réel 27-dimensionnel si la 
multiplication d’un vecteur par un nombre n'est définie que pour 
les nombres réels. 

2) On considère, dans l'espace arithmétique complexe bidimen- 
sionnel, la multiplication des vecteurs par les seuls nombres réels. 
Trouver une base de l’espace réel obtenu et calculer la colonne des 
coordonnées du vecteur c,: dans cette base. 

22.13. Démontrer que l’ensemble des polynômes de degré <n à 
coefficients complexes peut être considéré soit comme un espace 
vectoriel complexe, soit comme un espace vectoriel réel. Dans les 
deux cas, trouver: 

1) une base et la dimension de l’espace; 

2) la colonne des coordonnées du polynôme 1—2i + (3 + i)t— 
— 3t° dans la base trouvée (pour n = 2). 


CHAPITRE IX 


APPLICATIONS ET TRANSFORMATIONS LINÉAIRES 


$ 23. Propriétés principales des applications 
et transformations linéaires 


Les notions générales sur les applications sont introduites au $ 12. Dans le 
présent paragraphe, on utilise les notions suivantes: application linéaire, trans- 
formation linéaire, rang et noyau d'une application linéaire, isomorphisme, matri- 
ce associée à une application linéaire dans un couple de bases, matrice associée à 
une transformation linéaire dans une base donnée, somme et produit d'applications 
linéaires, produit de l'application linéaire par un nombre, transformations linéai- 
res et matrices semblables. 


Soient £, Z des espaces vectoriels sur un même corps (ils sont tous deux 


réels ou complexes). L'application @: Z — Z est dite linéaire si pour tous 
vecteurs x, y € £ et tout nombre œona 


pa +y)=@p() +9 7(y), p (ar) = ap (x). (1) 
Si les espaces Z et rs coïncident, les conditions (1) définissent une trans- 
formation linéaire de Z. On utilise de même souvent les termes: opérateur li- 


néaire de Z dans L et opérateur linéaire dans l'espace Z, surtout pour les opéra- 
teurs différentiels et intégraux dans les espaces de fonctions. 


L'ensemble @ (Z) = Im œ des valeurs de l'application linéaire q: £ —+ £ 
est un sous-espace vectoriel de Z. Sa dimension est le rang de pp on ri) 
et est noté Rg y. On appelle ne de l’application linéaire y l'ensemble Ker @— 
={xrC£19 (e] — 0}. L'application œ est dite singulière (dégénérée) si Ker ç 
ZÆ {o} et régulière dans le cas contraire. 

L'application linéaire bijective de l'espace Z sur l’espace Z s'appelle 
isomorphisme de Z sur Z. S'il existe un isomorphisme de Z sur Z, les espaces 
£ et Z sont dits isomorphes. 

Soient p: £ —+ une application linéaire, e = (e1, . .., e,) une base de 


l'espace Z, f — (f1, + - > fm) une base de l'espace Z. On appelle matrice de 
l'application linéaire ® dans le couple de bases (e, f) la matrice À — 4, dont les 
colonnes sont les colonnes des coordonnées des vecteurs ® (e:), . . ., p (eh) 
dans la base f. On appelle matrice de la transformation linéaire @ dans la base e 
la matrice de l'application linéaire q: Z —+ Z dans le couple de bases (e, e). 

Si & est la matrice-colonne des coordonnées du vecteur x € Z dans la base 


e, et n celle de son image (x) € Z dans la base f,ona 
n = AËë. (2) 


Soient e et e’ deux bases de l'espace L: { et f’ deux bases de l'espace £, S 
et 7 les matrices de passage de e à e et de f à f’ respectivement. Si À et 4’ sont 
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les matrices associées à l'application linéaire p: £ — Z dans les couples de: 
bases (e, f) et (e’, f'), il vient 


A' = Tr148. (3) 


En particulier, si À et À’ sont les matrices associées à la transformation li- 
néaire dans les bases respectives e et e’, et S la matrice de passage de e à e’, 


on obtient 
A' = S”148. (4) 


Les matrices À, À’ liées par la relation (4) pour une matrice régulière S sont 
dites semblables (A = À). 

Les transformations linéaires y, : de l’espace vectoriel Z sont dites sembla- 
bles s’il existe une transiormation linéaire inversible w: £ — Z telle que 


Ÿ = wpo. (5) 
Notation: Ÿ = ®. 

Soit @ une application linéaire définie par la matrice À dans le couple de 
bases (e, f). Le noyau de œ est défini dans la base e par le système d'équations 
A £ = o. L'ensemble des valeurs de œ est l’enveloppe linéaire du système des 
vecteurs dont les colonnes des coordonnées dans la base f sont les colonnes de la 
matrice À. Le rang de l'application œ est égal au rang de sa matrice. 


L'application nulle : £ —+ £ est définie par la formule o (x) = o pour 
tous les x € Z. Rappelons que la transformation linéaire identique de l'espace 
S est noté r. L'injection canonique p: cÂl + £ du sous-espace vectoriel # € Z 
dans Z se définit par l’égalité @ (x) = x pour z € cf{. L'homothétie (traction, 
sue de rapport À 0 dans l'espace £ se définit par la formule ® (rx) = 
= (x E Z). 

Si Z est la somme directe des sous-espaces vectoriels non nuls Z” et £”, 
tout vecteur x € Z peut être représenté de façon univoque sous la forme x — 
= mm +zs OÙ EL£',z, EL”. On appelle projection de £ sur £’ parallèle- 
ment à Z” la transformation x de Z définie par l'égalité x (x à. Ze) = Z1. La 
projection peut aussi être traitée comme application surjective de Z dans Z. 
On appelle symétrie de £ par rapport à £’ parallèlement à Z” la transformation 
p: Z — L définie par l'égalité p (z1 + ze) = zy — To. 

L'espace vectoriel 8 des vecteurs du plan ou de l'espace tridimensionnel, 
muni du produit scalaire est dénommé, dans la suite, espace géométrique (bidi- 
mensionnel ou tridimensionnel). On peut y étudier les transformations de pro- 
jections orthogonale et de symétrie orthogonale. Pour plus de détails sur ces 
transformations voir introduction au chapitre XII. 


On sphere somme de deux applications linéaires p, d: £ — £ l'application. 
p + + telle que pour tout rx € Z 


(p+v) (= ()+% (2). ° 
Le produit de l'application @ par le nombre & est défini pour tout x € £ par 
l'égalité (ap) x — ap (x). 


Exemples de transformations et d'applications linéaires. 
Noyau, ensembles des valeurs. 
Matrices d'applications et de transformations linéaires 
(problèmes 23.1 à 23.51) 


23.1. Soit x — ‘(r1,2+, . . ., th) un vecteur de l’espace arithmé- 
tique n-dimensionnel. Etudier la linéarité de la transformation si: 
1) @ (x) — (as Ty — Ze) (n = 2); 
2) pt) = ‘(ts Tite) n = 2); 
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3) px) = (te 21 — 3, z3) (n = 3); 

4) (x) — 2 La + TL rats, Ti — Lo) (n = 3); 

9) px) — (0, . 

6) px) — ‘0, 21 + 3%, Te) (an = 3); 

7) px) = (0, ..., 0, 1); 

8) o (x) — (sin Zi, COS Ze, Fa) (r — 3); 

9) p (x) — (En: En +. 

10) p (x) = ‘22, 2 12e |, 3) (n = à). 
23.2. Démontrer que l'application donnée est linéaire, trouver 


sa matrice, étudier si cette application est surjective, injective ou 
isomorphe : 


1) l'application nulle; 

2) la transformation identique ; 

3) l’homothétie. 

23.3. Soit q une application linéaire d’un espace vectoriel £ dans 


un espace vectoriel £. Démontrer que : 
1) @ (o) — 0; 


2) le noyau de œ est un sous-espace vectoriel de € ; 

3) l’image œ (#) du sous-espace vectoriel «# © £ est un sous- 
espace de £ et dim p (#4) < dim  ; 

4) @ est injective si et ‘seulement si Ker p — {o}. 

23. 4. Soit eŸ un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel Le: 
Montrer que l’injection canonique de e# dans £ est une application 
linéaire injective. À quelle condition doit satisfaire .# pour que 
l'application œ soit un isomorphisme ? 

23.5. Soit «# un sous-espace de l’espace vectoriel £. L'appli- 
cation @: .£ — oi est définie par les égalités: @ (x) — zx pour z € #, 
æ (x) = 0o pour x € o#. Est-ce que l’application œ est linéaire ? 

3.6. Soient x un vecteur quelconque et a, n des vecteurs fixés 
non nuls de l’espace géométrique (bidimensionnel ou tridimension- 
nel). Vérifier si la transformation définie par la formule suivante 
est linéaire et trouver sa représentation géométrique : 


1) pH=(R a) ri 2) pa) a (a n)#0); 

3) pR)=x— (x 2) ir: 

4) g@)= x ME a ((a, n) #0); 

DpR=x—2(x nm: 6) pH =2(a x) — x 
23.7. Vérifier la linéarité et donner une interprétation géomé- 


trique de la transformation œ de l’espace géométrique tridimension- 


nel, qui est définie par la formule suivante (a, u, v étant des vecteurs 
fixés) : 


1) p (x) = Îx, al (al = 1); 
2) px) =u(x, v) —v(x, u) (lu, vil <0). 
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23.8. Soient r, x des vecteurs arbitraires et a, n des vecteurs non 
nuls de l’espace géométrique tridimensionnel. Exprimer l’image du 
vecteur x, déterminer le noyau, l’ensemble des valeurs et le rang 
de la transformation linéaire œ si @ est: 

1) la projection orthogonale sur le plan (r, n) — 0; 

2) la projection orthogonale sur la droite [r, al — 0; 

3) la projection sur le plan (r, n) — 0 parallèlement au vecteur 
a ((a, n) 0); 

4) la projection sur la droite [r, a] — 0 parallèlement au plan 
(r, n) =0 ((a, n) 0); 

9) la symétrie orthogonale par rapport au plan (r,n) = 0; 

6) la symétrie orthogonale par rapport à la droite Îr, ae = 0; 

7) la Vus par rapport au plan (r, n) — 0 parallèlement au 
vecteur a ((a, n n) < 0); 

8) la symétrie par rapport à la droite Î{r, a] — 0 parallèlement 
au plan (r, n) — 0 ((a, n) = 0). 


Dans les problèmes 23.9 à 23.14, les sous-espaces vectoriels de 
l'espace géométrique tridimensionnel 6, sont définis par leurs 
équations dans une base orthonormée. 

23.9. Calculer la matrice de la projection orthogonale de &; 
sur le sous-espace £ si £ est: 

1) la droite x — z: — 0; 

2) la droite x = y — 2; 

3) le plan x + y +z—0; 

4) le plan engendré par les vecteurs a (—1, 1, —1) et b (1, —3, 2). 

23.10. Calculer la matrice de la projection de & , sur le sous-espace 
Æ parallèlement au sous-espace of si 

1) £ est défini par l'équation x — 0, et 5% par les équations 
2z = 2y — —2; 

2) L est défini par l'équation x — y, et * par le système d’équa- 
tions z+y+z—0, 2x + y + 4z = 0; 

3) £ est défini par les équations —20x = 15y — 12z, et co 
par l'équation 2x + 3y — z — 0; 

4) Æ est défini par le système d'équations zx — y + z = 0, 
2x — 3y + 4z — 0, et o# par l'équation 2x + 3y — 4z = 0. 

23.11. On traite les transformations de l’espace 6, (voir pro- 
blèmes 23.9 et 23.10) comme applications linéaires surjectives de €, 
dans Z. Calculer la matrice de chacune de ces applications. 

23.12. Calculer la matrice de la transformation linéaire @ si 
est une symétrie orthogonale dans l’espace &,: 

1) par rapport au plan x = 0; 

2) par rapport à la droite x = 2y = z; 

% par rapport au plan engendré par les vecteurs a (1, O0, —1) 
et b (1, 1, —2). 

23.13. Calculer la matrice de la symétrie dans l’espace 6: 
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1) par rapport au plan x — O0 parallèlement à la droite 2x — 

= Yy= —32; 

2) par rapport à . droite x = z, x — y + z — O parallèlement 
au plan x + y — 

23.14. Soit e” €, e;} une base orthonormée de l’espace géo- 
métrique tridimensionnel &:. Calculer la matrice de la rotation 
dans €: 

1) d'angle & autour du vecteur e;; 

2) d'angle x/2 autour du vecteur e, ; 

3) d'angle 2x/3 autour de la droite d’équation zx — y = z. 

23.15. On sait que l'espace vectoriel Z est la somme directe 
des sous-espaces non nuls Z”, £”. 

1) Démontrer que la projection @ de £ sur £” parallèlement à 
Z” est une transformation linéaire. Trouver le noyau et l’ensemble 
des valeurs de . Ecrire la matrice associée à @ dans la base compo- 
sée des bases des sous-espaces £” et £”. 

2) Résoudre le problème en traitant ® comme application sur- 
jective de £ dans £. 

23.16. On sait que l’espace vectoriel £ est la somme directe 
des sous-espaces non nuls Z”, £ ". Démontrer que la symétrie œ par 
rapport à £’ parallèlement à Z” est une transformation linéaire de 
l’espace £. Trouver son noyau et l’ensemble des valeurs. Est-ce que 
est un isomorphisme ? Ecrire la matrice de @ dans la base compo- 
sée des bases des sous-espaces £”, £”. 


23.17. Soit o: £ — $£ une application linéaire, et soit e# — 


— p(£). On considère @ comme application linéaire Æ L—+ "À. 
Démontrer que: 


1) les noyaux des applications œ et p coïncident, ainsi que leurs 
rangs : 


2) est surjective; 
3) est injective si et seulement si œ est injective ; 


4) si dim £ — dim Ÿ, les applications œ et @ sont toutes deux 
isomorphes ; 


9) établir la relation entre les matrices des applications et y. 

23.18. Démontrer que le rang de la matrice d’une application 
linéaire ne dépend pas du choix du couple de bases dans les espaces 
vectoriels. 

23.19. Démontrer que: 

1) le rang de la matrice d’une application linéaire surjective est 
égal au nombre de ses lignes ; 

2) le rang de la matrice d’une application linéaire injective est 
égal au nombre de ses colonnes. 


23.20. Soient p: £ —+ £ une application linéaire, dim £ = n, 
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dim £ — m, À la matrice de @ dans un couple de bases, Rg À = r. 
Démontrer que: 

1) Rgœ =r; 2) dimKerg—=n7—r. 

23.21. Démontrer que: 

1) l'application réciproque de l’isomorphisme existe et elle est 
également un isomorphisme ; 

2) l'application linéaire qui n'est pas un isomorphisme ne pos- 
sède pas d’application réciproque. 

23.22. 1) Quels sont le rang et le noyau de l'application linéaire 


p: £ — À si elle est un isomorphisme ? 
2) Comment sont liées les matrices À, B d’une application li- 
néaire et de sa réciproque ? 


23.23. Soient m: £ —+ Z une application linéaire et dim £ — 


— dim£. Démontrer l’équivalence des assertions: 
1) @ est un isomorphisme ; 
2) y est une injection; 
3) o est une surjection. 


Montrer que pour dim £ = dim &, l’assertion 1) ne découle pas de 
2) ou de 3). 


23.24. Soient @: £ —+ £ une application linéaire et dim Z — 


— dim £. Démontrer les assertions: 
1) Pour que l'équation @ (x) = y (x € £) ait une solution pour 


tout y € $ il faut et il suffit que l'équation homogène  (z) = 0 
ne possède que la solution nulle. 


2) Si l'équation œ (x) — y a une solution pour tous les yE€ £, 
elle possède pour chaque y une solution unique. 
3) On admet que l'équation q (x) = y n’a pas de solutions pour 


tous les y € £ mais en possède une pour un certain y. Dans ce cas, 
sa solution n'est pas unique. 

23.25. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie. Démontrer 
que tout sous-espace vectoriel de £: 

1) est le noyau d'une transformation linéaire de £ ; 

2) est l’ensemble des valeurs d'une transformation linéaire 
de Z. 

23.26. La transformation linéaire d’un espace arithmétique 
tridimensionnel est définie dans une base canonique par la matrice 
A. Trouver les images des vecteurs &,, a, &, et donner une interpré- 
tation géométrique de la transformation (à l'exception de 3)): 

— Aogn 1 = (1, 0, —1), a, — (0, 1, 0), a; — 
— (3, 4, 3) ; 

2) À = Ason & = ‘(, 1,2), a = (1, 2,3), a; — ‘(1,2, 4); 

3) À = Aou di = (0,1,1), & = (1,0, —1),a; = ‘(2,1,0); 
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4) Ne Ass; “ — (0, 1, 1), a, = ‘(2, 2, 3 Li), a, — 
— (2, 

5) A — 4. ‘a, — t(1, 1, —1), Go = t(4 + ë, 1, —À), a; — 
= (4 — i, À, à. 

23.27. L'application linéaire d'un espace arithmétique #-dimen- 
sionnel dans un espace m-dimensionnel est définie par la matrice A. 
Calculer les images des vecteurs donnés. 


1) m —= 3, n —= 4, A — À 597 & —= t(4, —1, —1, 3) ; 

2) m — 4, n=4, À = As, à = (—1, 4, 1, —1); 

3) m—=5,n —4, À = Agoo @ = "(—2, 1, 3, —1); 

4) m=n, À = Ag & = (1, 1, 1), & = ‘(1, —1,0, 
RES D 0, 4). 


23.28. La transformation linéaire d’un espace vectoriel »-di- 
mensionnel Æ est définie par la matrice À. Trouver son noyau et 
l’ensemble des valeurs. Voir si la transformation donnée est un 
isomorphisme : 

1) n —= 2, À — À; 2) n = 3, A — A9; 

3) n = 3, À = Ag; 4) n = 4, À = A4; 

9) n = 4, À — Age; 6) R = 9, À — Aya. 

23.29. L'application linéaire d’un espace vectoriel n-dimen- 
sionnel dans un espace vectoriel m-dimensionnel est définie par la 
matrice À. Trouver son noyau et l’ensemble de ses valeurs. Voir si 
l'application donnée est une surjection ou une injection : 

1)m—3, n=4, À — As; 2) Mm—=4, n =3, À = ÀA,405; 

3)m—4, n=3, A — Ayw; 4) m—=2, n=5, À — A,;,z; 

9) m = 5, n = 3, A = Ao5: 6) m = 3, n —= 5, A — À ;gs. 

23.30. L'application linéaire d’un espace arithmétique n-dimen- 
sionnel dans un espace arithmétique m-dimensionnel est définie 
dans les bases canoniques de ces espaces par la matrice A. Calculer 
l'image réciproque du vecteur a si: 

1\)n—=4, m—3, À = Asjy3, @ — on . 1); 
= 5, m—3, À = Ag, @€ = (1, 

3) n=3, m—=)9 D —3) ; 
= 4, m = 5, À — Asso, @ — (0,1, 1, 2, —1). 

23.31. L'application linéaire d’un espace arithmétique #-dimen- 
sionnel dans un espace arithmétique m-dimensionnel est définie par 
la matrice À. Trouver l’image réciproque du sous-espace # € ,, si: 
1)m—2,n—5, À — A;,x et o# est engendré par le vecteur 

2)m—3,n —4, À — A,,, et # est défini dans la base cano- 
nique par le système d'équations x, + x, = 0, z, — z3 = 0; 

3) m = n — 06, À — A,92 et o# est défini dans la base canoni- 
que par le système d'équations 2x, — zs = 0, 2x, + z3 — 274 = 0, 
—Zo + 2r4 — Te = 0, 2 = 0. 

23.32. Démontrer que tout espace vectoriel r-dimensionnel est 
isomorphe à l’espace arithmétique r7-dimensionnel sur le même corps 
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et que, par suite, tous les espaces vectoriels de même dimension (sur 
un même corps) sont isomorphes. 

23.33. Soit a — ‘(ao &, - : + an). Montrer que l'application 
J{a)=a<+at+... + a,t" est un isomorphisme de l’espace 
arithmétique (7 + 1)-dimensionnel sur l’espace vectoriel des poly- 
nômes de degré <n. 

23.34. L'application de l’espace arithmétique réel bidimension- 
nel dans l’espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre 2 est 


TS 


y y ZT 
une injection linéaire. Calculer sa matrice dans le couple des bases 
canoniques de ces espaces. 

23.35. L'application de l’espace arithmétique réel tridimen- 
sionnel dans l’espace des matrices d'ordre 2 fait correspondre au 
Lo: La 


définie par la formule e( . Démontrer que o est 


vecteur ‘(x,, ze, z3) la matrice . Démontrer que cette ap- 


— T2 Li 
plication est une injection linéaire. Calculer sa matrice dans le couple 
de bases canoniques de ces espaces. 

23.36. Soit c#(2,9y l'ensemble des matrices complexes d'ordre 2, 
qui a une structure d'espace vectoriel réel et soit (Æ,,, iE:1, Eau: Eos, 
Es, iE,9, E99, tÉoa) la base canonique de cet espace (voir problème 
22.12). L'application p: .#3 —+ o{4(2.2) fait correspondre au vecteur 

T3 Ti + ÜTe 
TL; — Lo — La 
plication œ est linéaire et injective. Trouver sa matrice dans le couple 
de bases canoniques de ces espaces. 

23.37. L'application œ: %i;—-"#(29) (voir problème 23.36) 
b 


a 
OÙ 4 — ZX + ile, A = TL — iZo, D = z3 + ixs. Démontrer que 
est linéaire et injective. trouver sa matrice dans le couple de bases 
canoniques de ces espaces. 
23.38. Démontrer que l’ensemble donné des matrices carrées est 
un espace vectoriel réel isomorphe à l’espace arithmétique .#,: 
1) l’ensemble de toutes les matrices réelles d'ordre 2 ayant la 
trace nulle: 
2) l’ensemble de toutes les matrices réelles symétriques gauches 
d'ordre 3; 
3) l’ensemble de toutes les matrices complexes de la forme 
ÎiTs Li + ÎTo 
—Lytits —its 


É(ti, Ze, Te) la matrice . Démontrer que l’ap- 


fait correspondre au vecteur ‘(z;, Ze, Zs, Za) la matrice : 


, OÙ Zy, TZ, Ze Sont des nombres réels. 
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23.39. Soit D — L l'opération de dérivation qui associe à la 


fonction f (t) sa dérivée f‘ (t). Montrer que D est une transformation 
linéaire de l’espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables 
sur l'intervalle Ja, bf. 

23.40. Soit PM) l’espace vectoriel des polynômes réels de degré 
< m. 

1) Vérifier que la dérivation (définie dans le problème 23.39) 
est une transformation linéaire D : HP) > (M), trouver son noyau 
et l’ensemble des valeurs. Calculer la matrice de la transformation D : 


a) dans la base canonique (1, £, ..., €"); 

b) dans la base (1, £ — 4,, ..., (t — t,)"); 
t tm 

c) dans la base (1, TT. +) j 


2) En traitant la dérivation comme application linéaire D: 
RPM) + PM-1, trouver sa matrice dans le couple des bases 


(1,4, +) et (1, Ée . =) 


23.41. Montrer que la dérivation (voir problème 23.39) définit 
une application linéaire: 

1) de l’espace des polynômes pairs de degré 2n dans l'espace 
des polynômes impairs de degré < 2n — 1; 

2) de l’espace des polynômes impairs de degré < 2n + 1 dans 
l’espace @ des polynômes pairs de degré < 2n. 

Trouver le noyau, l’ensemble des valeurs et le rang de l'appli- 
cation. Ecrire sa matrice À dans le couple de bases canoniques de 
ces espaces. 

23.42. Vérifier que les fonctions ext p (t), où À est un nombre fixé 
et p (t) un polynôme de degré << n, constituent un espace vectoriel et 
que la dérivation est sa transformation linéaire. Calculer la matrice 


e ? LS L] th 
associée à cette transformation dans la base — ext (4 — 0, 1, ... 


k! 

1): 

23.43. 1) Montrer que la dérivation est une transformation li- 
néaire de l'espace des polynômes trigonométriques f (t) — ao + 
+ a, cos t + b, sin t + ... + a, cos nt + b, sin nt d'ordre << n 
(voir problème 20.8,4)). Trouver la matrice de la transformation D 
dans la base canonique (1, cost, sin £, . .., cos nt, sin nt) de cet 
espace. 

2) Démontrer que la dérivation D définit un isomorphisme en- 
tre les espaces vectoriels des polynômes trigonométriques impairs 
b, sin { + b, sin 2£ + ... + b, sin nt et des polynômes trigono- 
métriques pairs a, cos £ + a, cos 2{ + ... + a, cos nt (n est un 
nombre fixé). Calculer les matrices de l'application D et de son in- 
verse dans les bases (sin {, ..., sin nt) et (cost, ..., cos nt). 
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23.44. Soit f (t) une fonction continue (ft € R). -Etudions l'opé- 


ration d'intégration I: f(t) —+ - | Î (E) dE. 


1) Vérifier que l'intégration définit une application linéaire I: 
PA % RP (n > 1), trouver son noyau, l'ensemble des valeurs 
et le rang. Ecrire la matrice de l'application I dans le couple de ba- 
ses canoniques. 

2) On considère l'intégration en'tant que nstormaton liné- 
aire de l’espace @ de tous les polynômes réels. Déterminer son en- 
semble des valeurs. Est-ce que cette transformation est ALEELIVE, 
injective, un isomorphisme ? 

3) Soient o# l'espace des polynômes dont le terme Constant est 
nul, 1: P —+ 4 l'intégration et D: c# — P la dérivation. Démon- 
trer que chacune de ces applications linéaires est l'inverse de 
l’autre. 

23.45. Soient :F l’espace vectoriel des fonctions (t) continues.sur 


l'intervalle [—1, 1], .7 l'espace vectoriel des fonctions f ({) continü- 
ment dérivables sur [—1, 1], telles que f (0) — 0, et soient :£ et 52 
les sous-ensembles des fonctions paires et impaires respectivement 
dans #. 

1) L'intégration I du problème 25. #1 (— 1 Lt L1) est traitée 
comme transformation linéaire de l'espace F. DA que cette trans- 
formation est injective, surjective? Est-elle inversible ? 

2) Démontrer que l'intégration définit un isomorphisme I :,7 —+ 


— F. Trouver son application réciproque I-!. 

3) Montrer que l'intégration I définit deux applications linéaires 
L:6— SR et I,: € — . Sont-elles injectives, surjectives, inver- 
sibles ? 

23.46. Soit une transformation linéaire de l’espace .de tous les 
polynômes en t qui fait correspondre à chaque polynôme t"“ le poly- 
nôme #** (k — 0, 1,2, . ..). Se convaincre que cette transformation 
est injective mais qu ‘elle n’est pas surjective. Trouver l’ensemble de 
ses valeurs. | 

23.47. Soit F(m.n) l'espace vectoriel des matrices de type (m, n). 

1) Démontrer que la multiplication à gauche des matrices de type 
(m, n) par une matrice donnée À de type (#, m) définit une applica- 
tion linéaire @: Æ(m.n) 24, n). Calculer la matrice de l'appli- 
cation dans les bases canoniques si n — 2, À — A4,.. Trouver le 
noyau et l’ensemble des valeurs de cette application. 

2) Démontrer que la multiplication'à droite des matrices de type 
(m, n) par une matrice donnée B de type (n, À) définit une applica- 
tion ®: (min) 7 Æ(mn) Calculer la matrice de l’applica- 
tion œ dans les bases canoniques si m — 2, B — A,,4. Trouver le 
noyau et l’ensemble des valeurs de l’application ®. 


12—340 
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23.48. Soient ÆX,, ..., À, les colonnes de la matrice X — 
= | X, ... X, || de type (m,.n) et soit Y — || À, ... À, ||. 
L'application @: P(min) —(mn-» St définie par la formule 
p (X) = Y. 

1) Démontrer que l'application œ est linéaire, trouver son noyau 
et l’ensemble des valeurs. 

2) Calculer la matrice de l’application œ dans les bases cano- 
niques de ces espaces. 

3) Montrer que œ est l’une des applications définies dans le 
problème 23.47. 

23.49. Soient M,, ..., Mn les matrices données d'ordre m, 
et soit æ — '(xy, ..., zh). L'application p: #7, —+ #(m.n) St 
définie par la formule @œ (x) = z,M, + ... + x,M,. Démontrer 
que œ est linéaire. Trouver le noyau, l’ensemble des valeurs, le 
rang et calculer la matrice À de œ@ dans le couple de bases canoni- 
ques si rn — 4, M, — Ajo, Mo = Ass M3 := A3, M3 =: A0: 

23.50. La transformation œ de l’espace vectoriel des polynômes 
réels p (x, y) de deux variables x, y est définie par la formule 
o (p (x, y)) = p (x + a, y + b), où a, b sont des nombres fixes. 
Montrer que œ définit une transformation linéaire de l’espace des 
polynômes de degré 2 et calculer sa matrice dans la base (1, x, y, 
T°, Zy, ÿ°). 

23.51. Montrer que les polynômes homogènes p (x, y) — 


 N azx"-*y* de degré n engendrent un sous-espace vectoriel 42(") 
ke=0 


de l’espace de tous les polynômes de deux variables. La transfor- 
mation est définie par l’une des formules suivantes: 
() 
1 o(p=z; 2 o(p=y<e;: 3) pp=r y. 
Démontrer que est une transformation linéaire de £®") et cal- 
culer sa matrice dans la base (1*, z"-1y, . .., xy"”1, y"). Trouver le 
noyau et l’ensemble des valeurs de . 


Matrices des applications et des transformations linéaires 
dans différentes bases. Matrices semblables 
(problèmes 23.52 à 23.77) 


23.52. Soient (e,, . .., eh) une base de l'espace vectoriel £ et 
fs + + Ân des vecteurs arbitraires de l’espace vectoriel £. Démon- 


trer qu’il existe une application linéaire q: £ —+ £, et une seule, 
telle que m(e;) — jf; (è = 1, ..., n). 

23.53. 1) Soient a,, ..., a, des vecteurs linéairement indépen- 
dants de l’espace vectoriel £, et b,, . .., b, des vecteurs de l’es- 


pace Ÿ. Démontrer qu'il existe une application linéaire @: £ + £ 


$ 23] PROPRIBTES PRINCIPALES 179 


telle que œ (a;) — by (i = 1, ..., k). Dans quel cas l'application 
œ est-elle unique ? 


2) Soient a, . .., a, des vecteurs de £ et b,, ..., b, des vec- 
teurs de €. Formuler les conditions nécessaires et suffisantes pour 


que a) il existe une application linéaire q : £ —+ £ telle que @ (a;) — 
= b; (i = 1, ..., k); b) l'application y soit unique. 

23.54. Soient À une matrice régulière d'ordre nr, B une matrice 
à m lignes et n colonnes. Démontrer qu’il existe une application li- 
néaire, et une seule, de l’espace arithmétique n#-dimensionnel dans 
l'espace arithmétique m-dimensionnel, qui associe aux colonnes de 
la matrice À les colonnes correspondantes de la matrice B. Trouver la 
matrice de cette application : 

1) dans le couple de bases canoniques des espaces ; 

2) dans la base de .#, composée des colonnes de À et la base 

canonique de #}h ; 

3) dans la base de Z, composée des colonnes de À et la base de 
Am composée des colonnes de B (à condition que m — nr et que B 
soit régulière). 

23.55. Soient À et B des matrices régulières d'ordre 7. Démon- 
trer qu’il existe une transformation linéaire, et une seule, de l’espace 
arithmétique #-dimensionnel faisant correspondre aux colonnes de 
la matrice À les colonnes correspondantes de la matrice B. Trouver 
Ja matrice de cette transformation: 

1) dans la base canonique; 

2) dans la base des colonnes de À; 

3) dans la base des colonnes de B. 

23.56. La transformation linéaire @ de l’espace arithmétique 
re fait correspondre au vecteur a; le vecteur b, (i = 
— 1, 2). Calculer la matrice de œ dans la base ne si 


n a; = ‘(1, —1), as = ‘(—1, 2), b, = "(2, 0), b, — de 3, 1); 
2) as = 1, —8) as = 42, 1), D = (3, —2) e. — (4, 
3) a, = ‘(—5,3), a, = ‘(—3, 1), B 1 = (4, 15), b, — 40! DE 


4) a, ='(, 1), a; = '(, 3), b = (0, V2), 8 = ‘(—Y 
2V 2). 

23.57. Les colonnes des matrices À, B sont composées des coor- 
données des vecteurs a;, &+, az et b], be. b, dans une base e de l’es- 
pace vectoriel tridimensionnel £. Vérifier dans chacun des cas men- 
tionnés ci-dessous qu'il existe une transformation linéaire œ, et une 
seule, de l’espace £ qui fait correspondre aux vecteurs a; les vec- 
teurs b; (i — 1, 2, 3). Calculer la matrice de la transformation : 
a) dans la base e, b) dans la base (a;, @&, a3) si: 

1) À = A5 B = A5ç6; 2) À = A36ss B = A3; 

3) À = A7 B = Asa: 4) À = Asp B = A3 

23.58. Montrer qu'il existe une application linéaire unique 
D: Ân —+Âm qui fait correspondre aux colonnes de la matrice À 
12% 
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les colonnes respectives de la matrice B. Calculer la matrice de 
l'application Q: 

* 4) dans les bases canoniques des espaces .#, et %, : 
. à) dans la base de #, ne des colonnes de la matrice À 
et la base canonique de. 

a) n' =2,. m'— 3, À = = Ass B — À 130; 


b)n =3, m — 2, À = À: — À 394) 
riohn = 2, m9, A = A';3; D = 4À4;:;: 
| d) n = 4, m — 2, A — À 467 506» 
e) n = 3, Mm — &, A == A 325: — 407» 
f) n = 4, M — 3, pe | _— À agi B — A 


618: 
5: *23.59. Existe-t-il une transformation linéaire @ faisant corres- 
pondre aux colonnes de la matrice À les colonnes respectives de la 
matrice B ? Si elle existe, calculer sa matrice dans la base canonique. 
1) À = 4,5, B'= As; 2) À = A4, B = À,,; 

3) A = = Ao7 B — A8; 4) À = A 913: B = RETS 
23.60. L' application linéaire w:.%#, —>.%, associe aux colonnes 
‘de la matrice À les colonnes respectives de la” matrice B. Etablir si 
l'application œ est injective ou surjective. Déterminer la dimension 
“du noyau et le rang de œ. Calculer l’ image du vecteur a si: 

1) A — À 193) B —= A: a — (4, é 5)E 
* 2) À = Age B = A230 à = (3, 1); 

‘ 3) À == À g90s B — À 201 a = (4, 4, —3, 12, 2); 

4) A — Aou B — À 920: a — (16, 5. — 6). 

23.61. Montrer qu'il existe une transformation linéaire unique 
de l’espace arithmétique complexe @, faisant correspondre aux 
colonnes de la matrice donnée À les colonnes respectives de la matri- 
‘ce B. Calculer la matrice de cette transformation dans Ja base cano- 


nique si : 
1)nr=2, À = Ag B = 493; 
2)n—=2, À = Aya, A, 
3) ñn = 2, À = Ag = Ag; 
4) n = 3, À = A 333 D = A374. 


23.62. La transformation linéaire œ est définie dans la base don- 
née par la matrice À. Les colonnes des coordonnées des nouveaux vec- 
teurs de base forment la matrice S. Calculer la matrice de @ dans 
la nouvelle base si: 

1) À = A3g, S = 4335 2) À = Asn S = A3; 

.. 3) À = A3g S = 4395 4) À = A0 S = ÀA,94; 

2) À = Asgo S = 42035 0) À = Ass S — A2; 

1).4 = Ass S = Ag; 8) À = Ao85 S — A5: 

9) À = Aygm S — 4470 10) À = Aus S = A 39 

23.63. La transformation linéaire de l’espace arithmétique com- 
plexe est définie dans la base canonique par la matrice À. La nou- 
-velle base cst définie par la matrice de passage S. Calculer la ma- 
trice, de la transformation dans la nouvelle base: 
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1) À = Agn S = Ag 

2) À = Aw $ — A0 C = e2mi/3) ; ; 
3) À = A6 S — À 335 L 
4) À = Asp S = Asus ‘(w = e°%1/3) ; 

+) À — À 472; S — À 473; 6) À = A5 S — À 415- ‘3 


23.64. L'application linéaire de l’espace arithmétique #7-dimen- 
sionnel dans l’espace arithmétique m-dimensionnel est définie dans 
les bases canoniques par la matrice À. Les colonnes des nouveaux 
vecteurs de base f,, . .., fn et £1, . . ., £m composent les matrices 
S et T respectivement. Calculer matrice de | APPAEALION dans les 
bases f g 


19 


® 
7 


1)n=3, m=2, À = Ap2 S = 4389 T — A4; 
2)n=4, m=2, À = A9 S = Au T = Ai. 
3)n=2,m—3, À = Ajy,, S = Ag, T = A0; 


4) n — 3, m — 4, A — À 403: — A agé: T = À 498 

23.65. Calculer la matrice associée à la transformation linéaire ÿ 
de l’ensemble des vecteurs du plan dans une base donnée si œ est: 

1) la symétrie plane pi rapport à la droite x + 2y — 0 parallè: 
lement à la droite x + 3y = 0: 

2) la projection du plan sur la droite x + y — Ô parallèlement 
à la droite 4x + 5y = 0; 

3) la contraction de rapport À = 2 vers Ja droite 3x — 2y — 0 
parallèlement à la droite x — y — 

23.66. Calculer la matrice de Ja anaton linéaire @ de 
l'espace géométrique tridimensionnel (rapporté à une base orthonor! 
mée donnée) en faisant le changement de base approprié, si @ est: 

1) la projection sur le plan 3x — y — 0 parallèlement à la droïte 
z+z—=0, z+y+2z=0; pers, 

2) la symétrie dans l’espace par rapport à la droite 2 ZT = y = —22 
parallèlement au plan x + y + 3z = 0; 

3) la contraction de rapport À — 2 vers le plan x — oo = ( pa-+ 
rallèlement à la droite x — y = z; 

4) la rotation autour de la droite z = y —=.—2 d'angle x/2;: 

9) la rotation autour de la droite x + y — 0, y —z—0,. qui 
applique le premier des deux plans donnés sur le second. | 

23.67. Soit D la dérivation dans l’espace des polynômes de degré 
au plus égal à m. Calculer la matrice de la transformation D si la 
base est composée des polynômes : 

1) 1+1,t + 2%, 3t° — 1 (m = 2); 

2) 15 + 1, 1 — 1, A UE NAT SR 


D ee 
5) 4, 414, Ê—t, 0, = PL (m > 1). 
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23.68. Calculer la matrice de la dérivation dans l’espace des 
polynômes trigonométriques d'ordre Ar (voir problème 23.43) si 
la base est composée des fonctions: 


1) 14, cost — sint, cost + sint, ..., cos nt — sin nt, 
cos nt + sin nt(n >1); 
2) 14, 1 + cost, ..., 1 + cost + ... + cos nt, sint, ... 


, Smé+ ... + sin nf; 

3) 2cos°t, 2sin°t, sint + cost, sint— cost, (sin t + 
— cos {)* (n — 2). 

23.69. Comment varie la matrice associée à l’application linéaire 
dans le couple des bases (e,, ..., e,) et (f1, . . ., fm) Si: 

1) on permute les vecteurs e; et e;; 

2) on permute les vecteurs f, et f:; 

o) on multiplie le vecteur e; par le nombre À Æ 0, et f, par 
h # 0; 

4) on remplace le vecteur e; par e; + e;, et le vecteur f, par 
fn —h Gi, kl)? 

3.70. Comment varie la matrice associée à la transformation li- 
néaire dans la base (e,, . .., e,) si: 

1) on permute les vecteurs e; et e;; 

2) on multiplie le vecteur e; par le nombre À Æ 0: 

3) on remplace le vecteur e; par e; + e;; 

4) on passe à la base (e,, e,, . .., en); 

5) on passe à la base (e,, eh _1, . . ., 1)? 

23.71. 1) Soient À et B des matrices associées à l'application 
linéaire dans deux couples de bases. Démontrer que B peut être ob- 
tenue de À par les transformations élémentaires des lignes et des 
colonnes. 

2) Soient À et B des matrices associées à la transformation li- 
néaire dans deux bases. Démontrer que B peut être obtenue de À par 
les transformations élémentaires, compatibles l'une avec l’autre, 
des lignes et des colonnes. 


23.72. Soit @:£ —+ £ une application linéaire. Démontrer que: 

1) si un vecteur de base de l’espace vectoriel Æ appartient au 
noyau de ®, la colonne correspondante de la matrice de l’application 
est nulle; 

2) si (e,, . .., eh) est une base de l’espace .£ et que les vecteurs 
Eptir + - + En ( LA) constituent une base du noyau de ®, les vec- 
teurs œ (e;), ..., o (e,) forment une base de œ (£). 

23.73. Démontrer que pour toute application linéaire œ il existe 
deux bases dans lesquelles la matrice de œ est de la forme la plus 
simple 


E O 
O O 
Quel est l’ordre de la matrice E? 
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23.74. L'application linéaire @ est définie dans les bases cano- 
niques des espaces arithmétiques #, et .7,, par la matrice À. Trou- 
ver deux bases dans lesquelles la matrice de œ est de la forme la 
plus simple (voir problème 23. UE 

1) À = 4,; ne = Asa: 3) À — A253; 

4) À = A3g8; 9) À = A57%; 6) À = À 490: 

23.75. Soit À la matrice de la transformation linéaire dans une 
certaine base. Démontrer que la matrice obtenue de À par symétrie 
centrale est une matrice de la même transformation dans une autre 
base. 

23.76. Démontrer que les matrices suivantes sont semblables : 

1) 4;,;, et son inverse; 2) A,5p et A960: 

23.77. Trouver toutes les matrices semblables à elles-mêmes. 


Opérations sur les applications 
et les transformations linéaires 
(problèmes 23.78 à 23.104) 


23.78. Soient p: Ÿn —+ Amr V: Pi —>.#r deux applications 
linéaires. 

1) Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes imposées à 
m, nr, k, L pour que les produits qÿ et w@ existent ? 

2) Soit %x — pv. Montrer que X est une application linéaire. 
Quelle relation existe-t-il entre les matrices des applications ®, Ÿ, X ? 

23.79. Soient ®, Ÿ, X des applications linéaires d'espaces vecto- 
riels arithmétiques, et soit &« un nombre. Quelles sont les conditions 
imposées aux dimensions des espaces pour que chacune des égalités 
suivantes soit vérifiée ? 

1) @ (PX) = (pb) X: 2) o Gp + X) = pb + ox; 

3) (p ++) X = pk +YL; 4) à (p + Ÿ) = ap + a. 

Montrer que les matrices des applications proposées vérifient les 
égalités analogues. 

23.80. Démontrer que toute application linéaire peut être repré- 
sentée sous la forme du produit d'applications linéaires surjective et 
injective. 

23.81. Soit £ — £' ® L£”', où £’, £” sont des sous-espaces 
non nuls de l’espace vectoriel £. Montrer que la transformation iden- 
tique est la somme & — 71, + 71e, où 7 (resp. re est la projection 
de £ sur £” (resp. €”) parallèlement à £” (resp. £”). 

23.82. Les colonnes des coordonnées des vecteurs &, &, &3; 
b,, D:, ba; C1, C2, C3 engendrent respectivement les matrices A, 
À 999 4285. La transformation linéaire q fait correspondre aux vec- 
teurs a,, 4, a, les vecteurs b, b,, b:, et la transformation linéaire 
fait correspondre aux vecteurs b,, b,, b;les vecteurs c;, Ca, C3 respec- 
tivement. Trouver la matrice de la transformation +9: 

1) dans la base initiale: 
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2) dans la base (a,, &, as); > : 

3) dans la base (b,, bs, b3). : … 

23.83. Soient , Ÿ deux transformations lnéape de l’espace 
arithmétique bidimensionnel, œ étant définie par la matrice A4, 
dans la base canonique, et Ÿ par la matrice 4,,; dans la base engen- 
drée par les colonnes de la matrice 4,5. Calculer la matrice de la 
transformation : ; 

1) pe — Gp + D; 2) 4° + 4 + 4; 

3) @* — Ÿ* dans la base canonique ; 

4) LE "1 dans la base engendrée par les colonnes de la matrice A,,; 
5) (® ++)" dans la base engendrée par les colonnes ‘ (1, 2), 

0. —1). Ds de 
23.84. Soit #9: l’espace des polynômes de degré au plus égal à 
n (n > 1) avec des coefficients réels. Définissons les applications 
pi PM-1 + DU), D: UM) + Ur-1) 

par les formules oo 

P (do +.&t +... + ant") = dot + QG + ... + ant, 

Ÿ (ao + mt +... +ant") = & +... + ant. 

Se convaincre de la linéarité des de et montrer que ÿy est 
une transformation identique, tandis que q ne l’est pas. 

23.85. Soient £ un espace vectoriel de fonctions, e sa base, D 
la UE Trouvez la matrice de la transformation D" (& = 


= 1, 2 y ee ) Si : 
1) £ est l'espace des _polynômes de degré <n, e = (1, t, 


, t'/nl); 
2) + est l’espace des polynômes trigonométriques d'ordre Sn 
(voir problème 23.43), e — (1, cost, sin t, ..., cos nt, sin nt). 


23.86. Soient ‘dans l’espace de tous les polynômes en {, deux 
transformations linéaires : la multiplication +, définissant le produit 


par t, et la dérivation D — TL 


1) Trouver la transformation : a) TD; b) Dr; c)le commutateur 
[D, +] — Dr — <D. 

2) Démontrer l'égalité D"+t <br = mD"-1 (m = 1, 2, 

Dr"): | 

© 23.87. Démontrer que le commutateur [p, 14] — gp — + de 
deux transformations linéaires d’un espace vectoriel de dimension 
finie ne peut pas être une transformation identique (cf. problè- 
me 15.130). 

23.88. Démontrer que les matrices des transformations linéaires 
semblables sont elles-mêmes semblables. 

23.89. Démontrer que la relation de similitude entre les trans- 
formations linéaires est ure relation d'équivalence (c'est-à-dire que 
p = p; p = ventraîne Ÿ =-p; p = ÿ et = X entraînent ® = X). 
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23.90. Soient ®, Ÿ des transformations linéaires de l’espace vecto- 
riel £. Démontrer que: 

1) si ÿ est semblable à y, il existe pour toute base e de l’espace £ 
une base e” telle que la matrice de 1 dans e” coïncide avec la matrice 
de œ danse; 

2) @ et sont semblables s’il existe dans € deux bases e et e’ 
telles que la matrice de @ danse coïncide avec la matrice de 1 danse’. 

23.91. Supposons que les transformations linéaires @ et sont 
semblables. Montrer qu'il en est de même des transformations: 

1) p (@) = aoû + ap + ... + aq et p (Ÿ), où p (£) = ao + 
+ at+ ... + at"est un polynôme arbitraire; 

2) @-! et w-! si @ et + sont inversibles. 

23.92. Soient œ et des transformations linéaires d’un espace: 
vectoriel, dont au moins une est régulière. 

1) Démontrer que les transformations 1% et Yy sont semblables. 

2) Formuler et démontrer la variante matricielle de cette asser- 
tion. 

23.93. Démontrer que l'application linéaire de rang r peut être 
représentée sous la forme d'une somme de r applications linéaires de 
rang À, mais ne peut pas être représentée sous la forme de somme 
d'un nombre inférieur de telles applications (cf. problème 16. 38). 


23.94. Soient œ, Ÿ deüx applications linéaires de £ dans €. 
Démontrer que Rg (@ + +) < Rg q + Reg Ÿ (cf. problème 16.34,6)). 

23.95. Soient p: £ —+ #, d:o# —.S" des applications linéaires 
ct soit dim o# — m. Démontrer que : 

1) Rg p + Re — m < Rg (pp) < min (Rgw, Rgw) (double 
inégalité de Sylvester); . 

2) dim Ker (bœ) > dim Kër æ +; dim KerŸ; 

3) Re o + Rg dv < m si bp — 0 (rappelons que o désigne l'ap- 
plication nulle). 

23.96. Soit @: £ — £ une transformation linéaire. Démontrer 
que pour tout # tel que Rgp<Æ£ L nr — dim.£ il existe une trans- 
formation linéaire 1 telle que #9 — o et Rg @ + Rgwv = #. 

23.97. Démontrer que quelles que soient les transformations li- 
néaires commutables @ et 4, on a l'inclusion Ker @ + Kerwÿ = 
S Ker (q). 

23.98. Soit @ une transformation linéaire de l’espace vectoriel 
n-dimensionnel, telle que p* — 1. Démontrer que: 

1) Rg(p +1) + Rg(p—1)=7; 

2) dim Ker (@ + L) + dim Ker (®g — r) = n. 

23.99. Soient ®p, w, X des applications linéaires telles que le pro- 
duit mb % existe. Démontrer que 


Rg (pp) + Re (pX) < Rg p + Reg (pp). 


23.100. Soient P, @ des espaces vectoriels réels et L (RP, G@} 
l'ensemble de toutes les applications linéaires m: ® —+ @. 
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1) Démontrer que L (®, G) est un espace vectoriel pour les opé- 
rations d’addition de deux applications linéaires et de multiplica- 
tion d’une application par un nombre. 

2) Soient dim # = 7», dim @ —= m. Construire une base de l’es- 
pace L(@, G@) et déterminer sa dimension. 

3) Montrer que dans les conditions du point 2) l'espace L (©, G) 
est isomorphe à l’espace .#(m.n) des matrices réelles à mn lignes et nr 
colonnes. 

23.101. L'ensemble donné d’applications linéaires est-il un sous- 
espace vectoriel de L(#, G) (voir problème 23.100): 

1) l’ensemble de toutes les applications de rang 4 > 1; 

2) l’ensemble de toutes les applications de rang au plus égal à 
k => 1; 

3) l’ensemble de toutes les applications dont les noyaux contien- 
nent un sous-espace fixé de ®; 

4) l’ensemble de toutes les applications injectives ; 

») l’ensemble de toutes les applications surjectives ; 

6) l’ensemble de toutes les applications dont les ensembles des 
valeurs sont contenus dans le sous-espace fixé de G? 

23.102. Soit e une base d’un espace vectoriel £. Démontrer que 
l’ensemble donné de transformations linéaires de .£ est un groupe 
pour la multiplication des transformations : 

1) l’ensemble de toutes les transformations régulières ; 

2) l’ensemble de toutes les transformations de déterminant 1; 

3) l’ensemble de toutes les transformations régulières dont les 
matrices sont triangulaires supérieures dans la base e; 

4) l’ensemble de toutes les transformations régulières définies 
dans la base e par des matrices diagonales ; 

5) l’ensembles des homothéties A4, où À est un nombre différent 
de zéro; 

6) l’ensemble de toutes les transformations définies dans la base 
e par des matrices de permutation. 

23.103. On donne la base e d’un espace vectoriel Z. Est-ce que 
l’ensemble donné de transformations linéaires de Z est un groupe 
pour la multiplication : 

1) l’ensemble de toutes les transformations linéaires ; 

2) l’ensemble de toutes les transformations dont les matrices sont 
diagonales dans la base e; 

3) l’ensemble de toutes les transformations régulières définies 
dans la base e par des matrices entières, c'est-à-dire par les matrices 
Îl ay |, où a;; sont des nombres entiers; 

A l'ensemble de toutes les transformations dont les matrices 
sont entières dans la base e et possèdent des déterminants égaux à 
4 ou —1: 

5) l’ensemble de toutes les transformations dont les matrices 
ont le déterminant donné d: 
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6) l’ensemble de toutes les transformations régulières définies 
dans la base e par des matrices dont chaque ligne et chaque colonne 
contiennent un élément non nul et un seul ? 

23.104. On utilise en technique un réflecteur à coins. C'est un 
trièdre dont les faces sont des miroirs perpendiculaires deux à deux. 
Démontrer que le rayon de lumière qui part d’un point intérieur à 
ce trièdre est ‘envoyé dans le sens opposé après être réfléchi par les 
trois faces. 


$ 24. Sous-espaces invariants, vecteurs propres 
et valeurs propres des transformations linéaires 


On utilise dans ce paragraphe les notions: sous-espace invariant, restriction 
de la transformation linéaire au sous-espace invariant, valeur propre, vecteur propre 
et sous-espace propre de la transformation linéaire, polynôme caractéristique et 
nombre caractéristique de la matrice de la transformation linéaire, transformation 
linéaire diagonalisable. 

Le sous-espace c/t de l'espace vectoriel Z est dit invariant par la transfor- 
mation linéaire @ si tout x € «ff vérifie la relation q (x) € cf. On appelle restric- 
tion de la transformation @ au sous-espace invariantc# la transformation fl 


de cf{ définie par l'égalité 44 &) = ® (x) pour z € fl. 


Le vecteur non nul x € £ est appelé vecteur propre de la transformation li- 
néaire , associé à la valeur propre À si @ (x) = Ar. L enveloppe linéaire de tous 
les vecteurs propres associés à une même valeur propre À s'appelle sous-espace 
propre de la transformation linéaire @ correspondant à cette valeur propre et 
se note Z:. 

Indiquons la méthode de recherche des valeurs propres et des vecteurs pro- 
pres de la transformation linéaire définie par sa matrice. Soit q: £ — Z la 
transformation linéaire et soit une base de Z dans laquelle À est la matrice de 
œ, et & est la matrice colonne des coordonnées du vecteur propre associé à la 
valeur propre À. Dans ce cas, & est solution du système d'équations linéaires 


(4 —ÈRE) à = o. (1) 
Pour qu’il existe une solution non nulle du système (1), il faut que 
det (4 — ÀE) = 0. (2) 


On dit que l'équation (2) est l'équation caractéristique de la matrice À et 
ses racines les nombres caractéristiques. Dans un espace vectoriel complexe, tous 
les nombres caractéristiques de la matrice d'une transformation linéaire sont 
ses valeurs propres, tandis que dans l'espace réel, ce sont les seuls nombres ca- 
ractéristiques réels. 


ES premier membre de l'équation (2) est un polynôme en À de degré n — 
= dim Z : 


det (4 — ÀE) = (—À)7 + tr À (—A)M I + ... + det 4. (3) 
Ce polynôme est appelé polynôme caractéristique de la matrice A. Si À est la ma- 
trice de la transformation linéaire, son polynôme caractéristique ne varie pas 
avec le changement de base, et par suite, ne varient pas les coefficients de l’é- 
quation (2), en particulier la trace et le déterminant de la matrice À, ainsi que 
les nombres caractéristiques. D'où la raison d'appeler polynôme caractéristi- 
ue, nombres caractéristiques, déterminant et trace de la transformation linéaire 
es objets correspondants de la matrice assôciée à la transformation dans une 
base quelconque. é 
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Les vecteurs propres d'une transformation linéaire définie géométrique- 
ment ou par une formule explicite peuvent parfois être obtenus directement 
sans le calcul de sa matrice. 

La résolution du problème aux valeurs propres et aux vecteurs propres d'une 
transformation linéaire @ comprend: a) le calcul des racines de son polynôme 
caractéristique ; b) en cas d'espace réel, la sélection des racines réelles car elles 
seules sont les valeurs propres: c) la recherche d’un système maximal de vec- 
teurs propres linéairement indépendants de la transformation q, qui se com- 
pose de bases des sous-espaces propres Z1 pour chaque valeur propre À. 

La matrice de la transformation linéaire œ est diagonale dans une base si 
et seulement si tous les vecteurs de cette base sont des vecteurs propres de ®. 
Dans ce cas, la diagonale de la matrice se compose des valeurs propres cor- 
respondantes. La transformation linéaire de l'espace Z est dite diagonalisable 
(ou de structure simple) s’il existe une base de Z dans laquelle sa matrice est 
diagonale. La matrice semblable à la matrice diagonale est dite diagonalisable 
(ou de structure simple). La propriété d'une matrice d’être diagonalisable dé- 
pend du corps sur lequel est défini l'espace Z. Une matrice réelle ayant des 
nombres caractéristiques complexes n’est pas diagonalisable en tant que matri- 
ce de la transformation linéaire dans un espace réel, mais elle l'est sur le corps 
des nombres complexes. 

Réduire la transformation linéaire (ou sa matrice) à la forme diagonale c'est 
obtenir une base formée par des vecteurs propres de cette transformation et écri- 
re la matrice de la transformation dans cette base. 

On appelle bloc de Jordan d'ordre n à élément diagonal À la matrice 


À 1 0 


Ja (À) = 


F — À CE 
1 612 


À 


Vecteurs propres et valeurs propres 
(problèmes 24.1 à 24.65) 


24.1. Démontrer que tous les vecteurs propres de la transforma- 
tion linéaire, associés à une mème valeur propre, forment avec le 
vecteur nul un ensemble qui coïncide avec le sous-espace propre. 

24.2. Démontrer que: 

1) le noyau de la transformation linéaire coïncide avec le sous- 
espace propre associé à la valeur propre nulle; 

2) si À, est une valeur propre de la transformation , Ker (@ — 
— À,t) est le sous-espace propre de œ associé à cette valeur propre. 

24.3. Soient À une matrice et À une valeur propre de la trans- 
formation linéaire de l’espace vectoriel 7-dimensionnel. Quelle est 
la dimension du sous-espace propre correspondant à la valeur propre 
À si le rang de la matrice À — ÀE vaut r? 

24.4. Quelle est la forme de la matrice d’une transformation li- 
néaire si les À premiers vecteurs de base sont ses vecteurs propres ? 

24.5. Démontrer que la dimension du sous-espace propre cor- 
respondant à la racine donnée du polynôme caractéristique ne dé- 
passe pas la multiplicité de cette racine. 
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24.6. Soient x, y des vecteurs propres de la transformation li- 
néaire, associés aux valeurs propres distinctes et soient æ et f des 
nombres différents de zéro. Démontrer que le vecteur ax + fy n’est 
pas un vecteur propre. 


24.7. Démontrer que la transformation linéaire non nulle pour 
laquelle tous les vecteurs non nuls sont des vecteurs propres est 
une homothétie. 


24.8. Démontrer que les vecteurs propres associés aux valeurs 
propres distinctes deux à deux de la transformation linéaire sont li- 
néairement indépendants. 

24.9. Démontrer que la matrice de la transformation linéaire 
est diagonale dans une base si et seulement si tous les vecteurs de 
cette base sont propres. 

24.10. Démontrer que la transformation linéaire de l’espace 
vectoriel n-dimensionnel est diagonalisable si elle a nr valeurs pro- 
pres distinctes. 


24.11. Soit @ une transformation linéaire d’un espace vectoriel 
4 de dimension finie. Démontrer que les assertions suivantes sont 
équivalentes : 

1) @ est diagonalisable;: 

2) il existe dans £ une base formée de vecteurs propres de la 
transformation ®; 

3) la réunion des bases des sous-espaces propres est une base de £; 

4) la multiplicité de chaque racine À de l'équation caractéristique 
est égale à la dimension du sous-espace propre #; ; 

5) Z est la somme directe des sous-espaces propres. 

24.12. Démontrer que: 

1) dans un espace vectoriel complexe, chaque nombre caractéris- 
tique de la matrice d’une transformation linéaire est une valeur 
propre, de sorte que toute transformation linéaire possède au moins 
un vecteur propre; 

2) dans un espace vectoriel réel, chaque nombre caractéristique 
réel est une valeur propre. 

24.13. Démontrer que toute transformation linéaire d’un espace 
vectoriel réel de dimension impaire (par exemple tridimensionnel) 
possède au moins un vecteur propre. 

24.14. 1) Démontrer que le polynôme caractéristique, le déter- 
minant et la trace de la matrice d’une transformation linéaire ne dé- 
pendent pas du choix de la base. 

2) Trouver les expressions des coefficients du polynôme caracté- 
ristique, en particulier les expressions de la trace et du déterminant 
de la matrice d'ordre nr, par l'intermédiaire des nombres caracté- 
ristiques. 


24.15. Trouver les vecteurs propres et les valeurs propres de 
chacune des transformations suivantes: 
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1) transformation nulle; 2) transformation identique; 3) ho- 
mothétie. 

24.16. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la 
transformation linéaire définie dans une base de l’espace vectoriel 
n-dimensionnel par la matrice Ayo — Jn (à). 

24.17. On sait que la transformation linéaire est définie dans 
une base par une matrice triangulaire supérieure ou inférieure à élé- 
ments diagonaux À,, . .., À. Trouver toutes les valeurs propres de 
cette transformation. 

24.18. Soit £ — £' D £”, où £’', £” sont des sous-espaces 
non nuls. Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de 
la transformation linéaire @; démontrer que q a une base formée des 
vecteurs propres et indiquer la forme diagonale de sa matrice si 
p est: 

1) la projection sur £” parallèlement à Z”; 

2) la symétrie par rapport à £” parallèlement à £”. 

24.19. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces pro- 
pres, réduire à la forme diagonale les matrices des transformations 
linéaires définies dans le problème 23.65. 

24.20. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces pro- 
pres, réduire à la forme diagonale la matrice de la transformation 
linéaire définie dans le problème: 

1) 23.9,1); 2) 239,2); 3) 23.9,3); 4) 23.9,4); 5) 23.10,1); 

6) 23.10,2); 7) 23.10,3); 8) 23.10,4); 9) 23.12,1); 

10) 23.12,2) ; 11) 23.12,3); 12) 23.13,1); 13) 23.13,2). 

24.21. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la 
transformation linéaire définie dans le problème; 

1) 23.14,1);, 2) 23.14,2); 3) 23.14,3); 4) 23.66,1); 

5) 23.66,2); 6) 23.66,3); 7) 23.66,4); 8) 23.66,5). Peut-on cons- 
truire une base à partir des vecteurs propres de la transformation ? 

24.22. 1) Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de 
la transformation linéaire œ@ définie par la matrice 


A = (a, ..., a) (bi, ... br) #0. 


2) Trouver la condition nécessaire et suffisante pour que la trans- 
formation soit diagonalisable. 

3) Etablir si les transformations définies par les matrices suivan- 
tes sont diagonalisables: à) 4:13; b) 4320. 

24.23. Soient £, m, n des entiers naturels, 1<£<m<n. 
Donner un exemple de la transformation linéaire d’un espace vecto- 
riel 7-dimensionnel pour laquelle le nombre donné À est une racine 
de multiplicité m du polynôme caractéristique, et le sous-espace 
propre qui lui correspond est de dimension « 

24.24. Soit qœ une transformation linéaire de l’espace vectoriel 
complexe tridimensionnel, qui, dans une base, possède une matrice 
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réelle dont l’un au moins des nombres caractéristique n’est pas réel. 
Démontrer que w est diagonalisable. 

24.25. Soit x un vecteur propre de la transformation linéaire, 
associé à la valeur propre À et soit p (t) un polynôme. Démontrer 
que x est un vecteur propre de la transformation p (@) et qu'il est. 
associé à la valeur propre p (à). 

24.26. Soient À, ..., Àn les nombres caractéristiques de la 
transformation linéaire @ d’un espace vectoriel n-dimensionnel. A 
quoi sont égaux les nombres caractéristiques (compte tenu de leur 
multiplicité) de la transformation : 

1) (s) p*; 2) (s) ?”" (m est un entier naturel) ; 

3) p-! (à condition que œ soit inversible); 

4) p (@), où p (t) est un polynôme arbitraire (à condition que 
À - + + An Soicnt distincts) ? 

24.27. On sait que les polynômes caractéristiques des matrices. 
carrées À et B possèdent des racines simples À, .. , Àm et Ii, .-.. 

.., Un respectivement. Trouver les nombres caractéristiques du 
produit kroneckerien À @ B des matrices À, B. 

24.28. On suppose que la transformation linéaire @ d’un espace 
vectoriel Z est diagonalisable. Démontrer les assertions: 

1) Im w est l’enveloppe linéaire de tous les vecteurs propres as- 
sociées aux valeurs propres non nulles; 

2) £ = Im e @ Ker y. 

24.29. Donner un exemple de la transformation linéaire @ de 
l'espace Z, pour laquelle .#, = Im @ @ Ker 9. 

24.30. La transformation linéaire d’un espace vectoriel réel 
n-dimensionnel est définie par sa matrice. Calculer les valeurs pro- 
pres et trouver un système maximal libre de vecteurs propres de la 
transformation. Si le système trouvé est une base, écrire dans cette 
dernière la matrice de la transformation et donner une interpréta- 
tion géométrique de celle-ci. 

= 2: 

1) A 465 2) A145 3) 4503 4) A 475 9) A4s; 

6) Fa 7) A3 8) 45; 9) 430: À49: 

FE 

11) À 261 ; 12) A 2435 13) A2905 14) Aop 3 19) Age; 

16) 42935 17) À 2935 si À 295? St A321; 20) 4267; 

21) 296: 22) Ao91; 23) Ass 24) A2735 29) A 236; 

26) ee 305 27) A9s37; 28) A2995 29) A9; 30) 4283; 

D = 

31) A 477; 32) Ass: _ À 480; … À su; 39) À gg ; 

36) A 4495 37) Agss5 38) A4ga5 39) A4855 40) À 469- 

24.31. La transformation linéaire d’un espace vectoriel comple- 
xe n-dimensionnel est définie par sa matrice. Trouver une base 
formée des vecteurs propres et écrire la matrice de la transformation 
dans cette base. 


4192 APPLICATIONS ET TRANSFORMATIONS LINÉAIRES (CH. IX. 


n — 2: 

1) 430: 2) A50 3) Aga; 4) A7 (e = e?*t/3); 
5) Au 6) An; 7) Az (e — efÜS); 8) Ag; 
Fee | 

9) 4239; 10) A 3625 11) 4263; 12) 4300: 13) À 301 ; 

14) 4:50: 15) A 63 (o — e2%4/3); 16) 45%: 17) A7; 

ARS 

18) Ause; 19) Aya: 20) A4us63 21) Az. 

24.32. Trouver les valeurs propres et un système maximal libre 
‘de vecteurs propres de la transformation linéaire définie par sa ma- 
trice. Expliquer pourquoi la transformation n’est pas diagonalisable. 

1) Au: 2) 452; 3) A2863 4) A303: 9) A289; 

6) A3s65 7) Aa575 8) Aas75 9) A5as- 

24.33. Déterminer les nombres caractéristiques de la transforma- 
tion linéaire définie par sa matrice. Etablir si la transformation est 
diagonalisable : a) dans l’espace réel, b) dans l’espace complexe. Si 
elle l’est, trouver une base formée de vecteurs propres et écrire dans 
cette dernière la matrice de la transformation ; si elle ne l’est pas, en 
expliquer la cause. 

1) As; . À 71; 3) A5; 4) À 445 D À 2535 

6) A5s: 7) A4363 8) 4305 9) A46785 10) Aura. 

24.34. Résoudre le problème aux valeurs propres et aux vecteurs 
propres et écrire la forme diagonale de la matrice d’une transforma- 
tion linéaire définie dans la base canonique de l’espace arithmétique 
réel n-dimensionnel : 

1) deu; 2) do2 (r — 2m); 3) Aso5; 4) A2; 


9) Ag; À 839; qe À 634; 620 » 
) 606 . m =A1,Âmh = ... = Àn = 2; 
m = {(n + Dep 

À 608 (M = = Àm = 1, Ami = +... = Àn = 0; 


m = [(n + 1)/2]) : 
même question lorsque l'espace arithmétique n-dimensionnel est 
complexe : 
11) A os (À: = —Nn LA — . … e = À; = —À; 
m = [(n + 1)/21); 
12) As; 13) Ass: | 
24.35. Calculer les nombres caractéristiques de la matrice: 
1) À 5905 2) An; 3) A 492; 4) A 5495 9) À 5505 | 
6) A638; 7) A6435 8) A649: 9) Aças (7 est impair). 
24.36. Calculer : 
n ñn 
tk ñk 
1) 24 I] cos 2) À cos 
hke=1 km 
n—1 
3) D ex, où e—e2tin, n—2m+i; 
k= 0 
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4) I] (e* —ei), où e—e2tin, n—=2m+t. 

0Gj<hk<n-1 

24.37. 1) Une des matrices A2, 4289 est semblable à la matrice 
D = diag (1, 1, —1). Laquelle ? Confirmer la réponse sans recourir 
aux vecteurs propres et aux nombres caractéristiques. 

2) La matrice D — diag (1, 1, 0) est semblable à l’une des ma- 
trices 4:30: AÂ264. Etablir à laquelle sans recourir aux valeurs pro- 
pres et aux vecteurs propres. 

3) Des deux matrices À 394 A 305 l'une est semblable à la matrice 
D, = diag (1, —1, 0) et l’autre à la matrice D, = diag (1, 1, O). 
Etablir laquelle précisément sans recourir aux valeurs propres et 
aux vecteurs propres. 

24.38. 1) La matrice 4,4: est semblable à l’une des matrices 
—E£, J3(—1), diag (—1, J, (—1)). A laquelle précisément ? 

2) Une des matrices À 557, Aasg A ass eSt semblable à la matrice 
J,(0). Laquelle précisément ? 


Résoudre les problèmes 24.39 à 24.41 comme des problèmes aux 
vecteurs propres et aux valeurs propres. 


24.39. Les triangles ABC et A’B'C” sont semblables (de rapport 
de similitude À). Si les longueurs des côtés du triangle ABC sont 
a, b, c, celles des côtés respectifs du triangle A’B’C” sont 3a + b + 
+ ce, a+ 3b+ c, a + b + 3c. Démontrer que les triangles sont 
équilatéraux et trouver À. 

24.40. La somme des entiers naturels distincts n,, no, ls, Ra 
vaut 18. Après les avoir augmenté de À fois, on a obtenu les nombres 
M Ta + la + Na M À le — Ng — Nas M — Ne + lg — Ni, M — 
— 2n3 — n3 + 3n4. Calculer n,, nn, N3, Ra, À. 

24.41. La suite {x,} est définie par la formule de récurrence: 


Tn +1 = À In + + ns (n = 1,2, ...); x — a, x, = b. Démon- 
trer que la suite converge et trouver sa limite. 

24.42. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres (les 
fonctions propres) de la dérivation D considérée comme transforma- 
tion linéaire de chacun des espaces vectoriels suivants de fonctions 
réelles (7 est un entier naturel fixé): 

1) l’espace de tous les polynômes de degré <n ; 

2) l’espace de tous les polynômes trigonométriques de la forme 
f () = ao + a cos t + b, sint + ... + a, cos nt + b, sin nt; 

3) l'enveloppe linéaire des fonctions eMf, ..., ent, où À,, ... 
... An Sont des nombres distincts deux à deux. 

4) l’ensemble de toutes les fonctions de la forme eetp (t), où 
p (t) . un polynôme quelconque de degré <n, À, un nombre fixé 
(o Æ OÙ). 

24.43. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la 
transformation D° dans les espaces de fonctions du problème 24.42. 
13—340 
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24.44. Vérifier que les fonctions de la forme y = et p(t), où 
p (t) est un polynôme de degré 2, engendrent un espace vectoriel 
£L.S'assurer que œ est une transformation linéaire de £ et résoudre 
pour y le problème aux valeurs propres et aux vecteurs propres : 

1) o (y) = y” ee + y,c'est-à-dire @ — D° — 2D +1; 

2) D* 

3) PE DS D LD 

24.45. Vérifier que les fonctions de la forme y = e-* (a cos t + 
+ b sin t) engendrent un espace vectoriel «# et que @ = p (D), où 
p (t) est le polynôme donné et D la dérivation, est une transformation 
linéaire de .#. Résoudre pour w le problème aux valeurs propres et 
aux vecteurs propres Si : 

1) p&=(t+1}; 2) pt =" 1. 

24.46. Dans l'enveloppe linéaire des fonctions cos 2t, sin 2t, 
t cos 2£, t sin 2t, on définit la transformation linéaire @ — p (D), 
où p (t) est un polynôme, D la dérivation. Résoudre pour ® le pro- 
blème aux valeurs propres et aux vecteurs propres si: 

1) p(t)=t+4;2) p(t) = tt + 8f. 

24.47. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la 
transformation linéaire @ de l’espace des polynômes réels p (t) de 
degré <2, si: 

1) op) = tp'; 2) @(p) = (tp): 3) @(p) = Ep" — tp + 2p. 

24.48. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la 
transformation de dérivation dans l’espace des fonctions indéfini- 
ment dérivables sur la droite numérique entière. 

24.49. Soit £ l'ensemble des fonctions y (t)indéfiniment déri- 
vables sur [0, x] et telles que y (0) — y (x) — 

1) Vérifier que ZŸ est un espace vectoriel. 

2) Trouver les vecteurs propres et les valeurs propres de la trans- 
formation linéaire @ de Z définie par la formule (y) = y”. 

24.50. Soient À, Z des matrices carrées. Démontrer que si la 

c 


— 


pucreé 


matrice est diagonalisable, il en est de même de À et B. 


Montrer sur un exemple que l’assertion réciproque est fausse. 

24.51. Fixons le polynôme réel p, (t) de degré m (m > 1). La 
division euclidienne par p, (t) permet de représenter univoquement 
tout polynôme p (t) sous la forme 


p () = q{(t) po () + r (b) (4) 
(le degré du reste r (t) est inférieur à celui de p, (t)). La transforma- 
tion y de l’espace À de tous les polynômes réels est définie par la 


formule œ (p (t)) = r (t). 
1) Montrer que la transformation œ est linéaire et que p° — y. 
2) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la 


transformation . 
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3) Démontrer que la formule (4) définit la décomposition de 
l'espace © en somme directe des sous-espaces propres. 

24.52. Soit @ une transformation dans l’espace des polynômes 
de degré 3 qui à tout polynôme p (f) fait correspondre le reste de 
sa division par p, (t) (voir problème 24.51). Trouver une base com- 
posée de vecteurs propres et écrire la matrice de la transformation 
dans cette base si: 

1) Pot) = t; 2) po (t) — + 1; 3) pot) = (t— 1). 

24.53. Dans l'espace .#(n.n) des matrices carrées d'ordre n, on 
considère l'opération de transposition t: À ++‘A. Vérifier que t 
est une transformation linéaire et que 1° — t. Trouver les valeurs 
propres et les vecteurs propres de la transformation t. Décomposer 
l’espace A(n.n) en somme directe des sous-espaces propres de la 
transformation ‘+. 

24.54. L'ensemble des matrices complexes d’ordre #7 est étudié 
comme espace vectoriel réel .# de dimension 2n*. 

1) Vérifier que l’opération n: À ++ 4A* — ‘A est une transfor- 
mation linéaire réelle de l’espace # et que n° = L. 

2) Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la 
transformation 1. 

3) Montrer que n n'est pas une transformation linéaire de l'es- 
pace complexe €4(n,n)- 

24.55. Soit À une matrice d’ordre 2. La formule œ@ (X) — AX 
définit une transformation linéaire de l’espace des matrices d'ordre 2 
(problème 23.47). Trouver les valeurs propres et un système maximal 
libre de vecteurs propres de la transformation @. Dans le cas où ce 
système est une base, écrire dans cette dernière la matrice de . 

1) À = A6; 2) À = A6; 

3) À = A0 (dans l’espace des matrices complexes). 

24.56. Résoudre le problème aux valeurs propres et aux vecteurs 
propres pour la transformation @ (X) — XB de l’espace des matri- 
ces d’ordre 2 si: 

1) B — A3; 2) B — A4 (l’espace est réel); 

3) B = A,, (l’espace est complexe). 

24.57. La transformation de l’espace des matrices d'ordre 2 est 
définie par la formule @ (X) — AX — XA4, où À est une matrice 
donnée. 

1) Montrer que la transformation œ est linéaire et écrire sa matri- 
ce dans la base canonique. 

2) Résoudre pour la transformation œ le problème aux valeurs 
propres et aux vecteurs propres, si: 

a) À — À,956; b) À = À: (l’espace est réel); 

c) À — A:0 (l’espace est complexe). 

24.58. Soit À une matrice régulière d'ordre 2. Montrer que la 
formule œ(X) — A-1XA définit une transformation linéaire de 


13* 
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l'espace des matrices d'ordre 2. Résoudre pour la transformation 
le problème aux valeurs propres et aux vecteurs propres si: 

1) A —= As; 2) A = À,o. 

24.59. Trouver les vecteurs propres et les valeurs propres de la 
transformation de translation dans l’espace des polynômes de deux 
variables, qui a été définie dans le problème 23.50, si: 

1)a—=1, b—=0; 2) a = 1, b — —2. 

24.60. Résoudre le problème aux valeurs propres et aux vecteurs 
propres pour les transformations linéaires de l’espace des polynômes 
homogènes de degré r à deux variables, qui ont été définies dans le 
problème 23.51. 

24.61. Soit À une matrice d'ordre 2 et soit (1z*, y*) = (x, y) À. 
On définit la transformation @ de l’espace des polynômes p (x, y) 
de degré Sn par la formule œ (p (x, y)) — p (x*, y*). Montrer que œ 
est une transformation linéaire. Déterminer les vecteurs propres et 
les valeurs propres de @ si nr -= 2 et 


n 4_ (0 | 1 O0 
) 4= 10 0 1 ol; 0 —1 


24.62. Soit @Æ (x, y) — Lo (y) + rer (y) + 282 (y), où go (y), 
£1 (Y), £2 (y) sont des fonctions continues sur l'intervalle [—1, 1]. 
Montrer que la transformation œ définie par la formule 


0h A 3) A= 


1 


p(P a) = \ %# (x, y) p (y) dy (5) 


1 


est une transformation linéaire de l’espace des polynômes p (x) de 
degré <2. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la 
transformation œ si: 

1) & (x, y) — Sy + Sxy*; 

2) Æ (x, y) = y° + 2x (y — 1) + (1 — 3y°) r°. 

24.63. Montrer que la formule 


T 


PU (a)= | (x, y) fi (y) dy 


(1) 


définit une transformation linéaire @ de l’espace des polynômes 
trigonométriques de la forme: 

1) a cos x +- b sin x si &Æ (x, y) = sin (x + y); 

2) a + bcos 2x + c sin 2x si Æ (x, y) — cos“ (x — y). Trouver 
les valeurs propres et les vecteurs propres de la transformation . 

24.64. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de 


9. dans l’espace des polynômes 


» ( 
l'opérateur de Laplace A — Ds ET 


p (x, y) à coefficients réels. 
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25.65. Soient +, ÿ deux transformations semblables d'un espace 
vectoriel £ (voir formule (5) de l'introduction au $ 23). Démontrer 
que : 

1) les polynômes caractéristiques des transformations œ@ cel % 
coïncident ; 

2) si x est un vecteur propre de æ, il en est de mème du vecteur 
©"! (x) pour ‘, les deux vecteurs étant associés à une même valeur 
propre ; 

3) s’il existe dans Z une base dans laquelle la matrice de la 
transformation œ est diagonale (triangulaire), il en existe aussi une 
pour 1. 

4) Montrer sur un exemple que a coïncidence des polynômes 
caractéristiques de deux transformations linéaires n’entraîne pas la 
similitude de ces transformations. 


Sous-espaces invariants. Transformations commutables 
(problèmes 24.66 à 24.112) 


24.66. Démontrer que Î) le noyau et 2) l’ensemble des valeurs 
d’une transformation linéaire sont des sous-espaces invariants. 

24.67. Démontrer que le sous-espace propre d’une transformation 
linéaire est invariant. 

24.68. Soient @ une transformation linéaire de l’espace vectoriel 
L,.J! un sous-espace de £ invariant par œæ, et p (£) un polynôme. 
Démontrer que le sous-espace donné de £ est invariant par : 

1) (A); 2) =! (#) (si q est inversible); 

3) p" (#) (m 21); 4) Kerp (p); 5) p (p) (.#). 

24.69. Démontrer que 1) la somme de deux (plus généralement 
d’une famille finie) et 2) l’inlersection de deux (plus généralement 
d’une famille quelconque) sous-espaces invariants d'une transfor- 
mation linéaire sont des sous-espaces invariants. 

24.70. Soit œ@ une transformation linéaire de l’espace vectoricl. 
Démontrer que lout sous-espace contenant Îm @ est invariant. 

24.71. Démontrer que si la transformation linéaire @ est régu- 
lière, et p"! possèdent les mêmes sous-espaces invariants. 

24.72. Quelle est la forme de la matrice de la transformation 
linéaire d’un espace vectoriel 7-dimensionnel si: 

1) les Æ premiers vecteurs de base; 

2) les r — k derniers vecteurs de base forment une base du sous- 
espace invariant ? 

24.73. 1) On sait qu'un espace vectoriel est la somme directe de 
deux sous-espaces invariants par une transformation linéaire. Dé- 
montrer qu'il existe une base dans laquelle la matrice de cette trans- 


formation est de la forme , Où À, B sont des matrices car- 


rées. 
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2) Formuler et démontrer l’assertion réciproque. 

24.74. Démontrer que: 

1) le polynôme caractéristique de la transformation linéaire est 
divisible par le polynôme caractéristique de sa restriction au sous- 
espace invariant ; 

2) si toutes les racines du polynôme caractéristique de la trans- 
formation linéaire @ de l’espace vectoriel Z appartiennent au corps 
sur lequel .£ est défini, tout sous-espace de -£ invariant par  con- 
tient un vecteur propre de cette transformation; 

3) si l’espace vectoriel est la somme directe des sous-espaces in- 
variants par la transformation linéaire , le polynôme caractéristi- 
que de est égal au produit des pol ynômes caractéristiques des res- 
trictions de à ces sous-espaces invariants. 

24.75. Trouver tous les sous-espaces invariants par homothétie de 
l'espace vectoriel. 

24.76. Trouver les sous-espaces invariants par une rotation 
d'angle & autour de l’origine des coordonnées. 

24.77. Trouver les sous-espaces de l’espace géométrique tridi- 
mensionnel, qui sont invariants par une rotation d'angle & autour de 
la droite x = {a (a = Ü). 

24.78. On sait qu’une transformation linéaire de l’espace vecto- 
riel r7-dimensionnel possède » valeurs propres distinctes deux à deux. 
Trouver tous les sous-espaces invariants et calculer leur nombre. 

24.79. Soit œ@ une transformation linéaire diagonalisable de 
l’espace vectoriel 7-dimensionnel Z. Trouver tous les sous-espaces 
de Z invariants par . 

24.80. On sait que la transformation linéaire œ@ d'un espace 
vectoriel Z est définie dans la base (e,, ..., e,) par la matrice: 

1) JZ, (À) (n = 2); 2) J; (à) (nr = 3); 3) J, (À). Trouver tous les 
sous-espaces de ./ invariants par ®. 

24.81. Soit £ — £, ® £a: Trouver les sous-espaces de %Ÿ qui 
soient invariants par la transformation linéaire donnée: 

1) la projection sur £, parallèlement à £,; 

2) la symétrie par rapport à £, parallèlement à .£.. 

24.82. 1) Montrer que toute projection @ d’un espace vectoriel 
possède la propriété: @* = . 

2) Démontrer qu'une transformation linéaire non nulle @ -£u 
telle que p* = w est la projection sur Im œ parallèlement à Ker . 

24.83. 1) Montrer que la symétrie d’un espace vectoriel par rapport 
à l’un quelconque de ses sous-espaces possède la propriété p* = L. 

2) Démontrer qu'une transformation linéaire ® 4 +1 telle que 
p* — L est la symétrie par rapport au sous-espace des vecteurs im- 
mobiles parallèlement à un sous-espace supplémentaire. 

24.84. Soit À une valeur propre de la transformation linéaire 
de l’espace vectoriel Æ. Démontrer que tout sous-espace vectoriel 
de Z contenant Im (@ — AL) est invariant par . 
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24.85. Démontrer les assertions: 

1) Si la transformation linéaire de l’espace vectoriel n7-dimension- 
nel possède un vecteur propre, il existe un sous-espace invariant 
{n — 1)-dimensionnel associé à ce vecteur. 

2) Soient À la matrice associée à la transformation linéaire 
dans une base e, À une valeur propre, et a la matrice-ligne définie 
par l'équation a (A — ÀE) = 0. On affirme alors que l'équation 
aë — 0 définit dans la base e un sous-espace (7 — 1)-dimensionnel 
invariant par o. Est-ce que l’assertion réciproque est vraie ? 

3) Tout sous-espace k-dimensionnel invariant par la transforma- 
tion linéaire de l’espace complexe contient un sous-espace invariant 
(4 — 1)-dimensionnel. 

24.86. La transformation linéaire @ de l'espace arithmétique 
fn est définie dans la base canonique (e,, . .., e,) par la matrice 
A. Trouver les sous-espaces invariants par si: 

1) À = A3: 2) À = Au; 3) À = 4306; 4) À = Ag: 

5) À = Ag0s: 6) À = Agu (n = 2m); 7) À = Ages. 

24.87. Trouver les sous-espaces (7 — 1)-dimensionnels de .7,, 
invariants par la transformation linéaire définie par sa matrice 
À si: 

1) À = Aou; 2) À = A0 3) À = A,383 4) À = A 90: 

9) À = Aypz; 0) À = À yy75 7) À = A 5495 S) À = À 630: 

24.88. 1) Soient À = & -+ if CB =£ 0) le nombre caractéristique 
de la matrice réelle À d'ordre n, L -= x + iy le vecteur propre de la 
transformation linéaire de @, définie par À (x, y étant des vecteurs 
réels). Démontrer que x et y forment une base du sous-espace bidi- 
mensionnel invariant par la transformation linéaire de .»#, définie 
par la matrice À. 

2) Trouver les sous-espaces bidimensionnels de Z qui sont in- 
variants par la transformation linéaire de .#, définie dans la base 
Canonique par la matrice À ,:4. 

24.89. 1) Soit y la transformation linéaire de l’espace vectoriel 
n-dimensionnel Z dont les sous-espaces invariants et distincts deux 
à deux forment une suite croissante ©, £,€ ...c£, = <L. 
Démontrer qu'il existe une base de £ dans laquelle la matrice de la 
transformation œ est triangulaire supérieure. 

2) On sait que la transformation œ@ de l'espace %Z est définie 
dans la base (e,, ..., e,) par une matrice triangulaire supérieure. 
Démontrer que les sous-espaces Æ£y = L £e,, ..., ex} (k = 1. ... 
.... n) sont invariants par q et que Li € Lu+1 (h = 1, 
..., N —1). 

24.90. La transformation linéaire de l’espace .7., est définie par 
la matrice À dans une base canonique. Réduire la matrice de la 
transformation à la forme triangulaire si 

1) À = Asu; 2) À = 4; . 

3) À = 4,3; 4) À = À 
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24.91. 1) Soit ZE ...cC £, = £ une suite croissante 
de sous-espaces de l’espace vectoriel £, invariants par la transfor- 
mation linéaire , et soit dim #, = nn <n3< ...<n, =n). 
Admettons que la base (e:, ..., e,) est choisie de telle sorte que 
les vecteurs e;,..., e,, appartiennent à £; (ë = 1, ..., r). Mon- 
trer que la matrice À, est une matrice triangulaire supérieure de 
matrices, dont les blocs diagonaux sont de type (k;, k;), où k; — 
ne Rte 2e na D) = Vu: 

2) On sait que la transformation linéaire est définie dans une 
base par une matrice triangulaire supérieure de matrices. Démontrer 
qu'il existe une suite croissante de sous-espaces invariants par cette 
transformation. Exprimer leurs dimensions par les ordres des blocs 
diagonaux. 

24.92. Soient £ l’espace vectoriel des fonctions indéfiniment 
dérivables j (t) (t ER), nr un entier positif, et À un nombre réel fixé. 
Démontrer que l’ensemble donné des fonctions est un sous-espace de 
 invariant par dérivation D: 

1) l’ensemble de tous les polynômes; 

2) l’ensemble de tous les polynômes de degré < n; 

3) l’ensemble de tous les polynômes trigonométriques d'ordre 
Ln; 

4) l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des fonctions 
et, ne eAnt : 

5) l'ensemble de toutes les fonctions { (t) = ehtp (t), où p (t} 
est un polynôme quelconque; 

6) l’ensemble de toutes les fonctions f (t) — extT (t),où T (t) 
est un polynôme trigonométrique quelconque ; 

7) l’ensemble de toutes les fonctions p (t) cost, p (t)sint, où 
p (t) est un polynôme quelconque. 

24.93. Soit £ l’espace vectoriel des fonctions du problème 24.92, 
et soit @ — D*. Démontrer que l’ensemble proposé des fonctions est 
un sous-espace de £ invariant par la transformation . Trouver les 
valeurs propres et les vecteurs propres de la restriction de œq à ce 
sous-espace : 

1) l’ensemble de tous les polynômes pairs de degré 2 n; 

2) l’ensemble de tous les polynômes impairs de degré < 2n + 1; 

3) |’ ensemble de tous les polynômes trigonométriques pairs 
dy + cost + ... -+- ah cos nt; 

4) l'ensemble de tous Îles polynômes trigonométrique impairs 
bisint+ ... -} b, sin nt. 

24.94. Trouver tous les sous-espaces de l’espace vectoriel des 
polynômes, qui soient invariants par la dérivation. 

24.95. Montrer qu'une transformation linéaire de l’espace des 
polynômes, qui fait correspondre à tout polynôme son produit par f 
n’a ni vecteurs propres, ni sous-espaces invariants (sauf le sous-es- 
pace nul et l’espace lui-même). 
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24.96. Trouver les sous-espaces invariants par la transformation 
(voir problème 24.51) dans l’espace de tous les polynômes. 

24.97. Soit @ la transformation linéaire de l’espace des poly- 
nômes p (x, y) qu'on a définie dans le problème 24.61. Démontrer que 
les sous-espaces des polynômes homogènes de degré nr (n = 0,1, ...} 
sont invariants par . 

24.98. Trouver les sous-espaces de l’espace vectoriel des matrices 
d'ordre nr qui soient invariants par transposition. 

24.99. Soit dans l’espace .#(» n) la transformation @ (À) — AX, 
où À est une matrice fixée. Démontrer que .#,, ,, est la somme di- 
recte de x sous-espaces invariants par . 

24.100. Soit dans l’espace #çu ny la transformation œ (X) — 
— AX — XA, où À est une matrice fixée. Démontrer que l’en- 
semble donné est un sous-espace invariant par : 

1) l’ensemble de toutes les matrices dont la trace est nulle; 

2) l’ensemble de toutes les matrices triangulaires supérieures (si 
A est une matrice triangulaire supérieure) ; 

3) l’ensemble de toutes les matrices symétriques gauches (si À 
est une matrice symétrique gauche); 

4) l’ensemble de toutes les matrices diagonales (si À est une 
matrice diagonale). 

24.101. La transformation linéaire @ de l’espace .7,, n) des ma- 
trices réelles d'ordre n est définie par la formule @ (X) = ‘AX + 
+ XA, où À est une matrice fixée. 

1) Démontrer que les matrices symétriques gauches forment un 
sous-espace de .#ç(n ny invariant par ; 

2) exprimer les nombres caractéristiques de la restriction de 
@ à ce sous-espace par les nombres caractéristiques de la ma- 
trice À. 

24.102. La transformation linéaire de l’espace des matrices 
d'ordre nr est définie par la formule  (X) = A-!XA, où À est une 
matrice régulière. Démontrer que l’ensemble donné de matrices est 
un sous-espace invariant par œ: 

1) l’ensemble de toutes les matrices ayant la trace nulle; 

2) l’ensemble de toutes les matrices scalaires; 

3) l’ensemble de toutes les matrices triangulaires supérieures 
(si À est une matrice triangulaire supérieure); 

4) l’ensemble de toutes les matrices symétriques (si À est une 
matrice orthogonale); 

5) l’ensemble de toutes les matrices symétriques gauches (si À 
est une matrice orthogonale); 

6) l’ensemble de toutes les matrices hermitiennes (si À est une 
matrice unitaire et si l’ensemble est traité comme sous-espace de 
l’espace réel 2r*-dimensionnel des matrices complexes d'ordre n); 

7) l’ensemble de toutes les matrices antihermitiennes (si la ma- 
trice À et l'ensemble donné sont les mêmes que dans 6)). 
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24.103. La transformation linéaire @ de l’espace complexe des 
matrices :d’ordre 2 est définie par la formule q (X) = A-1X4, où 
A = À;;, à étant un nombre réel. Trouver les valeurs propres et les 
vecteurs propres de la restriction de q au sous-espace : 

1) des matrices symétriques ; 

2) des matrices de trace nulle. 

24.104. Soient œ et 1 deux transformations linéaires commu- 
tables. Démontrer que: 

1) le noyau et l’ensemble des valeurs de l’une de ces transfor- 
mations sont invariants par l’autre; 

2) les sous-espaces propres de œ sont invariants par 1. 

24.105. Soit À, une valeur propre de la transformation linéaire . 

1)  Démontrer que les sous-espaces £, — Ker (® — A)" (4 — 
= 1, 2, ...) sont invariants par . 

2) Montrer que €r = £y+,. Est-ce que l'inclusion peut être 
stricte ? 

24.106. Démontrer que: 

1) deux transformations linéaires commutables quelconques d'un 
espace complexe possèdent un vecteur propre commun; 

2) cette assertion est encore vraie pour un espace réel si tous les 
nombres caractéristiques des transformations sont réels. 

24.107. Soit @ une transformation linéaire singulière d'un espace 
vectoriel de dimension finie. Démontrer qu'il existe un e, > 0 tel 
que la transformation q + er est régulière pour tous les | e | < &,. 

24.108. Démontrer que les polynômes caractéristiques des trans- 
formations m\ et coïncident quelles que soient les transformations 
linéaires @ et W de l’espace vectoriel. 

24.109. Soient y, + deux transformations linéaires commutables 
d'un espace #7-dimensionnel. Etant donné que @ admet x valeurs 
propres distinctes, démontrer que tous les vecteurs propres de œ 
sont encore les vecteurs propres de 1#, de sorte que les matrices de 
et 1 sont diagonales dans une même base. 

24.110. On sait que la transformation linéaire est diagonali- 
sable et que chacun de ses sous-espaces propres est invariant par 
la transformation linéaire wŸ. Démontrer que œ = 1%. 

24.111. Soit € — £' @ £”, où L', £” sont des sous-espaces 
vectoriels non nuls de .£. 

1) Soient w la projection de £ sur £’ parallèlement à £”, et w 
une transformation linéaire dans £. Démontrer que @Ÿ = Vv si et 
seulement si les sous-espaces £’ et £” sont invariants par 1. 

2) Formuler et démontrer l’assertion analogue pour la symétrie 
dans £ par rapport à £’ parallèlement à Z”. 

24.112. Soient œ, % des transformations linéaires d'un espace 
vectoriel 7-dimensionnel. Etant donné que q" = o, dim Ker @ = 1 
et [b, pl = p — pp = y, démontrer que Ÿ possède nr valeurs pro- 
pres À, À — 1, ..., À — (7 — 1), où À est un nombre. 


CHAPITRE X 
ESPACES EUCLIDIENS ET HERMITIENS 


Dans ce chapitre on utilise les notions fondamentales suivantes: opération 
de multiplication scalaire euclidienne dans un espace vectoriel réel, opération de 
multiplication scalaire hermitienne dans un espace vectoriel complexe, produit 
scalaire de deux vecteurs; espace vectoriel muni du produit scalaire, espace eucli- 
dien, espace unitaire (hermitien), produit scalaire standard dans l’espace arithmé- 
tique n-dimensionnel réel @, (complexe #h) et dans l'espace vectoriel réel 
Rim.n) (complexe :(m,n)) des matrices réelles (complexes) de type (m,n), ma- 
trice de Gram d'un système de vecteurs, matrice de Gram d'une base, longueur (nor- 
me) d'un vecteur, normalisation d'un vecteur, angle de deux vecteurs, orthogonalité 
de deux vecteurs, système orthogonal de vecteurs, système orthonormé de vecteurs, ba- 
se orthonormée, orthogonalisation, systèmes biorthogonaux de vecteurs, bases bior- 
thogonales, vecteur orthogonal à un sous-espace vectoriel, supplémentaire orthogonal 
d'un sous-espace vectoriel, projection orthogonale d'un vecteur sur le sous-espace et 
composante orthogonale du vecteur par rapport au sous-espace, deux sous-espaces 
orthogonaux, somme orthogonale de sous-espaces, angle du vecteur et du sous-espace, 
‘angle de deux sous-espaces. 

La multiplication scalaire euclidienne dans un espace vectoriel réel Z fait 
correspondre à tout couple de vecteurs x et y de Z un nombre réel, noté (r, y), 
tel que soient remplies les conditions suivantes: quels que soient les vecteurs 
z, y et z de Z et les nombres réels « et B, 

1) (x, y) = (y, x) (symétrie); 

2) (ar + By, z) = @ (x, z) + B (y, z) (Linéarité par rapport au premier 
argument, le second étant fixé); 

3) (+, x) > 0 pour x Æ 0 (positivité stricte). 

La multiplication scalaire hermitienne dans un espace vectoriel complexe S 
fait correspondre à tout couple de vecteurs x et y de Z un nombre complexe, 
noté (x, y), tel que soient remplies les conditions suivantes: quels que soient les 
vecteurs x, y et z de Z et les nombres complexes « et B, 


1) (x, y) = (y, x) (symétrie hermitienne) 

2) (az + By, 2) = à (x, 2) + B (y, 2); 

3) (zx, x) > 0 pour r 0. 

Le nombre (x, y) s'appelle produit scalaire euclidien ou, respectivement, 
‘hermitien et sera par la suite appelé, tout simplement, produit scalaire de deux 
vecteurs x et y. 

On appelle espace euclidien (resp. hermitien) un dy vectoriel réel (com- 
plexe) muni de l'opération de multiplication scalaire décrite plus haut. 

En parlant d’un espace vectoriel muni du produit scalaire, on aura toujours 
en vue l'un de ces deux epaces. Les espaces euclidiens et hermitiens seront en 
général désignés par la lettre $. Dans la suite, on utilise les espaces euclidiens 
et hermitiens « standard » suivants: 

espace euclidien @, , c'est-à-dire l'espace arithmétique n-dimensionnel réel 
Rn muni du produit scalaire standard des vecteurs æz = ‘(z,, ..., z,) et y = 
= t(ya, ares Yn) 

n 
(x, y)= D, zjys, 
j=1 
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espace hermitien €,, c'est-à-dire l'espace arithmétique nr-dimensionnel 
complexe &, muni du produit scalaire standard 
LL —_ 
(z, y)= > TjW}s 
j=1 
espace euclidien Æ(m.n)r C'est-à-dire l’espace vectoriel réel Z(m.n) des 


matrices réelles de type (m, n) muni du produit scalaire standard des matrices 
X = ||zjg I et Ÿ = || yyr Il 


m ñn 
(X, = SO OÙ zpntjns 
Rk=1 
espace hermitien G(m,n) C'est-à-dire l’espace vectoriel complexe €(m. n} 
des matrices complexes de type (m, #) muni du produit scalaire 
m n - 
(X, Y)= > DETTE 


J= = 


Dans un espace euclidien, le produit scalaire s'exprime au moyen des coor- 
données des vecteurs par la formule 


n 
GG y= D ejkms="tÈrn, 
1,31 


et dans un espace hermitien par la formule 
n 


Gyp= D gijEms="tèmn 


i, =) 


où E—t(E,, ..., En) et n="{(n1, - - «+, Nn) sont les matrices-colonnes des coor- 
données des vecteurs z et y dans la base e — (e, . . ., eh), gi = (es, ej), et 
T = || g; Il est la matrice de Gram associée à la base e. 

Soient let l’ les matrices de Gram associées respectivement aux bases e 
ete’, et soit S la matrice de passage de e à e”, de sorte que e’ = eS. On a alors 


['=1Srs } 


si l’espace est euclidien, et 


['=tSrs (2) 


si l’espace est hermitien. 
On appelle /ongueur (ou norme) du vecteur x d’un espace vectoriel muni 


du produit scalaire le nombre | x | — VW (x, x). Le vecteur x est dit normé si 
| z | = 1. Tous vecteurs x et y de € vérilient l'inégalité de Cauchy-Bounia- 
kovski 


la y 1<lzl-lyl. 
L'angle de deux vecteurs x et y d’un espace euclidien est défini par la formule 


(x, y) 
Izl-1yl 


Deux vecteurs z et y sont dits orthogonauzx si (x, y) = 0. Le système des. 
vecteurs ej, - « «» €m est dit orthogonal si (e;, e;j) — 0 pour tous i & j; i, j = 
— 1,..., m. Le système orthogonal de vecteurs normés est dit orthonormé. 

Le processus d'orthogonalisation permet de construire le système orthogonal 
des vecteurs non nuls g1, ..., 8m à Partir d’un système arbitraire des vecteurs. 


@= Arc cos 
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far - +» fm linéairement indépendents. Pour le faire, on pose tout d'abord 
£1 = f,. Les vecteurs g,, . .., gn s'obtiennent à partir des formules de récur- 
rence a 


&h = Îr— À JE j- 
j=1 
Les coefficients À,; se définissent univoquement par la condition d'orthogonalité 
du vecteur g, aux vecteurs g1, . . ., £h-1: 


= (fus &J) 
(&p 83) 
En normant les vecteurs g1, . ..; £&m On aboutit à une base orthonormée de 
l'enveloppe linéaire du système initial des vecteurs f1, . . ., /m: 
Deux systèmes de vecteurs {es, ..., em} et {f1, - - ., fm} dans un espace 
euclidien ou hermitien n-dimensionnel (pour m < n) sont dits biorthogonaux si 


À; 


_k _fO0pouriÆi |, ,_ 
(ei, DELTER Lot (i, j—=1, ..., m). 


On dit que le vecteur zx est orthogonal au sous-espace vectoriel s'il est orthogonal 


à tout vecteur de ce sous-espace. On appelle supplémentaire orthogonai £* du 
sous-espace vectoriel Z d’un espace euclidien (ou hermitien) $ l'ensemble de 


tous les vecteurs de 8 orthogonaux à Z. Le ppAmenIS orthogonal Z + est 
un sous-espace vectoriel. Si un vecteur zx est représenté sous la forme d’une somme 
z=2 +z",oùz E£,z" E L!,0on dit que le vecteur z’ est le projeté orthogo- 
ñnal du vecteur r sur Z, et que le vecteur r” est la composante orthogonale du 
vecteur x par rapport à Z. 

Les sous-espaces vectoriels £, et Z, de l’espace euclidien (ou hermitien) 
sont dits orthogonauzx si chacun des vecteurs de Z, est orthogonal à tout vecteur 
de Z2. 

La somme d’une famille finie de sous-espaces orthogonaux deux à deux 
Lu - -… LR est dénommée somme orthogonale et est notée 


L La JL 
L10 L£L2®...® Zr. 


On appelle angle du vecteur non nul x et du sous-espace vectoriel non nul & 
de l’espace euclidien la borne inférieure des valeurs des angles que le vecteur z 
forme avec les vecteurs non nuls de £. 

L'angle des sous-espaces vectoriels non nuls Z, et £, de l’espace euclidien 
se définit de la façon suivante. Soit Z l'intersection Z1 N Z, et soient £° et 
Æ1 les supplémentaires orthogonaux de 2 dans les sous-espaces Z, et Z, respec- 
tivement. Si 1, = S, ou #, = £,, on pose que l'angle de Z, et Z, est égal 
à zéro. Dans le cas contraire, les sous-espaces Z° et Z2 sont tous deux non 
nuls et l'angle de Z, et Z, est égal à la borne inférieure des valeurs des angles 
que forment les vecteurs non nuls r de £° et y de £2. 
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25.1. 1) Déduire à partir des propriétés de la multiplication 
scalaire euclidienne (zx, y) = (y, x) et (ax + By, z) = & (x, z) + 
+ B (y, z) que (x, ay + BPz) = «& (x, y) + B (x, z) pour tous vec- 
teurs z, y, z et tous nombres réels &, f. 
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2) Déduire à partir des propriétés de la multiplication scalaire 
hermitienne (x, y) — (y, x) et (ax + By, z) = « (x, z) + B (y, 2} 
que 


(x, ay + Bz) = a (x, y) + B (x, 2) 


pour tous vecteurs x, y, z et tous nombres complexes &, $. 

3) Déduire à partir des propriétés de la multiplication scalaire 
hermitienne (x. y) = (y, x) que le carré scalaire de tout vecteur est 
un nombre réel. 

4) Déduire à partir des propriétés de la multiplication scalaire 
(x. x) >> 0 pour zx Æ0et (ar + Py,z) = à (x, z) + P (y, z) pour tous 
vecteurs x, y, z et tous nombres &. B que (x, r) = 0 si et seulement 
si le vecteur zx est nul. 

25.2. Montrer que le sous-espace vectoriel d’un espace euclidien 
(hermitien) est un espace euclidien (hermitien) s'il est muni du 
même produit scalaire. 

25.3. Soit un espace vectoriel muni de deux opérations de mul- 
tiplication scalaire (x. y), et (x, y).. Montrer que (x, y) = À (x, y), + 
+ u (r, y), est également une opération de multiplication scalaire 
quels que soient les nombres À > 0, u > O0 simultanément non 
nuls. 

25.4. Notons r;. ..., Ta et Yy, ..., yh les coordonnées des 
vecteurs r et y dans une base de l’espace vectoriel réel 7-dimension- 
nel. Déterminer si la fonction donnée F (x, y) peut définir le pro- 
duit scalaire et, si elle ne le peut pas, indiquer les propriétés de la 
multiplication scalaire euclidienne qui ne se vérifient pas: 

1) F (x, y) = roy, nr = 2; 
2) F (x, y) = ti + 2Tiÿo + Oxo, n = 2; 
3) F (x, y) = riÿe + Toys n = 2; 
4) F (x. y) = 2xy, + 3x2y,, a)jn =2, b)n > 
2) F'(x, y) = T1Y1 — 2Tiÿo — 2Toÿ1 + OToYas n = 47 
6) F (x. y) = Tags + 6xiÿa + GroYÿ1 + Iroÿo, n = 2; 
7) F (x. y) = Jai — Brie — BroY, + Too, N = 2; 
8) F'(x, y) = 2riÿa -t 2tiYe + 2ToYr + ToYos R = 2; 
9) F (x, y) = riÿs + 2riÿo + 2TroY1 + 5ToYo — 2ToY3 — 2Tsÿo + 
+ TzaYa N = 3; 

10) F (x, y) = Sxiys — Tiÿa — Tor + Too + 2Mis + 2 + 
+ 4raya Rn = 3; 

11) F (2, y) = 4miÿs + 2riÿo À Atoÿr + 2ToYe — Tes — 

— Tao À Taÿa, R = 3; 

12) F (x, y) = tiÿe + Zoÿi + Zaÿo À ToYss n = 3. 

25.5. Démontrer que dans un espace vectoriel réel bidimension- 
nel la fonction 


F (x, y) = GutiYs + GrotiYe + GeitoY1 À Goal oba 
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OÙ Tr: Zo et Ya, YA Sont les coordonnées des vecteurs x et y dans une 
base, définit la multiplication scalaire euclidienne si et seulement si 
Ayo = Gon Au > 0 et autos — ai, > 0. 

25.6. Soient x, ..., Zn et Yi, .- .., y, les coordonnées des 
vecteurs x et y dans une base de l’espace vectoriel complexe #-di- 
mensionnel. Déterminer si la fonction F (x, y) peut définir le produit 
scalaire et, si non, indiquer lesquelles des propriétés du produit. 
scalaire hermitien ne se vérifient pas: 

1) F (x, y) = Ti FT Ton = 2; 

2) F (x, y) = riya n = 2; 

3) F (x, y) = ire + iToYr n=2 

4) F (x, y) = itiÿo — itoÿys n = 2; 

5) F(x, y) = (3 + D mÿe + (GB —Ùz ge! Ja, R = 2; 

6) F (x, y) = 3xiÿ1 + 4roÿs, a) n = 2; b)n >3; 

7) F (x, y) = 5tiÿ1 + itoÿas n = 2: 

8) F (x, y) = ty + (À + i) mie + — à) Zoÿr + Stoÿas R = 23 

9) Fr y) = Sxiÿi + itiÿe — ter + Zoÿosn = 2; 

ne (x, y) — 2x, y + QC — ii) tige + (C2 + à) to + 2Toar 
n — 2; 

11) F (x, y) = ain + itiÿe — ire + Zoÿor 1 = 2; 

12) F (x, y) = Ah + ( — à) rage + (À + à) to + SEATA + 
+ itoYs — itaÿa + Btsÿss N = 8. 

25.7. Notons z,, x, et y,, y, les coordonnées des vecteurs zx et y 
dans une base de l’espace vectoriel complexe bidimensionnel. Trou- 
ver les conditions nécessaires et suffisantes imposées aux coeffi- 
cients complexes @,,, Gje, Gay t G+4a pour que la fonction 

FX, y) = anti + Gioliÿe + Goiteÿ1 + AroToÿ o 
définisse le produit scalaire hermitien. 

25.8. 1) Vérifier que le produit scalaire défini dans l’espace 
arithmétique réel n7-dimensionnel .#, possède toutes les propriétés. 
du produit scalaire euclidien. 

2) Même question pour le produit scalaire défini dans l’espace 
vectoriel #(m. ny des matrices de type (m, n). 

25.9. Vérifier que le produit scalaire défini dans l’espace arith- 
métique complexe r7-dimensionnel €, possède toutes les propriétés 
du produit scalaire hermitien. 

25.10. Est-il possible d'introduire l'opération de multiplication 
scalaire dans tout espace vectoriel de dimension finie ? 

25.11. Soit F (X, Y ) une fonction définie dans l’espace vectoriel 
réel des matrices carrées d'ordre nr (n > 2). Déterminer si F (X,Y) 
possède toutes les propriétés de la multiplication scalaire eucli- 
dienne si: 

1) F(X, Y)=tr XY; 2) F(X,Y)=trxX (Y); 

3) F(X, Y)=trX-trY;, 4) F(X, Y) = det XY ; 
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5) F(X, Y) = tr (tX) DY (D étant une matrice diagonale d'ordre 

à éléments diagonaux strictement positifs). 

25.12. Montrer que le produit scalaire standard (X, Y) défini 
dans l’espace vectoriel Z(m, n) des matrices réelles de type (m, n) 
vérifie les égalités 


(X,Y)-wUX)Y =trX (>). 


25.13. Lesquelles des fonctions définies dans l'espace vectoriel 
complexe @(m, n) des matrices de type (m, n): 

D F (X: FT} -tr x (Y); 2) Fa(X, Y) =tr X (Y); 

3) F;(X, Y) — tr X (Y) peuvent servir de produit scalaire 
hermitien ? 

25.14. Montrer que l’espace vectoriel des polynômes de degré 
< n à coefficients réels peut être muni du produit scalaire : 


1) (p, q) = Goo + Gba + - - : + Œnfn, OÙ op, ..., &n et 
0» + + + Pn sont les coefficients des pe me p et g; 


n 
2) (P, 9) = à P (9 (a) q09 (a), où pl (a) et q(° (a) sont les va- 


leurs des dérivées d'ordre k en un point a de l’axe réel. 
25.15. Introduire dans l’espace vectoriel complexe des polynô- 
mes de degré < n l’opération de multiplication scalaire hermitienne. 
25.16. Soient t,, . .., im des nombres réels distincts deux à 
deux. Démontrer que l’espace vectoriel des polynômes de degré au 
plus égal à n (n < m) à coefficients réels peut être muni du pro- 
duit scalaire 


(f, 8)= D. f (tx) 8 (Ex)- 


Est-ce que cette fonction dés le produit scalaire euclidien si 
MmLNn? 

25.17. Vérifier que: 

1) dans l’espace vectoriel des fonctions continues sur [a, b], 
muni des opérations d’addition et de multiplication par un nombre, 
le produit scalaire peut être défini par la formule 


() 
( n=\ feat; 


2) dans l’espace vectoriel complexe des fonctions complexes 
d'une variable réelle. continues sur {a, b], le produit scalaire peut 
&tre défini par la formule 


b 
(f, g)= ( f(t)g(t}dt. 
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25.18. On munit l’espace arithmétique réel ou complexe d'un 
produit scalaire défini comme fonction des composantes x,, . .., rh 
€t Yi, + + Un des vecteurs x et y. Calculer les matrices de Gram 
associées à la base canonique et à la base formée par les vecteurs 

... fn. Exprimer le produit scalaire des vecteurs :z, y en 
fonction de leurs composantes dans la base (f;,, ..., fh). 

= G; y) — 91 + Zoÿe5 à) fr = (A, 2), fe = ‘C2, 1); b) fi = 

(1, 1), fa = °(, —1); 

2) , #) = Li Le Tia + Toi + Press a) fi ="'(1, —1): 
fe = ‘(, 1): b) fi = (A, —1), fe = (1, 0); 

3) (æ, y) = 4tiÿi — 2riÿe — 2roÿi + 4ToYos à) fi = ‘(, UV), 
fe = ‘A, —1); b) fi — 1 (1/2; 1/2), fi = {(—1/2, 1/2); 

4) (x, y) = 2xÿ + (1 "a ü) Ziÿe “+ (1 — à) Tell : 3Taÿa ; 
a) f1 = (1, 0), fe = (A, —1); D) fi = (1, 0), fe = (1, 1 + à); 

9) (x, y) — 4 + 2riÿe + 2toÿi + Zoo — LoUs — Ta + 
+ Bray; a) fi. = (1, 0, 0), f: = (1, —1, 0), fs = ‘(0, 1, 1); 
b) f, — ‘(1, 0, 0), fe — (— 1, 2, 0), fs = ‘(—1, 2, 2); : 

6) (x, y) = Yi — itiÿe + Tab + 2Zoÿa + (2 + Nb ToYs + 
+ (2 — À) rats + Grid a) es ‘(1, {, 0), fr, = . 0), 3 — 

mire 1); b) fi = "(1 0, O), fa = (—i, REA Le 

25.19. Calculer la matrice de Gram [' associée à la base (1, t, 

, {”) dans l’espace euclidien des polynômes de degré < n, muni 
du produit scalaire : 

1) du problème 25.14, 1); 

2) du problème 25.14, 2) (étudier séparément le cas de a — Ü); 

3) du problème 25.16 (m > n). 


25.20. Calculer la matrice de Gram F de la base (1, !, . ... !") 
dans l’espace euclidien des polynômes de degré nr muni du produit 
b 


scalaire (f, g) — \ f (t) g (t) dt et exprimer celui-ci en fonction des 
a ’ 

coordonnées des vecteurs f, g dans cette base si : 

1)a=0, b=1; 2) a = —1i, 

25.21. 1) Démontrer la formule d) citée dans l'introduction 
du chapitre X. 

2) Démontrer la formule (2). 

3) Comment sont liés les déterminants des matrices l et 1”? 

25.22. 1) Démontrer qu’un système fini de vecteurs d'un espace 
vectoriel muni du produit scalaire est lié si et seulement si le dé- 
terminant de la matrice de Gram de ce système vaut 0. 

2) ‘Démontrer que le déterminant de la matrice de Gram de tout 
système fini libre de vecteurs d’un espace vectoriel muni du produit 
scalaire est strictement positif. ours 


14—340 
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25.23. Démontrer que le déterminant d'une matrice || ay; || 
d'ordre nr est strictement positif si : 

1) a = 2(i+j— 1)! lorsque i + j est pair, et a;; = 0 
lorsque ëi +- j est impair; 

2) ay ={(i + j — 1)" pour tous i, j = 1, ...,n. 

25.24. Les vecteurs zx et y d’un espace euclidien ou hermitien 
sont définis dans la base (e,, . . ., e,) par les colonnes de coordonnées 
ë et n respectivement. On sait de plus que fl, est la matrice de Gram 
de Ja base (f,, . .., fn). Calculer la matrice de Gram fl. de la base 
(e,, . . ., eh) et le produit scalaire des vecteurs x et y, si 


1) f1 = €1—22, fe = € — 200. 
0 
= fs of. s=fol. |]: 


2) fi= 2€; +02 fo = it € 
r 1 0 
[= È — 1 , n = 1 < 


3) fi — € —2 Ja = €1 + € 


x à | 
r,= ’ È= ’ n = 3 ; 
4) fi= ey+ies fa = NS 
3 11i 1 1 + i 
Fr= La 4] = |. a= | 2 L: 
Ô) fi = Es, Jo = ei + 0, f3= €: +es 
3 1 —1 | 1 
P,= 1 2 11, &=||2|, n— 4||:; 
—1 1 2 | —1 
6) fi —=ei+ 00 Je = ei Hess fs —= er +es 
5 2 3 | | 
Tr=|2 3 1, S—|—2|, n=|1|; 
3 À 4 | | 
7) fie, fa — ie; + 20: +ies, fa = —ies+ y 
| Ji — À 0 1 
Tr = | —3i 22 10, &8—=|11, n=|—2il. 
—1 —1A0i 5) 0 1 


25.25. Calculer la longueur du vecteur æ d’un espace arithmé- 
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tique muni du produit scalaire donne: 

1) x = (5, 4, 3), le produit scalaire est défini dans l'intro- 
duction du chapitre X ; 

2) æ ="(1, —2, 3, 4), Je produit scalaire est défini dans l’in- 
troduction au chapitre X ; 


3) x = ‘(1, 1), le produit scalaire est défini dans le problème 
25.18, 2); 
4) æ = ‘(1, —1, 2), le produit scalaire est défini dans le pro- 


blème 25.18, ©); 

5) x = (4, i), le produit scalaire est défini dans le problème 
25.18, 4); 

6) x — ‘(1 + i, 1 — i), le produit scalaire est défini dans le 
problème 25.18, 6). 

25.26. 1) Démontrer l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski. 

2) Démontrer que l'égalité | (x, y) | = |z | + | y | a lieu si et 
seulement si les vecteurs z et y sont linéairement dépendants. 

25.27. Démontrer les propriétés suivantes de la longueur du vec- 
teur: si x, y sont des vecteurs, &, 6 des nombres, on a: 

1) lar|=lal-lz|; 

2)1z+y|<liz|+lyl| (inégalité triangulaire); 

3) l'égalité [z+y|—=1z|+1|y| a lieu si et seulement 
si les vecteurs x et y diffèrent l’un de l’autre par un facteur numé- 
rique positif; 

4) Hzl— {y Iz-7y : 

5) 1z+yF+I1z-yF=2(1zf%+1y ff; donner une in- 
terprétation géométrique de cette égalité. 

25.28. Démontrer les inégalités: 


1) <(à eute ). (> ce). 
2) (S [ar + me) < (à er) +(5 ar): 


OÙ jy, . .., Ans y, + «+» On Sont des nombres réels ou complexes 
quelconques. Dans quels cas ces inégalités deviennent des égalités ? 
25.29. Formuler l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski et l’iné- 
galité triangulaire pour un espace hermitien défini dans le problème 
25.17, 2). 
25.30. Montrer que pour le vecteur x d’un espace euclidien (her- 
mitien) € de dimension finie on a l'égalité 


JG y 
lyl 


à ar 


Ixl= sup 
ES, y #0 
25.31. Supposons que dans un espace euclidien (hermitien) 
n-dimensionnel les suites de vecteurs {/.} et {g,} (4 — 1, 2, . ..) 
convergent vers les vecteurs f et g, c’est-à-dire que | f, — f | — 0 


14% 
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et [gs — g|—0 quand À —+ oo. Démontrer que 
lim (fn En) =(f; 8): 


25.32. Soit F (x, y) une fonction appliquant l’ensemble de tous 
les couples de vecteurs d’un espace vectoriel réel £ dans l'ensemble 
des nombres réels. On sait de plus que F (x, y) satisfait aux deux 
premières conditions de la définition de la multiplication scalaire 
euclidienne (voir p.201) et à la condition de positivité: F (x, z) > 0 
pour tout xE£ (mais F (x, x) — 0 n'’entraîne pas en général 
x — 0). Démontrer que: 

4) la fonction F' (x, y) vérifie l'inégalité de Cauchy-Bounia- 


kovski 
(F (x, y) << F (x, x) F (y, y) 


pour tous x, yE £; 
2) F (x, x) est une fonction homogène de degré 2 en x, c’est-à- 
dire 
F (ax, ax) — a°F (x, x) 
pour tout x € #; ; 
3) l'inégalité triangulaire 


(F(z + y, z + y) /2<(F(x, 2)? + (F(y, y))'/? 


se vérifie pour tous x, y € L ; 

4) l'ensemble #(F) de tous les vecteurs x pour lesquels F (x, x) = 
— 0 est un sous-espace vectoriel de £; 

5) F (x, y) définit le produit scalaire euclidien sur tout sous- 
espace vectoriel £, de £ tel que £, N.#° (F) = {o}. 

25.33. Trouver le système d'équations définissant le sous- 
espace ,#° (F) (voir problème 25.32) pour la fonction F: 

1) du problème 25.4, 4) b); 2) du problème 25.4, 7); 

3) du problème 25.4, 11); 4) du problème 25.11, 3). 

25.34. Calculer l'angle des vecteurs donnés: 

1) dans l’espace #, muni du produit scalaire standard : 
a) (2, —3, 1), ‘(4, —6, 2); b) ‘(1, —1, 2), ‘(1, 0, 1); c) ‘(1, 0, 
—1), ‘(—1, 2, 2); 


3) dans l’espace 7, muni du produit scalaire défini dans le 
problème 25.18, 2): a) {(1, 0), ‘(0, 1); b) ‘(1, 0), ‘(—1, 1); 

4) dans l'espace #, muni du produit scalaire du problème 
25.18, 5): a) ‘(1, 0, O0), ‘(0, 1, 0); b) ‘(—1, 0, 0), ‘(—1, 2, 2). 

25.35. Démontrer que dans l'espace des fonctions continues, 
défini dans le problème 25.17 (a = 0, b = 1), l'angle de deux vec- 
teurs voisins f, — 1"-1 et f,+, — {" du système des vecteurs 1, 
t,,.:., t", ... tend vers zéro quand nr —+ oo. 
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$ 26. Systèmes orthogonaux de vecteurs. 
Systèmes biorthogonaux. Sous-espaces orthogonaux 


26.1. Soit & un espace euclidien ou hermitien. Démontrer que: 

1) si le vecteur f appartient à € et est orthogonal à tous les vec- 
teurs de €, on a f — 0; 

2) si les vecteurs f et g appartiennent à & et (f, x) — (g, x) 
pour tout vecteur x de €, on a f = g. 

26.2. On sait que le vecteur x d’un espace euclidien ou hermitien 
est orthogonal à chacun des vecteurs f,, . .., f,. Démontrer que 
x est orthogonal à tout vecteur de l’enveloppe linéaire de f,, . .., fn. 

26.3. Soit {f1, . . ., 1} un système de vecteurs orthogonaux deux 
à deux. Démontrerque|f +... +<fF = +... + lfr À 
(généralisation du théorème de Pythagore). 

26.4. 1) Démontrer le théorème réciproque du théorème de 
Pythagore pour les vecteurs d’un espace euclidien: les vecteurs f, 
et f, sont orthogonaux si | f, + fa | — | f1 | + | fe |*. 

2) Montrer que dans un espace hermitien ce théorème n’est pas 
vrai. Trouver les conditions imposées aux vecteurs f, et f, pour que 


LA tb l = |f F + le 
26.5. 1) Démontrer que dans un espace euclidien l'égalité 
[x + y | = | x — y | est vérifiée si et seulement si x et y sont ortho- 


gonaux. Donner une interprétation géométrique de cette assertion. 

2) Montrer que dans un espace hermitien l'égalité | x + y | — 
= | x — y | n’entraîne pas en général l’orthogonalité des vecteurs 
x et y. Pour quels vecteurs l'égalité | x + y | — | x — y | a-t-elle 
lieu ? 

26.6. 1) Démontrer que tout système fini de vecteurs non nuls 
et orthogonaux deux à deux est libre et qu’il en est de mème en 
particulier pour tout système orthonormé. 

2) Peut-on affirmer qu'un système arbitraire de vecteurs ortho- 
gonaux deux à deux est libre? 

26.7. Démontrer que les coordonnées Ë; de tout vecteur x d’un 
espace euclidien (ou hermitien) n#-dimensionnel peuvent être cal- 
culées dans la base orthogonale (e,, ..., e,) d’après la formule 


E; = (x, e;)/(e;, er), L = 1, + 5e 


71 
Tr ne 2 |(z, ei)|* 

En déduire l'égalité |x| = 2 Le a 

26.8. 1) Soient E,, ..., Eh et n1, - - ., nn les coordonnées des 
vecteurs x et y dans une base d’un espace euclidien n7-dimensionnel. 
Démontrer que le produit scalaire de deux vecteurs quelconques x 
et y est défini par la formule (x, y) — Ein + ... + E,n, si et 
seulement si cette base est orthonormée. 
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2) Formuler et démontrer l'assertion analogue dans le cas d'un 
espace hermitien. 

26.9. 1) Montrer que la base canonique d’un espace arithmé- 
tique 7-dimensionnel muni du produit scalaire standard est une base 
orthonormée. 

2) Indiquer l’une quelconque des bases orthonormées de l’espace 
euclidien (hermitien) des matrices réelles (complexes) de type (m. n). 

26.10. Soient Z un espace vectoriel et (e,, ..., e,) une base 
de £. Démontrer que £ peut être muni du produit scalaire de telle 
façon que la base (e,, . .., e,) devienne orthonormée par rapport 
à ce produit. 

26.11. Trouver l’un quelconque des vecteurs normés orthogonaux 
au système donné de vecteurs d’un espace arithmétique muni du 
produit SE 

1) (2, 2 2, 1), ‘(—2, 2, 3), le produit scalaire est standard ; 

2) 1 (1, 2.4: 0), (1, 1, 1, 1), le produit scalaire est standard : 

3) ‘(1, 1, , le produit scalaire est standard; 

4) ‘(1 1), 5 produit scalaire est défini dans le problème 
25.18, 2); 

5) ‘(1, 2, 0), ‘(2, 0, —1), le produit scalaire est défini dans le 
problème 25. 18, 5); 

6) ‘(1 . 1 — i), le produit scalaire est standard ; 

7) ‘(— { 4- i, 0), (0, 1, i), le produit scalaire est standard. 

26.12. Ru que dans un espace euclidien (hermitien) 
n-dimensionnel il existe une base orthonormeé. 

26.13. Appliquer le processus d'orthonvrmalisation au système 
lié de vecteurs d’un espace arithmétique réel muni du produit sca- 
laire standard : 

1) (1, —3, 1), (4, —9, 3); 

2). F1, 0, 1, 2); CS Le =1;.5); 

3) (2, 0, —1), (5, —1, 0), ‘(1, 7, —3); 

4) CE, 2; 2), (1, 1, 0), (0, 1, —4) ; 

o) (2: 1: — 2), ‘(4, 1, O), ‘(0, 1, 0); 

6) ‘(1, 1, —1, 0), ‘(1, 2, 0, —1), (0, 0, 1, 0). 

26.14. Soit {f,, . . ., fm} un système lié de vecteurs tel que le 
sous-système {f;,, . . ., fm1} est libre. Démontrer que l'application 
formelle de l’orthogonalisation donne un système  orthogonal 
{gi1, - - ., Em} dont les vecteurs g1, . .., £m_ Sont non nuls et le 
vecteur £gm = (0. 

26.15. Le système de vecteurs est défini par les matrices-colonnes 
de coordonnées dans une base orthonormée de l’espace euclidien ou 
hermitien. En utilisant le processus d’orthonormalisation, cons- 
truire une base orthonormée de l' Neon linéaire de ces vecteurs: 

1) (1, 2, 1), LA (4, —1) ; 

2) (1, 1, —1), ‘(—4, 0, 5), Ce. 2. 0): 
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3) (3, —1, —2), (4, 0, —1), (5, 1, 0); 

4) (1, 2, —1, 1), F(—5, —5, 4, —2), ‘(—3, 6, 2, 0); 
5) *(1, 0, 1, —1), ‘(6, 0, 4, —5), ‘(3, 2, —5, 4); 

6) (1, —3, 2, 1), t(—1, 7, —3, —2), (2; —2, 3, 1); 
7) (A4, —1, 1, —1), (4, —2, 4, —2), ‘(—2, 7, —4, 7), 
*(2, 7, —2, 5); 

8) (i, ° —àÀ), (2, 0. —1), (0, 2, —i); 

9) (A4, —1, 1 + à), f(, —i, —2 + i), (A + 2, 4 —i, —1). 

26.16. À partir du système des vecteurs f,, f:, fs d'un espace 
arithmétique muni du produit scalaire, construire par orthonormali- 
sation une base orthonormée (e,, €», es) Si: 

1) f, = (4, 0, 0), fe = (0, 1, 0), fs = (0, 0, 1), a) le produit 
scalaire est défini dans le problème 25.18, 5); b) le produit sca- 
laire est la fonction F du problème 25.4, 9) : 

2) fi = (1, 0, —2), f, — (0, 1, —2), fs = ‘(4, 0, 0), le pro- 
duit scalaire _ défini dans le problème 25. 18, 9) ; 

3) fi = "0, 1, —1), fs = (2, 0, 1), fa = (2, 4, 0), le pro- 
duit scalaire est ie fonction # du problème 25.4, 10). 

26.17. Dans une base orthonormée de l'espace euclidien quadri- 
dimensionnel, un couple de vecteurs est défini par les matrices- 
colonnes de coordonnées. Compléter ce système de vecteurs pour avoir 
une base A 


1) (1, 1, 1, 2), (1, 0, 1, —1): 
2) (1, 4, 2, 0), (— 1, 4 1, 
3) (1, 2, 1, 2), (1, 1, —1). 


26.18. Compléter les sy . suivants de vecteurs d' un espace 
arithmétique muni du produit scalaire standard jusqu'à une base 
PR 


Lt … 
1) 7 —— (: (1, — À, 0, 1)), EE (1, 1, — 1, O)) ; 
DAS 1, 1, 1)), rt 1,1, —1)); 


3) 7 (' (0. 1, 0, 1), 7 ('(1, 1, 2, — 1). 


26.19. Le sous-espace £ d'un espace euclidien est défini dans 
une base orthonormée par le système d'équations linéaires. Trouver 
l'une quelconque des bases orthonormées de £. 

1) za — ze — z3 = 0; 

2) Ti + Ze + Zs + za — 0; 

3) T1 — Ze — Ta — Li = 0, 

Z — 2To + Zs + 4tz4 = 0, 
Ty — zs — O7, = 0; 
4) Zi—2re — Za + 2x4 + 147, = 0, 


SX, + Za — ts — 8x4 — zx; = 0; 
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5) Zy + 3xo — Za — 3x4 + 4x, = 0, 
Ti — Te — LZ3+ ZX = 0, 

Ti + 2e + Zs— 925 — 0; 

6) 21 + Z — 23— rt 5 = 0, 
XL, — 2Zo — Arts + 3x4 = 0, 

3x) — Oxs + ts + 2x, = 0. 

26.20. Trouver l’une quelconque des bases orthonormées d’un 
sous-espace de l’espace euclidien, engendré par le système des vec- 
teurs définis dans une base orthonormée de l’espace par les matrices- 
colonnes de coordonnées : 

1) (29, 11, 19, 1), ‘(101, 99, 51, 49), (52, —48, 51 —49); 

2) (101, 101, __99, —99), ‘(— 99, 101, 101, _99), (101, —99, 

—99, 101); 

3) 1(51, 49, 49, 50), (51, —49, 51, —49, 1), (1, 51, 1, 51, 
26). ‘(103, 51, Yoù, 51, 77). 

26.21. Indiquer l'une quelconque des bases orthonormées dans 
l’espace euclidien des polynômes de degré < nr dont le produit sca- 
laire est défini : 

1) dans le problème 25.14,1) ; 

2) dans le problème 25.14, 2); 

3) dans le problème 25.16 pour m = nr + 1. 

26.22. Vérifier que le système trigonométrique des fonctions 1, 
cos {, sin {, ..., cos nt, sin nt est orthogonal pour le produit sca- 
laire 

I 


(f, &)= ( f(t)g(t) dt. 


on L 


Normer ce système. 
26.23. Dans l'espace des polynômes de degré 3 muni du produit 


scalaire 
1 
(P, g)= | P (4) g (t) di 
1 
construire une base orthogonale à partir du système des polynômes 
Lot LP: 

26.24. Dans l’espace des fonctions continues sur [0, +of et 
telles que j (t) = O (t-!) pour t — +o, on introduit la multipli- 
cation scalaire euclidienne définie par 

+oo 


(7, 8) = \ f(t)g(t)dt. 


Orthogonaliser le système des fonctions e-', e-*!, e-#{. 
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26.25. 1) (s). a gs les polynômes de Legendre 


Po () = 1, Pr (£) = (42 —1)}, k — 1, CRE À, 
forment une base orthogonale dans l’espace euclidien du problème 
25.20, 2). 


2) (s).Calculer la norme euclidienne du polynôme de Legendre. 
26.26. Démontrer qu’en orthogonalisant les polynômes 1,'é#, . 
.., 4" de l’espace euclidien du problème 25.20, 2), on aboutit au 
système orthogonal des polynômes q, (t), - . ., qn (t) qui ne diffè- 
rent des polynômes de Legendre (voir problème 26.25) que par des 
facteurs numériques. Trouver ces facteurs. 
26.27. Soient f{f,, . .., fm} €t Li + : «+: Em} deux systèmes 
orthogonaux libres de vecteurs d’un espace vectoriel muni du produit 
scalaire, tels que l'enveloppe linéaire des vecteurs f,, . . ., f, coïn- 


cide pour tout # = 1, . .., m avec l'enveloppe linéaire des vecteurs 
Lis + +. £n. Démontrer que g, = Yzfr, où y, Sont des coefficients 
différents de zéro, À = 1, ., M. 


26.28. Etablir que les fonctions 
T, (t) = cos (n Arc cost), tE[—1, +1], nr = 0, 1, 2, 


sont des polynômes de degré nr (polynômes de Tchebychev de pre- 
mière espèce). Démontrer que les polynômes T,(t), T, (t), 

Th (t),... forment un système orthogonal dans l’espace eucli- 
dien des fonctions continues sur [—1, 1}, muni du produit scalaire 


1 
G 9 = | 16e 47 dr. 
1 
Normer le système des polynômes Th (t), T;(t), ..., Th (t), ... 
26.29. Soient {f1, . .., fm} un système libre de vecteurs d’un 
espace euclidien (hermitien), {g,, ..., £m} le système obtenu par 
orthogonalisation de ce dernier, l'(f,, ..., fm) et F (g1, - .., £m) 
les matrices de Gram de ces systèmes. Démontrer que 


det D'(f, - .., fm) = det V'(g1, - . ., 8m) = | 81 1° + + + | Em l°. 

26.30. En se servant des résultats des problèmes 25.20, 2), 
26.26, 26.29, 26.25, calculer le déterminant de la matrice du pro- 
blème 25.23, 1). 

26.31. 1) Démontrer que dans un espace euclidien (hermitien) 
“, chacun des deux systèmes biorthogonaux des vecteurs e,;, ..., e, 
et f1, - - ., /m est libre. 

2) Soient (e:, ..., eh) et (f1, . . ., fn) deux bases biorthogonales 
de € et soient E,, . .., E, les coordonnées du vecteur x dans la base 
(e, - . ., en). Démontrer que E, = (x, fi), à = 1, n. 

3) Soient E,, ..., £, les coordonnées du vecteur : z dans la base e, 
et 1, - .- .-, 1 Celles du vecteur y dans la base f d’un espace eucli- 
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dien. Démontrer que le produit scalaire de deux vecteurs quel- 
conques z et y s'exprime par la formule 


(z, y) = À Emi 
ii 


si et seulement si les bases e et f sont biorthogonales. 

4) Formuler et démontrer la proposition analogue à la propo- 
sition 3) pour un espace hermitien. 

26.32. Soit € un espace euclidien (hermitien) #-dimensionnel. 
Démontrer que: 

1) pour toute base (e,, ..., e,) de € il existe une base biortho- 
gonale (f,, ..., fh) et une seule; 

2) pour tout système des vecteurs linéairement indépendants 
CE er :. €, il existe pour m< n un système biorthogonal 

has 
3) St diffèrent l’un de l'autre les systèmes de vecteurs 
dont chacun constitue avec le système {e,, ..., e,} un couple 
biorthogonal ? 

26.33. Soient (e,, ..., e,) et (f1, . . ., fn) deux bases biortho- 
gonales d’un espace euclidien (hermitien), E, et Ex, À = 1, ..., n, 
les coordonnées du vecteur z dans les bases (e,, ..., e,) et (f,, . .. 

: ÎÂn) respectivement, g;, et gi les éléments des matrices de 
Gram associées à ces bases. Démontrer que: 


n 
1) fi= À giner (i=1, ….. n) ; 


2) H= À gui (i=1, ... n) ; 


3) les matrices || g;4 || et || g5x || sont inverses l'une de l’autre. 
26.34. Trouver la base biorthogonale pour chacune des bases 
données d’un espace arithmétique muni du produit scalaire standard : 
1) (4, O), RO D: 2) “(1 SA 1(0, 3); 3) (1, 3), ‘(1, 5); 
1, 0, 0), ((3, 1, 0), (—2, —5, 1): 
s 1) 0, 2 d) (ES e 9); 
1/10), 14/40, 1 , O), #(0, 1/10, 1); 
* À), (1, ë, Le 1(0, 4, À + à): 
8) ‘(1, 0, 0, 0), (—1,1,0,0), (1, —1, 1, 0), (1, 1, — 1,1); 
9) (2, 1, 1, 1), mn pe 1, 1), (1, 1, —2, 1), ‘(1, 1, 1, _9). 
26.39. Construire dans un espace arithmétique muni du produit 
scalaire standard un système de vecteurs biorthogonal au système 
des vecteurs donnés, qui soit contenu dans l'enveloppe linéaire de 
ces vecteurs: 


! 1(4, —3, 2), (1, —1, 0): 
2) ‘(1, 1, 1, À), (1, 1, 1, 0): 
3) ‘1, 1, 0, 1), ‘4, 0, —1, O), ‘(0, 0, —1, 1). 


(ep) 

—_” 

— 

pd 
se 
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26.36. Soit € l'espace euclidien des polynômes du problème 
25.20, 2) pour n = 3. 

1) Construire un système de vecteurs biorthogonal au système 
{1, t, t* et contenu dans l'enveloppe linéaire de ces vecteurs; 

2) construire une base de & qui soit biorthogonale à la base 
(1, t, t°, €). 

26.37. Soient £ un sous-espace vectoriel de l'espace euclidien 
n-dimensionnel #, et Z1 le supplémentaire orthogonal de ‘#. Dé- 
montrer que: 

1) 1 est un sous-espace vectoriel de & ; 

2) sim(0<m<n)est la dimension de £, il existe une base 


orthonormée (e,, . .., Em, Em+11 + + -: €n) de € telle que le système 
des vecteurs e,, ..., e, Soit une base orthonormée de Z, et celui 
des vecteurs e,+1, - - ., en Soit une base orthonormée de £!; 


3) la somme des dimensions des sous-espaces £ et £! est égale 
à la dimension de &, et l’espace é est égal à la somme directe de 
Z et Lt; 

4) (£1)1 = L, 1 = ©, O1 =, où © est le sous-espace 
constitué du seul vecteur nul. 

26.38. Soient (e,;, . .., e,) et (f1, - . ., fn) deux bases biortho- 
gonales d’un espace euclidien (hermitien), £, l'enveloppe linéaire 
des vecteurs e,, ..., ex, k << n. Démontrer que Z£;! est l'enveloppe 
linéaire des vecteurs fp+1, + : -, fn. 

26.39. Démontrer que l'opération de passage d’un sous-espace 
vectoriel £ à son supplémentaire orthogonal Z1 dans un espace 
euclidien (hermitien) 4 possède les propriétés suivantes: 

1) si £, = L,, on a £L ES Lt; 

2) (+ Li)! = Li NE, 

3) (Li NL)t= Lt + Lt; 

4) si € est la somme directe des sous-espaces £, et £., il est 
encore la somme directe des sous-espaces £: et Li. 

26.40. Soient £ et £, des sous-espaces vectoriels d'un espace 
euclidien (hermitien) &, et soit £, = Æ. Notons £: le supplé- 


mentaire orthogonal de £, dans € , et gi le supplémentaire ortho- 


gonal de £, dans £. Montrer que £!: = £i ff. 

26.41. Soient £, et £., deux sous-espaces vectoriels de dimen- 
sion finie d'un espace euclidien (hermitien), la dimension de #, 
étant strictement inférieure à celle de £,. Démontrer qu'il existe 
dans £, un vecteur non nul orthogonal à tous les vecteurs de £.. 

26.42. Trouver une base dans le supplémentaire orthogonal de 
l'enveloppe linéaire des vecteurs donnés d’un espace euclidien € 
si ces vecteurs sont définis par les matrices-colonnes de leurs coor- 
données dans une base orthonormée de & : 

1) (10, 1, —7); 2) ‘(1, 1, 1), (1, —4, —1); 

3) ‘(4, —5, 2, —9); 4) ‘(, 1, —5, 1), ‘(2, — 7, 2, 1); 
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5) ‘(—1, 3, 0, 1), (4, 2, 1, 1), (3, 5, 1, 2): 

6) ‘(1, 0, —5, 4, —1), (1, 2: 1:06, 1), ‘4, —1, —8, 2, —2). 

26.43. Dans un espace arithmétique muni du produit scalaire 
standard, trouver une base orthonormée du HR ortho- 


26 dE Trouver une base du supplémentaire orthogonal du sous- 
espace des vecteurs dont les coordonnées z,, ..., x, dans une base 
orthonormée de l’espace euclidien vérifient le système des équations 
linéaires suivantes: 

1) Zi + Z— zat z, = 0, 

Ty — To + 3T3 — 974 = 0, 
10x, + xs — 2x, = 0; 

2) 2x, + Yrs + 5zs — 3x4 = 0, 

Zy + 22o + za = 0, 

10x, + 197, — x, + 11z, = 0; 
3) 2, + 2To + Za + 274 + 57 = 0, 
27, + 3Ta + za + 67; = 0, 

ST + Zo — TZn — Irs — 57, —= 0, 

Or, + 4to — za — 8x4 + zx, = (0. 

26.45. Trouver le système d'équations linéaires définissant le 
supplémentaire orthogonal du sous-espace vectoriel défini dans une 
base orthonormée de l’espace euclidien par le système d'équations: 

1) x) + ze — xs = 0, 

Zy — Lo + 2z3 = 0; 
2) ZT + 27s + 974 = 0; 
3) Ty — To — 274 = 0; 
227, — 220 + za — 3x, = 0; 
4) Ti + Zoe — 4x3 = 0, 
Ti — ITe — OZ = 0, 
2x, + ta — xs + 274 = 0; 
5) Ti — Ts + Ta = 0, 
L 27; —%3 — 2 = 0, 
32, ss To — La + 274 = 0; 
6) Ti + To + Ze — 474 — 573 = 0, 
JT + Ta — 873 = 0, 
Lo — Le + Ta — 47 = 0, 
1x, + 27o — Za + Gr, — 9Bz, = 0 

26.46. Soit Az = b un système réel de m équations linéaires 
à n inconnues, et soient a,, ..., am les lignes et d,, ..., d, les 
colonnes de la matrice À. Considérons la solution æ du système et 
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les colonnes ‘a,, ..., ‘a, en tant que vecteurs de l’espace arithmé- 

‘tique #, et traitons la colonne b et les colonnes d,, . .., d, comme 
vecteurs de l'espace arithmétique .#,. Introduisons dans ,, et 
Àh les produits scalaires standard. Nc otons £ et c# les enveloppes 
linéaires des vecteurs ‘ A, ‘Am et dy, . .- ., d, respectivement. 
Montrer que : 

1) l’ensemble de toutes les solutions du système homogène 
Azx = o coïncide avec £1 ; 

2) l’ensemble de toutes les solutions du système homogène adjoint 
‘Ay — ocst al; 

3) le système d'équations Az — b est résoluble si et seulement 
si bE & ; 

4) en se basant sur les propositions 2). 3), démontrer le théorème 
de Fredholm: le système d'équations Ax — b est résoluble si et 
seulement si la colonne b est orthogonale à toute solution y du 
système homogène adjoint. 

26.47. Soient £,, ..., £,, k >> 2, des sous-espaces orthogo- 
naux deux à deux d’un espace euclidien (hermitien) n-dimension- 
nel €. Démontrer que: 


1) la somme orthogonale de 2, 0 et directe ; 
2) si la somme des dimensions de &.. ..…, Ln est égale à la 
dimension de &, on a 8 = £,& L:& . . . & Lu. 


26.48. Soient Z,, L, et L. des sOUS-eSpaces orthogonaux deux 
à deux d’un espace euclidien (hermitien) n-dimensionnel. Démontrer 
que : 

1) À & (£a ë L3) = (£i SL) & Ls 


2) (&: ë Ls) N (2 ë L 3) = À 

26.49. 1) On sait que l’espace euclidien (hermitien) n7-dimen- 
sionnel & est la somme directe des sous-espaces vectoriels Z, et 
Æ£,. Démontrer que £, et £, sont orthogonaux si et seulement si 
tous vecteurs zx et y de & vérifient l'égalité 


(x, y) = (21, Ya) + (Ge, Ya) 


OÙ Z = Zi + Los Y = Yi + Vos Tir Yi E Lu Los Ye CE Lo. 

2) Formuler et démontrer l’assertion analogue pour toute famille 
finie de sous-espaces. 

26.50. Supposons qu’un espace vectoriel 7-dimensionnel est la 
somme directe des sous-espaces £, et Z, et que ©, et £, sont munis 
des produits scalaires (x, y),et (x y), respectivement. Décomposons 
deux vecteurs quelconques x et y de Z suivant les sous-espaces £, 
et Lit TZ = Zi + Te Y = Yi Ye OÙ Zi, Yi CE Lis Tes Ye E La. 
Démontrer que l'expression (x, y) = (x;, Y1)1 + (Ze, Ya)a possède 
toutes les propriétés du produit scalaire sur £ et que les sous-espaces 
%Z, et Z, sont orthogonaux par rapport à ce produit. 
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26.51. Le sous-espace Z, d’un espace euclidien r7-dimensionnel 
& est l'enveloppe linéaire des vecteurs linéairement indépendants 
fs +, fr, tandis que le sous-espace £, est formé par tous les vec- 
teurs x de & qui vérifient le système d'équations (x, g;) = 0, à — 
= 1,..., m, où les vecteurs g,, . .., £m Sont aussi linéairement. 
indépendants. Trouver la condition nécessaire et suffisante pour que 
& soit la somme directe des sous-espaces £, et Z.. 


$ 27. Projection orthogonale. Angle du vecteur 
et du sous-espace, angle de deux sous-espaces 


27.1. Soient (e,, . . .» em) une base orthogonale du sous-espace 
vectoriel %Z d’un espace euclidien ou hermitien €, x un vecteur 
arbitraire de &, et x’ son projeté orthogonal sur £. Démontrer que: 


F — . (z, eh) - 
Je Ne - (en, ex) À? 


2) 2 mr Du < 1x]? (inégalité de Bessel) ; 


3) l'égalité D Jan = Iz|? est vérifiée pour tous les vec- 
= 9 


teurs de £ si et seulement si £=#. 

27.2. Le sous-espace € d’un espace euclidien est l'enveloppe 
linéaire des vecteurs définis dans une base orthonormée de l’espace 
par les matrices-colonnes de coordonnées &,, ..., an. Déterminer 
le projeté orthogonal sur £ et la composante orthogonale par rap- 
port à £ d’un vecteur x défini dans la même base par la matrice- 
colonne E: 

= = :(10, —20, 10), $ — {(0, 1, 0); 
— 11, 1, 1), à = (4, 0, 5), & = ‘(7, —3, —1); 
3) a; — (4, 3, 2, : ë = (1, —1, n re. 
(4, —1, , O), &y — (2: —1, 0, 1), E ai ‘(1, 0 9 2, 


5) a, = ‘(1, AU ETS re 0). 8 = (2, 1, 4, 0): 
6) a — (1,0, —1,1),a, — ‘(3,3, —2, 1), a; = ‘(—1,6,3, —5), 
= 1(1, 4,0, 2): 
7) a, — (2, 0, —1, —1), @& “(4 —1, 1, —1), a, = 
= 14,1, 1, 4), = "4, 2 0. 
8) a; — 14,1,14, 0, a = (5,1, 1, a. as = (3, —1, 1, 0), 
ge (®, y Ds —#); 


) = Co30% 4) y — Co07s Ca — Co24) b) a; = Coosr Œo = Case: 


1 1 .q 1 _ À 
C) 4; — 5 Ciggr de — 7 Cast) ) & — V5 2% ds — V7 C22s. 
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27.3. Le sous-espace vectoriel £ d’un espace arithmétique muni 
du produit scalaire standard est engendré par les vecteurs dont les. 
coordonnées vérifient le système d'équations linéaires homogènes. 
Trouver le projeté orthogonal y sur £ et la composante orthogonale z 
par rapport à Z du vecteur x si: 

1) æ="(1, — 2, 3, — 4), L: Es bo + Es + =0; 

2) —"(8, —2, 8, 3), L: E--2E, +E,—0, 

Et — É2 +465 + =0; 
3) æ="(2, 3, —1, —2), £: E1 + 8e + Es —E = 0, 
4E, + 46, + 5E3 — 2, = 0 ; 
4) æ="(0, 1, —2, 3), £: 2+E+E+E=0, 
GE, +E—E:+E=0, 
Eo + Es —E = 0. 

27.4. Trouver le projeté orthogonal du polynôme p (t) sur le- 
sous-espace vectoriel des polynômes de degré au plus égal à m (m < n) 
dans l’espace euclidien défini: 

1) dans le problème 25.14, 1); 

2) dans le problème 25.14, 2). 

27.5. Trouver les projetés orthogonaux d'un polynôme p (t): 
de l’espace euclidien du problème 26.16 (m — n + 1) sur les sous- 
espaces vectoriels £, (4 — 1, ..., n) des polynômes g (t) satisfai- 
sant aux égalités q (tr+41) — 0, ..., q(tn+1) = 0 

27.6. Dans l’espace € des fonctions continues sur l'intervalle. 
[a, b]. le produit scalaire est défini par la formule 

b 
G 2= (ete dt. 


Le sous-espace de dimension finie £ de l'espace € est défini par 
sa base e. Décomposer suivant e le projeté orthogonal sur Z d’un 
vecteur arbitraire p (t) de € et écrire l'inégalité de Bessel corres- 
pondante si: 


{)a—= —n,b=nx,p(t) = 1, £ étant l'enveloppe linéaire des. 
polynômes trigonométriques du problème 26.22; 
2) a = —1,b = 1,p (t) = 1,4% étant le sous-espace des polynô- 


mes de degré <7 dont la base est formée des polynômes de Legendre: 
définis dans le problème 26.25; 

3) a = —1, b — 1,p(t) — (1 — t)-1/?, £ étant le sous-espace 
des polynômes de degré <n dont la base est formée des polynômes. 
de Tchebychev définis dans le problème 26.28. 

27.7. On sait que le sous-espace Z d’un espace euclidien (ou 
hermitien) & est la somme directe des sous-espaces Z, et %,. Dé- 
montrer que pour tout vecteur zE€& le projeté orthogonal de x 
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sur £ est égal à la somme des projetés orthogonaux de x sur £, 
-et L, si et seulement si les sous-espaces £, et £, sont orthogonaux. 

27.8. Supposons que les vecteurs g,, . . ., £m sont obtenus par 
orthogonalisation d’un système de vecteurs linéairement indépendants 
fs + : + fm. Démontrer que pour # >> 1 le vecteur g, est la compo- 
sante orthogonale du vecteur j, par rapport à l'enveloppe linéaire 


des vecteurs f,, . .., fn-1. 

27.9. Démontrer les propriétés suivantes du déterminant de la 
matrice de Gram associée à un système de vecteurs {f,, . . .. fm} 
d'un espace euclidien (ou hermitien): 

1) det (fi, . .., fm) < 11 +: | fm ; 

2) l'égalité det T{(f,, . .., fm) = l\ f1 | fm | est vérifiée 


si et seulement si les vecteurs f,, . .., fm sont orthogonaux deux 
à deux ou si au moins un de ces vecteurs est nul. 

27.10. Sur la base du problème 27.9, démontrer pour le déter- 
minant d’une matrice complexe À — || a;4 || d'ordre r les assertions: 


1) Jdet AF< Il es ent) (inégalité d'Hadamard) ; 


2) l'égalité |det A]? = Î (à “aut) est vérifiée si et seule- 


LE 


ment si N ayay=0 pour tous k, L tels gue k 1 ou si l’une 
i=1 


1—=1 


des colonnes de la matrice À est nulle. 

27.11. Soient £ un sous-espace de dimension finie d’un espace 
vectoriel € muni du produit scalaire, (f,, . . ., fm) une base de £, 
x un vecteur arbitraire de &. y son projeté orthogonal sur £ et z 
la composante orthogonale de x par rapport à <Æ, et soient F — 


= F(f,, ..., fm) la matrice de Gram associée au système de vec- 
teurs {f,, . .., fm} et © la matrice-ligne formée par les produits 
SCalaires (x, f1), . . ., (x, fm). Démontrer que: 
1) |]z | = det _ s ss Jos c)dét l: 
t 
c 
2) [y = — _. - det c 0 


27.12. Soient £, et £, des sous-cspaces de dimension finie d’un 
espace euclidien ou hermitien €, tels que £, = %£2, et soient y, 
et y, les projetés orthogonaux du vecteur x sur £, et £, et z, et z, 
ses composantes orthogonales par rapport à £, et Æ. respective- 
ment. Démontrer que |y | < EORE = 121. 

27.13. 1) Démontrer la propriété suivante du déterminant de la 
matrice de Gram du système des vecteurs f,, . . ., fn, £is < - +, Li: 


det (fa ee. 1 Îus Bas - &) < det F (1, ._... fn) X 


x det L'(81, -.., &) 
pour tous k, ! strictement positifs, 
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2) Montrer que l'égalité 


det D'(f1, ..., fus Es + + &) = 
— det T (f1: 5e În) det (g. ses £) 


est vérifiée si et seulement si les enveloppes linéaires des systèmes 
de vecteurs {f,, . .., fr} et A ..., &} sont orthogonales ou si 
l’un de ces systèmes est lié 

27.14. Soient £ un sous-espace de dimension finie et x un vec- 
teur d’un espace vectoriel muni du produit scalaire. Démontrer que 
la plus petite valeur de | x — y | est atteinte pour tous les vecteurs 
y de £ sur le seul vecteur qui est le projeté orthogonal de x sur #, 
et que cette valeur est égale à la longueur de la composante ortho- 
gonale de x par rapport à <£. 

27.15. Le vecteur x et le système des vecteurs f,, ..., f, d'un 
espace euclidien sont définis dans une base orthonormée de cet 
espace par les matrices-colonnes de coordonnées £ et a,, ..., ah 
respectivement..£ étant l’enveloppe linéaire des vecteurs f,, .. 


. m9 
calculer Ô = inf | x — y | si: 


1) 8 = (1, 1, 0), a; = (0, 1, —1), as = (1, 1, ne 
2) & — ((1, ‘ 1), a; = (0, 2 CARS 1). SE — (= 1, 4, D 
3) & = (1, 4, —1, 0), a, = ‘(1, 1, 1, 1), a = (1, —1,—1,1); 
4) & = "(1, 1. 1,0), a, = (1, 1, À 1), "(1 21,1; 
Ga = "(4, 1, —1, —1); 
5) & = (1. —1,1, —1), à, = (1, —1,0, 2), = ((1, 0, L 1) ; 
6) £ — (1, —1,1, —1), a, = (1, 1, 0, 2 y Ge = (1, 0. L:: 10; 
a; —. t(—1, 2, 1, 0). 
27.16. Déterminer les coefficients du polynôme trigonométrique 
n (= a+ (a, cos Àt + b, sin Æt) qui minimise l'intégrale 
- Fret 
l ([t|— Th (t))* dé. Calculer cette valeur mi:timale. 
7 


27.17. Calculer la plus petite valeur de l'intégrale 
1 


(ET — pr (4) dé 
1 


sur l’ensemble de tous les polynômes p, (t) de degré au plus égal à n. 
27.18. Est-ce que l'angle entre un vecteur et un sous-espace 
vectoriel peut être strictement supérieur à 11/2? 
27.19. Soient x un vecteur non nul de l’espace euclidien, £ son 
sous-espace de dimension finie, ® l'angle de x et £, x” le projeté 
orthogonal de x sur £. Démontrer que : 


15—340 
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1) si x’ — o, on a @ = n/2; 

2) six Æ 0, l'angle est égal à l'angle de x et x’: 

3) six’ Æ 0, tout vecteur y € £ faisant un angle @ avec x vérifie 
l'égalité y — ax’, où «a >0; 

4) cos = |z° |/|zx |. 

27.20. Le sous-espace vectoriel £ d’un espace arithmétique 
muni du produit scalaire standard est engendré par les vecteurs 
Hs SU l’ angle que le vecteur zx fait avec # si: 


1) ZT — (0, 1 1), Î1 . "(1, 0, 1), Îe Fr (0, 1, 0) ; 

2) æ = (5, 1, —2), = "1, —1, 2), fa = ‘(A, 1, 3); 

3) ZX — (4, —1, ), Î1 (0, 2, 1), Îe GE (1, 3, 0) ; 

4) TZ — [(—1, 1, 2), Î = (1, 2, ), Î2 — (2: 1, —1); 

5) æ — ‘(—2, È, 1, 0), f, = ‘(1, 2, 3, 0), fa = “(1, 0, 1, —2): 

6) x == ‘(1, 0, 2, 1), fi, — "6, 3, . —1), fe = (2, 1, 0, —2); 

7)z:- "4,1, 0,1) f, = "(A —1, 1, —1), fe ="(1,1, 3, 3), 
1; — (32, 4, 1): 


8) æ — ‘(1,1, 1, 3), fi — (1, —1, 1, —2), fs = (1,0, 1, —1), 


9) æ = 1(1, 2, 3, —1), f = (1,1, 1, 1), fo =", — 


27.21. Le sous-espace .£ de l'espace euclidien est défini dans une 
base orthonormée de cet espace par le système d’équations linéaires. 
Calculer l’angle de £ avec le vecteur x défini dans la même base 
par la matrice- Donne de coordonnées E&: 

1) 8 (1, — , 1), ni — 202 + 903 = 0; 

2) & -: (1, 3, So. L: mu + 3e + ns — 0; 


3) 8 — (1, 0. 0 0). Emule ns — ns = 0; 
4) 6 —- SU 0, —1), Lite + ns +03 + 205 = 0; 
5) & (3, 1, —1. —1), L: 2m + ne — 25 = 0, 


. M + 0e + 14 = 0; 
6) 8 ::°"(0,2, 1, 1), Li ni + ne + ns + n3 = 0, 


M1 À Me — Na + Na = 0, 

M + 902 + 2n4 = 0; 

1) 01: RL 1), L: Mi + Me +3 — 05 = 0 
202 M3 + 04 = 0, 


M2 + 03 + 204 — 05 = 0. 

27.22. Soient x un vecteur non nul d’un espace cuclidien de di- 
mension finie, « et B les angles de x avec les sous-espaces £ et 
£:. Démontrer que à + B = n/2. 

27.23. Le sous-espace vectoriel Æ d’un espace euclidien de 
dimension finie est la somme orthogonale des sous-espaces £;, . 

.. Em. Notons &@, &, ..., am les angles du vecteur x avec les 
sous-espaces ©, Æ,, ..., £m respectivement. Démontrer que 
cos? & — COS® ay + ... + cos am. 

27.24. Soient £, et £, des sous-espaces vectoriels d’un espace 
euclidien de dimension finie, (e,, .... e,) une base orthonormée 
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de #,, et soient e,, ..., ex des projetés orthogonaux des vecteurs 
ex, . - ., €x Sur LA. Etant donné un vecteur x — E,e, + . + Erer 
de £, tel que |z | — 1, montrer que le cosinus de l'angle de x ct 
de £, vaut 


1/2 
(CS (ei, € e) Es) | 


1, J—1 


27.25. Soient #, et.£, des sous-espaces vectoriels non nuls d’un 
espace euclidien de dimension finie, L, et £ les pe 
orthogonaux du sous-espace Z = £,f L, dans £, et ‘£, respective- 
ment. Démontrer que: 

1) il existe des vecteurs non nuls zx, € £ et x, E.£2 qui font 
un angle égal à l’angle des sous-espaces £, et £, ; 

2) l’angle de £, et 7, vaut 1/2 si et seulement si £° et.£° sont 
des sous-espaces orthogonaux non nuls; 

3) l’angle de £, et £, vaut 0 si et seulement si l’un au moins 
des sous-espaces £? et .£° est nul. 

27.26. Les sous-espaces £, et £, sont les enveloppes linéaires 
des systèmes de vecteurs définis dans une base orthonormée d’un 
espace euclidien par les matrices-colonnes de coordonnées b,, .. . b, 
et d,, ..., d,. Calculer l’angle des sous-espaces £, el .£,, si: 

1) b, =  #(0, 3, —1, 0), ba — ‘(1, —2,1, 1),  d, — (0, 0, 
1, —3), d, = (4, 1, 0, 1) ; 

2) bd, = (1, 1, 2, 0), be — (2,0, —1, —1), d, = ‘(1, 1, 0, —2), 
d; ="(1; 4: =53, 1); 

3) b, = ‘(4 2, 0, 1), D: — (0, 1, 1, 1), d, = (1, 0, 1, 0), 
da = (1, 1, 2 2: pe d; = (1, 0, 1, 

4) b, = (1, . 1), b. = l(4, 0, 1, 2), b 1(0, 1, O0, —1), 
d\="{1,1,0, ne ,. = (1, 0, 0, 1), d, (0. 1: 1, 0). 


CHAPITRE XI 


TRANSFORMATIONS LINÉAIRES 
DES ESPACES EUCLIDIENS ET HERMITIENS 


Dans ce chapitre on étudic les espaces cuclidiens et hermitiens de dimen- 
sion finie, et, dans la suite, cette convention n'est plus spécifiée. On utilise les 
notions fondamentales suivantes: projection orthogonale sur un sous-espace vec- 
toriel et symétrie par rapport à un sous-espace vectoriel, transformation adjointe, 
transformation auto-adjointe, transformation orthogonale, transformation unitaire. 

Soit Z un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien ou hcrmitien €. La 
projection sur Z parallèlement à son supplémentaire orthogonal £ “ est appelée 
projection orthogonale sur £. La symétrie par rapport à Z parallèlement à Z+ 
est appelée symétrie orthogonale par rapport à SZ. 

Soit o une transformation linéaire de l'espace euclidien ou hermitien 6. 
On appelle transformation adjointe de q une transformation œ* de € telle que 
(o (x), y) = (x, p* (y)) quels que soient les vecteurs x et y de #. La transfor- 
mation adjointe existe pour toute transformation linéaire, se définit de façon 
unique par cette transformation et est linéaire. Si À est une matrice associée à 
Ja transformation linéaire q dans la base e — (e,, . ... e,). la matrice A* asso- 
ciée à la transformation adjointe ç* dans la même base e se calcule d’après la 
formule 

A* = l-1(fA)T dans un espace cuclidien, 


A*=T-1(4)T dans un espace hermitien, 
où l'est la matrice de Gram de la base e. Si e est une base orthonormée, A* — 


— {A dans un espace euclidienet 4* = ‘A dans un espace hermitien. 

La transformation linéaire ? d’un espace cuclidien ou hermitien est dite 
aulo-adjointe si ® — q*. Toutes les racines de l'équation caractéristique d'une 
transformation auto-adjointe sont réelles, et il existe pour toute transformation 
auto-adjointe une base orthonormée de ses vecteurs propres. 

La transformation linéaire d'un espace euclidien est dite orthogonale si 
elle conserve le produit scalaire, c'est-à-dire si (œ (x), q (v)) = (x. y) pour tous 
vecteurs x et y de &. La transformation linéaire d'un espace herinitien conser- 
vant le produit scalaire porte le nom de transformation unitaire. 

Deux transformations linéaires @ et # d’un espace euclidien (hermitien) 
sont dites semblables s’il existe une transformation orthogonale (unitaire) w 
telle que Ÿ = w7lpo. 


$ 28. Divers procédés de définition des transformations linéaires 
dans les espaces euclidien et hermitien. Transformation adjointe 


28.1. La transformation linéaire @ associe à la base orthonormée 
(e,, .- . ., en) le système des vecteurs j,, . .., fn. Démontrer que 
n 


p (x) — >) (x, e;) f; pour tout vecteur x. 
= 1 
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28.2. Soit (e,, ...,e;,) une base orthonormée du sous-espace £. 
En utilisant les produits scalaires (x, e,), . .., (x, e,), exprimer 
l'image d’un vecteur arbitraire x pour les transformations suivantes: 

1) projection orthogonale sur £; 

2) projection orthogonale sur £1; 

3) symétrie orthogonale par rapport à #£; 

4) symétrie orthogonale par rapport à #£+. 

28.3. Le sous-espace £ est défini par le système d'équations 
(x, rm) = 0, ..., (x, nr) = 0, où fn,, ..., n,} est un système 
orthonormé de vecteurs. En utilisant les produits scalaires (x, n,), ... 
..., (x, ny»), CXprimer l’image d’un vecteur arbitraire x pour les 
transformations suivantes: 

1) projection orthogonale sur .£ ; 

2) symétrie orthogonale par rapport à Lt. 

28.4. Trouver une matrice associée dans la base e à la projection 
orthogonale sur le sous-espace vectoriel -£ si £ est engendré par 
le système des vecteurs définis dans cette base par les matrices- 
colonnes de coordonnées : 

1) 102, 3, —1, 1); 2) (1, 2, 1, —2); 

3) “(1 9 — ], LA O), 1(—1, 4 1, 3); 

4) (1, 1, 1, 1), ‘(0, 1, 1, O); 

0) ‘(4 1, —1, 0), (0, 1, Le =-1), t(—1, 1, 0, 1); 

6) ‘(0, 1, O, 1), (1, 0, 3, 0), E(0, 1, —1, —1). 

28.5. Trouver une matrice associée dans la base e à la symétrie 
orthogonale par rapport au sous-espace £ du problème 28.4. 

28.6. Le sous-espace vectoriel £ de l’espace euclidien quadri- 
dimensionnel € est défini dans une base orthonormée e par le système 
d'équations linéaires. Trouver dans e la matrice de la projection 
orthogonale sur £. 

1) Ey + Eo + Es + E, =( 

2) Er — be + Ës — Es = 

BE — 263 + 3E, — 

3) En + 28e — Er + Eu 

1 + 6e + 26 — Ea 
DRE Co CE x 
4) de 


1 — Es — 

28.7. Le une Pc associée dans la base e à la symétrie 
orthogonale de l’espace € par rapport au sous-espace £ du pro- 
blème 28.6. 

28.8. Supposons que les systèmes de vecteurs {f1, - .., Îm} et 
{h,, ..., k\} sont biorthogonaux à une normalisation près, c’est- 
a-dire que (f;, k;) = 0 pour j Æ&, (fr, h) ÆO0(, À = 1, ..., m). 
Soient £, l'enveloppe linéaire des vecteurs f,, ..., an et £, le 
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sous-espace défini par le système d'équations (x, k,) — 0, ... 
... (Z, fm) = 0. Exprimer par les produits scalaires des vecteurs 
Z, fs + + + fms lis + + + Am l’image d’un vecteur arbitraire x pour 
les transformations suivantes : 

1) projection sur £, parallèlement à <,; 

2) symétrie par rapport à Z, parallèlement à Z.. 

28.9. La transformation linéaire œ est définie par la formule 


m 


Œ(z) = 2 (x 5) &ps OÙ fi, ..., fmr Lin +++ Em Sont des vec- 


= 
teurs. Démontrer que : 
1) le noyau de œ est le supplémentaire orthogonal de l'enve- 
m 


loppe linéaire des vecteurs à (gx, £y) fn k=1, ..., m; 
F1 


2) l'ensemble des valeurs de œ@ est l'enveloppe linéaire des 


vecteurs p (frs fj) &js k=1, ..., m. 
2= 


28.10. Quelle est la nature de la transformation @* adjointe 
d'une transformation linéaire : 

1) dans un espace euclidien unidimensionnel; 

2) dans un espace hermitien unidimensionnel ? 

28.11. Trouver la transformation p* adjointe de l’homothétie œ 

1) de l’espace euclidien ; 

2) de l'espace hermitien. 

28.12. Trouver la transformation adjointe de la transformation 
œ du plan vectoriel euclidien si: 

1) œ est une projection orthogonale sur l'enveloppe linéaire du 
vecteur a Æ 0; 

2) y est une symétrie orthogonale par rapport à un sous-espace 
engendré par le vecteur a Æ 0; 

3) œ est une rotation d'angle & dans le sens des aiguilles d’une 
montre. 

28.13. On choisit dans l’espace euclidien tridimensionnel &, 
une base orthonormée (e,, e, e:). Trouver la transformation @* 
adjointe de la transformation @ de &, si: 

1) est une rotation d'angle 2x/3 autour de l'axe défini par le 
vecteur f = €; + 62 + 63; 

2) @ est une projection sur l'enveloppe linéaire du vecteur a 
ae mi à un sous-espace £ engendré par les vecteurs e, et e, 
(a & +); 

és y est définie par la formule œ (x) = {[a, x], où a est un vecteur 
fixé de &4, la, xl le produit vectoriel des vecteurs a et x. 

28.14. La transformation linéaire 

1) d’un espace euclidien n#7-dimensionnel, 

2) d’un espace hermitien n#-dimensionnel 
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représente une traction dans n directions orthogonales deux à deux, 
le rapport de traction dans la j-ième direction, j = 1, 2, ..., n, 
étant À; (dans le cas d’un espace hermitien les nombres À; peuvent 
être complexes). Trouver la transformation adjointe œ*. 

28.15. Ecrire la formule définissant la transformation adjointe 
de la transformation du problème 28.9. 

28.16. Un espace € est la somme directe des sous-espaces £, 
et £:. Démontrer que: 

1) la transformation adjointe de la projection de € sur #, 
parallèlement à £, est une projection sur £1 parallèlement à ‘£{; 

2) la transformation adjointe de la symétrie de & par rapport 
à £, parallèlement à £, est une symétrie par rapport à ‘£L parallè- 
lement à £:. 

28.17. La transformation @ d'un espace arithmétique n-dimen- 
sionnel muni du produit scalaire standard est définie par la formule 
(x) — Az, où À est une matrice d'ordre nr. Trouver la transfor- 
mation adjointe si l’espace est : 

1) réel; 2) complexe. 

28.18. Trouver la transformation adjointe de la transformation 
de l’espace euclidien (hermitien) des matrices de type (m, n), muni 
du produit scalaire standard, si est définie par la formule: 

1) p(X) = AX, où À est une matrice donnée d'ordre m; 

2) (X) = XB, où B est une matrice donnée d'ordre n. 

28.19. Soit #9 [a, b] un espace euclidien des polynômes de 
degré Sn muni du produit scalaire 


L 


@, g)= | p (6) q(e) at, 


a 


et soit @ une transformation linéaire définie par la formule 


b 
pU)= | K(, s) p(s) ds, 


n 


où K(t, s)— 2. tik, (s). 


1) Ecrire la formule de la transformation adjointe g* dans le 
cas où tous les #; (s) sont des polynômes de degré < n. 

2) Démontrer que, si les fonctions #; (s) sont continues sur [a, b], 
la transformation adjointe œ* est définie par la formule 


b 
q*(p)= | K(e, 5) p(s) ds, 


a 
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ñn 


où ÆA#(é, s) = D) sik? (+), k* (t) étant les projetées orthogonales 
j=0 


des fonctions #; (t) sur P( [a, b] (voir problème 27.6). 
. La transformation linéaire @ de l’espace euclidien 

FE) [a, b] (voir problème 28.19) fait correspondre au polynôme 
p (t) sa dérivée p' (t). Démontrer que la transformation adjointe @* 
agit suivant la formule œ* (p) (t) — —p" (t) + hk(t), où h (t) est 
un polynôme de degré n défini univoquement à partir des relations 

b 

| #9 t* dé=b*p(b)—a*p(a), k=0,1, ..., n. 


a 


28.21. 1) Soit À la matrice associée dans la base e à une transfor- 
mation linéaire de l’espace euclidien, et soit A* la matrice associée 
à la transformation adjointe dans la même base. Démontrer que A* — 
= [-1(14) T, où l'est la matrice de Gram de la base e. Quelle rela- 
tion existe-t-il entre les matrices À et A* si la base est orthonormée ? 

2) Trouver une relation entre les matrices À et A* dans le cas 
d’un espace hermitien. 

28.22. Soit À la matrice associée à la transformation linéaire 
dans une base de l’espace euclidien, et soit F la matrice de Gram de 
cette base. Trouver la matrice A* de la transformation adjointe 
dans la même base si: 


; 1 0 5 de 
4 ho 2 1] 
2 
4 |; ï à 2 
1 O 1 2 —1 ï 
3) A=|1 1 0|, T—=|—1 1 0; 
0 1 ï 0 2 
2 1 0 14 1 —2 
4) À = 1 —1 OI, P— 1 2 0 
{ O0 —3 —2 0 9 
28.23. Soit (e,, . .., e,) une base orthonormée dans un espace 
euclidien ou hermitien &. La matrice À de la transformation liné- 
aire o de l’espace € est définie dans la base AUS +. Ân). Trouver 
la _- de la transformation adjointe ®* dans la base (f,, . .. 
* nr 


1) f1 = en fe = —e + 6» À = A5; 
2) fi = €, fa = 28 + €, A — À; 
3) f1 = 1 + Eos fe — € — les, À — A9; 
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4) fi = Fes +es fa = 62 + Es fs = 62 — es, À = Asu; 

d) f = —ee— es fo = +es tes fs — es À = A3; 

6) fi == + eo, fa = Co + es fa = € + es À = A333; 

T)fhi= et +es fo = —e2 + es, fa = ei — es —es, À — 
= À 334; 

8) fi — €1, fe = lei + €o, fs = —iey + ies + es, À = A 380: 

28.24. La transformation linéaire d’un espace euclidien ou her- 
mitien muni du produit scalaire défini dans une certaine base possède 
dans cette base la matrice À ; trouver la matrice associée à la trans- 
formation adjointe dans la même base si: 

1) le produit scalaire est celui du problème 25.4, 5), 4 — 4%; 

2) le produit scalaire est celui du problème 25.18 2). 4 — 4,3; 

3) le produit scalaire est celui du problème 25.6. 8), 4 = A,5:; 

4) (x, Y) = Tiÿs + OoUo T 2TaUs + 2Tiÿo + 2e — ToUs — 
— Too, À = À 335; 

)) (x, y) =: 2riYs + Bros À Los — Mie — 2Taÿ + Cis + 
+ Lai — LoUs — Labo A = 336 a. = 

6) (x, y) = 2Liÿi + Toÿe + DTaUs + tiUe — ira + (A — à) X 
X Los + (1 + i) Toÿes À = Ag. 

28.25. La transformation linéaire d’un espace euclidien bidi- 
mensionnel associe aux vecteurs de matrices-colonnes de coordonnées 
a, et &, les vecteurs dont les matrices-colonnes de coordonnées sont 
respectivement b, et b,, la base est orthonormée. Trouver la matrice 
de la transformation adjointe dans cette base si: 

1) a = (0, 1), a, — ‘(1, 3), b, = (3, 1), be = ‘(2, 3); 

2) a, == "(1, 1), as = (1, 4), b, — (0, —2), b, = ‘(—3, 7). 

28.26. La transformation de l’espace euclidien des polynômes 

1 
de degré 2 muni du produit scalaire (p, q) — \ p(t)qtt) dt 
= 
associe au polynôme sa dérivée. Trouver la matrice de la transfor- 
mation adjointe: 

Î) dans la base (1, £, €*); 

2) dans la base (1, t, 3° — 1). 

28.27. L'espace euclidien est un espace vectoriel des polynômes 
de degré 2 muni du produit scalaire défini par la formule (p, g) — 
= oo + GBi + Goes, Où p (6) = ào + ut + aol”, q(t) — Bo + 
+- Bit + Bat”. Trouver la matrice associée à la transformation 
adjointe de la dérivation: 

1) dans la base (1, t, t“); 2) dans la base (1, £, 3E° — 1). 

28.28. Dans l’espace euclidien des polynômes trigonométriques. 
d'ordre Sn (voir problème 20.8, 4)) muni du produit scalaire (p, g) = 

14 
— \ p(t)gtt) dt, la transformation œ associe à toute fonction sa 
7 


234  TRANSFORMATIONS DES ESPACES EUCLIDIENS ET HERMITIENS [CH. XI 


dérivée. Ecrire la formule de la transformation adjointe œ* et trou- 
ver sa matrice || a;; || dans la base 


(——— 1 ot : sin { cos nl : sin nt) 
V2" var er TT y 7 Var 

28.29. Démontrer que l'opération de passage à la transformation 
adjointe dans un espace euclidien possède les propriétés : 

1) (p*)* = : 2) @ +) = +: 

3) (ap}* — ap* (x est un nombre réel) : 

2) CEE" — gb: 

9) (p (@)}* = p (g*) pour tout polynôme p(t) à coefficients 
réels. 

Formuler et démontrer les propriétés analogues de l'opération 
de passage à la transformation adjointe dans un espace hermitien. 

28.30. Supposons que la transformation linéaire œ est régulière. 
Démontrer que la transformation adjointe œ* est régulière et que 
(p*)"" = (p-")*. 

28.31. Quelle relation existe-t-il entre les déterminants de la 
transformation linéaire @ et de sa transformation adjointe œ* 

1) dans un espace euclidien ; 

2) dans un espace hermitien ? 

28.32. Démontrer que le rang de la transformation adjointe @* 
est égal au rang de la transformation . 

28.33. Soit À la matrice associée à la transformation linéaire 
dans la base e d’un espace euclidien (hermitien) et soit f une base 
biorthogonale à e. Démontrer que la matrice associée à la transfor- 
mation adjointe @* dans la base f est ‘A (respectivement ‘À). 

28.34. Démontrer que l’ensemble des valeurs d’une transforma- 
tion linéaire coïncide avec le supplémentaire orthogonal du noyau 
de la transformation adjointe œ*. 

28.35. Vérifier la propriété de la transformation adjointe, for- 
mulée dans le problème 28.34, pour la transformation : 

1) du problème 28.13, 3); 

2) du problème 28.26. 

28.36. Sur la base du résultat obtenu dans le problème 28.34, 
démontrer le théorème de Fredholm pour un système de nr équations 
linéaires à nr inconnues: 

1) sur le corps des nombres réels ; 

2) sur le corps des nombres complexes. 

28.37. Démontrer que: 

1) le noyau de la transformation @*w coïncide avec celui de la 
transformation ®; 

2) l’ensemble des valeurs de la transformation * coïncide 
avec celui de la transformation w; 

3) l'équation g*œ (x) — œ* (b) est résoluble pour tout vecteur b; 

4) si l'équation œ (x) = b est résoluble, l’ensemble de ses solu- 
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tions coïncide avec l'ensemble des solutions de l'équation @*q (x) — 
= q* (b). 

28.38. Démontrer que: 

1) les polynômes caractéristiques des transformations œ@ et œ* 
d'un espace euclidien coïncident ; 

2) les coefficients du polynôme caractéristique de la transforma- 
tion @ d’un espace hermitien sont des complexes conjugués des 
coefficients correspondants du polynôme caractéristique de la trans- 
formation œ*; 

3) si À est une racine de multiplicité # du polynôme caractéristi- 
que de la transformation , il en est de même de À pour la transfor- 
mation œ*. 

28.39. Quelle relation existe-t-il entre les valeurs propres des 
transformations linéaires œ@ et œ*: 

1) dans un espace euclidien ; 2) dans un espace hermitien ? 

28.40. Soit e un vecteur propre de la transformation linéaire 
d'un espace euclidien (hermitien), associé à la valeur propre À, 
et soit j un vecteur propre de la transformation p*, associé à la va- 
leur propre u. Etant donné que À -£ u (à Æ u dans le cas d'un espace 
hermitien), démontrer que e et f sont orthogonaux. 

28.41. Supposons que pour la transformation linéaire œ il existe 
une base e de vecteurs propres. Démontrer quela base biorthogonale 
à e est une base de vecteurs propres de la transformation adjointe p*. 

28.42. Démontrer que le nombre maximal des vecteurs propres 
linéairement indépendants de la transformation linéaire œ d'un 
espace euclidien (hermitien), associés à la valeur propre À, coïncide 
avec le nombre maximal des vecteurs propres linéairement indé- 
pendants de la transformation adjointe @*, associés à la même valeur 


propre À (À dans le cas d’un espace hermitien). 

28.43. Formuler et démontrer l'assertion analogue à celle du 
problème 28.42 pour le nombre maximal de tous les vecteurs propres 
linéairement indépendants des transformations œ@ et œ*. 

28.44. Soit £e;,, ..., en} un système maximal de vecteurs 
propres linéairement indépendants de la transformation linéaire . 
Existe-t-il toujours un système {f;,, . .., fn} de vecteurs propres 
de la transformation adjointe œ*, biorthogonal à £e,, ..., e.}? 

28.45. Soit £ un sous-espace invariant de la transformation 
linéaire o®. 

1) Démontrer que le supplémentaire orthogonal -£1 du sous- 
espace £ est un sous-espace invariant de la transformation adjointe 

% 

2) Est-ce que dans le cas général .£ est un sous-espace invariant 
de la transformation adjointe œo*? 

28.46. Ecrire l'équation linéaire définissant le sous-espace inva- 
riant bidimensionnel de la transformation définie dans une base 
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orthonormée de l’espace euclidien tridimensionnel par la matrice: 

1) 4259; 2) À 337: 3) À 58; 4) À 339: 9) À s40- 

28.47. Soit £ un sous-espace invariant de la transformation 
linéaire @ de l’espace euclidien. Notons , la restriction de q à #, 
et p? la restriction de la transformation @* à £1 (voir problème 
28.45). Etant donné que p (À), p, (4) et p, (À) sont les polynômes 
caractéristiques des transformations æ, ®, et >, démontrer que 
P De —= Pi (À) Pe (À). 

8.48. Soient £ un sous-espace invariant de la transformation 
Tr @, x la projection orthogonale de # sur Æ, , la restriction 
de p à £, ; la transformation adjointe de , dans Ÿ. 

1) Démontrer que q"x = rp*. 

2) Donner un exemple de la transformation @ pour laquelle 

2 q*, mais q = p\. 

28.49. Démontrer que pour toute transformation linéaire d'un 
espace hermitien n#7-dimensionnel € il existe: 

1) un sous-espace invariant (7 — 1)-dimensionnel; 


2) une suite Ÿ,, Lo, . . ., Æ, — € de sous-espaces invariants 
tels que Ÿ, € #; ec... ct, dim? =k (k —1, 28 N)S 

3) une base dans laquelle la matrice de la transformation est 
triangulaire ; 


4) une base orthonormée dans laquelle la matrice de la transfor- 
mation est triangulaire. 

28.50. Démontrer que les assertions 1), 2), 3) du problème 28.49 
sont vraies pour toute transformation linéaire d'un espace vectoriel 
n-dimensionnel complexe. 

28.51. Démontrer qu'une transformation linéaire 

1) de l’espace euclidien #7-dimensionnel, 

2) de l’espace vectoriel réel n7-dimensionnel possède un sous- 
espace invariant (7 — 1)-dimensionnel si et seulement si au moins 
un des nombres caractéristiques de cette transformation est réel. 

28.52. Démontrer que les assertions du problème 28.49 sont 
justes pour une transformation linéaire @ d’un espace euclidien 
n-dimensionnel si tous les nombres caractéristiques de sont réels. 

28.53. Démontrer que les assertions 1), 2), 3) du problème 28.49 
sont vraies pour une transformation linéaire œ d’un espace vectoriel 
réel n-dimensionnel si tous les nombres caractéristiques de @ sont 
réels. 

28.54. Construire une base orthonormée dans laquelle la matrice 
de la transformation linéaire @ d’un espace euclidien tridimensionnel 
soit triangulaire supérieure et trouver cette matrice si @ est définie 
dans une base orthonormée par la matrice: 

1) Ass: 2) Ass83 3) Ao59; 4) Asu: 9) A se 

28.55. Trouver toutes les bases orthonormées dans chacune des- 
quelles la matrice de la transformation linéaire du problème 28.54, 5) 
est triangulaire supérieure et calculer ces matrices. 
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$ 29. Transformations auto-adjointes 


29.1. Déterminer si les transformations des problèmes ci-dessous 
sont auto-adjointes (ou trouver les conditions sous lesquelles elles 
deviennent auto-adjointes: 

1) 28.11,1); 2) 28.11,2); 3) 28.12,1); 

4) 28.12,2); 5) 28.12,3); 6) 28.13,1); 

7) 28.13,2); 8) 28.13,3); 9) 28.14,1); 

10) 28.14,2); 11) 28.17,1); 12) 28.17,2); 

13) 28.18,1); 14) 28.18,2); 15) 28.20, nr > 0; 

16) 28.27; 17) 28.28, n > 0. 

29.2. La transformation d'un espace euclidien & est définie 


par la formule (x) <2 (x, fj) gp OÙ fps + + + fm} et Si - 
J—= 


.... Em} Sont des systèmes de vecteurs linéairement indépendants. 
Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que œ soit 
auto-adjointe. 

29.3. Soient À la matrice de la transformation linéaire @ dans 
une certaine base, l la matrice de Gram de cette base. A quelle con- 
dition nécessaire et suffisante doit satisfaire la matrice À pour que 
soit une transformation auto-adjointe: 

1) de l’espace euclidien; 

2) de l’espace hermitien ? 

Etudier séparément le cas où la base est orthonormée. 

29.4. La transformation linéaire est-elle auto-adjointe si elle 
est définie dans une base orthonormée par la matrice suivante: 

1) Ai65 2) A355 3) A0 4) A1: 

9) Az: 6) Aoge, 7) Aogp3 8) 4203? 

29.5. La transformation linéaire est-elle auto-adjointe si elle 
est définie dans une base orthonormée de l’espace hermitien par la 
matrice : 

1) A5: 2) A9aï 3) Ago5 4) As: 

9) Ag:: 6) A3»: 7) As? 

29.6. Est-ce que la matrice d'une transformation auto-adjointe 
de l’espace euclidien peut ne pas être symétrique dans une certaine 
base ? 

29.7. La transformation q d’un espace euclidien ou hermitien 
est définie dans une certaine base par la matrice À ; Fest la matrice 
de Gram de cette base. Déterminer si y est une transformation auto- 
adjointe . 


— 1 
sal els 7: 
sf" 9 ef 


1) A= 
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3 4  |2 3 
” a=|_, _àl. D s|: 
O ii 2 i 
9 4, fr] 5 4 
| 0 0 2 14 O0 
5) A=l 1 2 ol, r—|1 2 1|: 
—1 —3 —1! 0 1 î! 
4 0 4 —1 | 
6) A=|o —1 0, r=|l1 2 —2|. 
0 O0 O0 4 —2 3 
| 0 2 d'etre 
7 A=|1 —1 —1|, r=l-1 2 ol: 
0 0 0 — 4 0 3 
{ 0 0 2 i 0 
8 A=| 2 1 0Ù, ri 2 —: 
Dm 01 © O ii | 


29.8. Démontrer que: 

1) la combinaison linéaire à coefficients réels de transformations 
auto-adjointes est une transformation auto-adjointe; 

2) le produit d’une transformation auto-adjointe non nulle d'un 
espace hermitien par le nombre & est une transformation auto- 
adjointe si et seulement si «& est réel. 

29.9. Démontrer que la transformation inverse de la transfor- 
mation auto-adjointe régulière est une transformation auto-adjointe. 

29.10. Soit œ une transformation linéaire de l’espace euclidien 
(hermitien). Vérifier que les transformations suivantes sont auto- 
adjointes : 

1) @ + p*: 2) i(p —œp*) (dans l’espace hermitien); 

3) p*p; 4) çp*. 

29.11. Soient et des transformations auto-adjointes. Démon- 
trer que: 

1) (qd + 1) est une transformation auto-adjointe; 

2) à (pŸ —71+#œ) est une transformation auto-adjointe (dans l’es- 
pace hermitien); 

3) Ye est une transformation auto-adjointe si et seulement si 
et sont commutables. 

29.12. On sait que l’espace euclidien (ou hermitien) &@ est la 
somme directe des sous-espaces vectoriels £, et £.. Démontrer que: 

1) la projection de € sur £, parallèlement à £, est une trans- 


formation auto-adjointe si et seulement si Z, et Z, sont orthogo- 
naux ; 
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2) la symétrie par rapport à £, parallèlement à ./, est une trans- 
formation auto-adjointe si et seulement si £, et £, sont orthogonaux. 

29.13. Soient € un espace hermitien, une transformation 
linéaire. Démontrer que: 

1) la valeur de la fonction (o (x), x) est réelle pour tout vecteur x 
de € si la transformation « est auto-adjointe; 

2) w est auto-adjointe si le produit scalaire ( (x), x) est réel 
pour tout vecteur zx de €. 

29.14. Démontrer que toutes les valeurs propres d'une transfor- 
mation auto-adijointe de l’espace hermitien sont réelles. 

29.15. Démontrer que tous les nombres caractéristiques d’une 
transformation auto-adjointe de l’espace euclidien sont réels. 

29.16. Démontrer que les vecteurs propres d’une transformation 
auto-adjointe sont orthogonaux s'ils sont associés à deux valeurs 
propres distinctes. 

29.17. Démontrer que le supplémentaire orthogonal du sous- 
espace invariant d'une transformation auto-adjointe est également 
un sous-espace invariant de . 

29.18. Soient À une matrice symétrique (ou hermitienne) d’or- 
dre 7, @ une transformation linéaire de l’espace arithmétique réel 
(complexe) n7-dimensionnel muni du produit scalaire standard. 
Sachant que est définie par la matrice À dans la base standard de 
cet espace, démontrer que: 

1) tous les nombres caractéristiques de la matrice À sont réels: 

2) il existe une base orthonormée de vecteurs propres de la trans- 
formation . 

29.19. Démontrer que pour toute transformation auto-adjointe 
il existe une base orthonormée de vecteurs propres associés aux 
valeurs propres réelles. 

29.20. Est-ce qu'une transformation auto-adjointe peut avoir 
une base non orthogonale formée par des vecteurs propres ? 

29.21. La transformation linéaire @ possède une base orthonormée 
de vecteurs propres associés aux valeurs propres réelles. Est-ce que 
est une transformation auto-adjointe ? 

29.22. La transformation linéaire @ d'un espace vectoriel réel 
(ou complexe) Z possède une base de vecteurs propres associés aux 
valeurs propres réelles. Montrer qu'on peut introduire dans £ le 
produit scalaire par rapport auquel œ@ devient une transformation 
auto-adjointe. 

29.23. Soit À la matrice associée à la transformation auto- 
adjointe y dans une certaine base de l’espace euclidien (ou hermitien) 
n-dimensionnel, et soit À, une racine de multiplicité 4 du polynôme 
caractéristique de . Démontrer que le rang de la matrice À — À LE 
vaut n —k. 

29.24. Trouver les valeurs propres et une base orthonormée de 
vecteurs propres de la transformation auto-adjointe œ définie dans 
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une base orthonormée par la matrice: 


0 5 “+ 0 —V2| 
5 0 2] -2 pi fs al s[ 5 1/ 
V2 ‘1 
2<+i 
® fe ol: 9 La: nl “à 
1 1 1 3 —2 2 2 141 O0 
8) (1 41 —1|;: 9-2 4 01; 10) 3 —1 
4 —1 —1 2 O0 2 O0 —1 2 
3 2 2 —à 1 
11)112 3 2; 12) | —4 16 4 || ; 
2 2 3 A4 4 1 
3 —4 O0 0 14 0 
13) —4 1 4ll: 14) 0 1|: 
O0 4 —1 0 1 0 
1 —1 V2 2 O i 
15) | —1 1 2|: 16) os 0 
V2 V2 0 —i 0 2 
4 i 2i ET 
17) | —i 1 —2il; 18) ||, eu 
2 à A ir 
1 14 1 2 
0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 0 1 0 1 4 1 1 1 1 1 1 
19) 10 1 o 105 204 4 4 1Ù 2014 4 4 1 
1 0 1 0 1 1 15 1 111 


29.25. Trouver les valeurs propres et une base orthonormée 
de vecteurs propres de la transformation qui est: 

1) une homothétie de rapport k; 

2) une projection orthogonale sur le sous-espace Ÿ : 

3) une symétrie orthogonale par rapport au sous-espace £. 

29.26. 1) Soient une transformation auto-adjointe, (f1, . .., fh) 
une base orthonormée de ses vecteurs propres associés aux valeurs 


propres À,, ..., À. Démontrer que œ (x) — Ÿ 2 À (x, f;) fj pour 


tout vecteur x. 
2) Soient (f1, ..., f,) une base orthonormée de l’espace &, 
À, -.., Àn des nombres réels. Démontrer que la formule précé- 
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dente définit une transformation auto-adjointe œ@ dont les vecteurs 
propres f,, ..., f\ sont associés aux valeurs propres À,, Ai 

29.27. La transformation œ de l'espace vectoriel pu) des poly- 
nômes de degré au plus égal à nr (nr > 1) associe au polynôme sa 
dérivée. Montrer que la transformation ap n'est pas auto-adjointe 
quels que soient le nombre complexe & = 0 et le produit scalaire 
défini dans PU). 

29.28. Démontrer que toute transformation linéaire @ d'un 
espace hermitien peut être représentée univoquement sous la forme 
E = 1 + ir, où p et w, sont des transformations auto-adjointes. 
Exprimer œ, et , en fonction de . 

29.29. Soit la transformation @ + (x + iB)e, où est une trans- 
formation auto-adjointe, « la transformation identique de l'espace 
hermitien, « et B sont des nombres réels, f 0. Démontrer qu'elle 
est inversible. 

29.30. Démontrer que le système maximal libre de vecteurs pro- 
pres -associés aux valeurs propres non nulles d’une transformation 
auto-adjointe est une base de l’ensemble des valeurs de cette trans- 
formation. 

29.31. Soit œ une transformation auto-adjointe de l'espace ‘. 
Démontrer que & est la somme orthogonale de l’ensemble des va- 
leurs et du noyau de la transformation . 

29.32. Démontrer que les transformations auto-adjointes œ et 1 
sont commutables si et seulement si elles possèdent une base ortho- 
normée commune de vecteurs propres. 

29.33. Soient À, < Àe L .-.. LÀ, les valeurs propres d'une 
transformation auto-adjointe œ de l'espace n-dimensionnel &. 
Démontrer que: 


1)A (zx, x) L(p (x), x) L'Àn (x, x) pour tout vecteur zx; 


2) À — min (@(x), x) . À, = max (p (x), x) 
xE£ (z, 2) É xES (x, z) 
Xx#0 X#0 
la plus petite et la plus grande valeurs étant atteintes pour les vec- 
teurs propres de associés aux valeurs propres À, et À, respective- 
ment ; 
3) si pour un vecteur g non nul 


ou 


(p(g), 8) _ (p (g). £) 
EN M (g, &) = ns 


g est un vecteur propre de la transformation œ et œ (g) = À,g ou 
œ (g) = À,g respectivement. 

29.34. Démontrer les assertions: 

1) si q est une transformation auto-adjointe et l'égalité 
(p (x), x) = 0 est vérifiée pour tous les vecteurs de l’espace, @ est une 
transformation nulle: 


16—340 
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2) si pet sont des transformations auto-adjointes et (@ (x), x) = 
= (1 (x), z) pour tous les vecteurs de l’espace, on a @ = . 

29.35 1) Soit q une transformation linéaire de l’espace hermi- 
tien €. Démontrer que est nulle si pour tous les vecteurs x de & 
on a (@(zx), x) = Ù. 

2) Cette assertion est-elle vraie pour un espace euclidien ? 

29.36. Démontrer que tous les nombres caractéristiques de la 
matrice de Gram d'un système fini de vecteurs: 

1) sont positifs ; 

2) sont strictement positifs si et seulement si ce système de vec- 
teurs est libre. 

29.37. Soient F, la matrice de Gram du système des vecteurs 
fus + - «+ fn, la la matrice de Gram du système des vecteurs f,, ... 

1. A le l) et À; min et Àj max le plus petit et le 
plus grand nombres caractéristiques de la matrice l,;, j — 1, 2. 
Démontrer que: 

1) Àe min < À; min ? 2) À; n1ax < Àe max” 

29.38. Supposons que dans une base orthonormée la matrice 
A = ||a;; || associée à la transformation auto-adjointe @ de l’espace: 
euclidien #-dimensionnel a une « diagonale dominante » 


n 
N\ . 
k#) 


Démontrer que toutes les valeurs propres de la transformation : 
sont strictement positives et qu'en particulier, est inversible. 

29.39. Soit @ une transformation auto-adjointe dont toutes les: 
valeurs propres sont strictement positives. Démontrer que la fonc- 
tion associant à chaque couple de vecteurs x, y le nombre (œ (x), y), 
peut servir de produit scalaire. 

29.40. Soient œ et 1 des transformations auto-adjointes, toutes les. 
valeurs propres de 1 étant strictement positives. Démontrer que: 

1) la transformation 1 est une transformation auto-adjointe. 
par rapport au produit scalaire (x, y), = (ÿ”! (x), y), toutes les. 
valeurs propres de 1 sont réelles et il existe une base (e,, ..., e,) 
de vecteurs propres de 1 qui est orthonormée par rapport au produit 
scalaire (x, y),; 

2) la transformation W est une transformation auto-adjointe 
par rapport au produit scalaire (x, y); = (1 (x), y), les valeurs. 


propres de mp coïncident avec celles de 4, et re (e:),. ÿ! (e,)} 
est une base de vecteurs propres de qW, où (e,, . .., e,) est LE base: 
de 1). 


29.41. Soient œ et Ÿ deux transformations auto-adjointes telles 
que toutes les valeurs propres de q sont positives et toutes les valeurs 
propres de 1 sont strictement positives. Démontrer que: 
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1) toutes les valeurs propres de y sont positives; 

2) si Amin(®); Amin(Ÿ) sont des valeurs propres minimales et 
Amax(®): Amax(Ÿ) des valeurs propres maximales des transforma- 
tions @ et % respectivement, on a pour toute valeur propre À (by) 
de la transformation %w l'estimation 


Anin(P) Amin(Ÿ) h (Ÿ ) < À ax(E)- Amax()- 


29.42. Soient £, et £, deux sous-espaces d'un espace euclidien 
dont l'intersection contient un seul élément nul, et soient (f,, ... 
-.., fx) une base orthonormée de Z, et f,. ..., fr les projetés 
orthogonaux des vecteurs f,, .... f, sur {+ Deémontrer que le 
cosinus de l’angle des sous-espaces £, et Ÿ, est égal à la racine car- 
rée de la valeur propre maximale de la matrice de Gram du système 
des vecteurs f;, . .., fx. 


$ 30. Transformations orthogonales et unitaires 


30.1. On sait que la transformation linéaire @ d'un espace eucli- 
dien (hermitien) € conserve la longueur des vecteurs, c’est-à-dire 
que tous les vecteurs x de # vérifient l’égalité | @ (x) | = | x |. 
Démontrer que @ conserve aussi le produit scalaire, c’est-à-dire que 
(@ (x), p (y)) = (x, y) pour tous les vecteurs x, y de &. 

30.2. Déterminer si la transformation définie aus les problèmes 
ci-dessous est (ou trouver les conditions sous lesquelles elle est) 
orthogonale ou unitaire : 

1) 28.11,1); 2) 28.11,2);, 3) 28.12,1); 

4) 28.12,2); 5) 28.12,3); 6) 28.13,1);: 

7) 28.13.2); 8) 28.13,3): 9) 28.14,1); 

10) 28.14,2); 11) 28.17.1): 12) 28.17,2); 

13) 28.18.1); 14) 28.18.2); 15) 28.20. 

30.3. Soit £ un sous-espace vectoriel non nul de l’espace eucli- 
dien (hermitien). Est-ce que les transformations ci-dessous sont 
orthogonales (unitaires) : 

1) la projection orthogonale sur £? 

2) la symétrie orthogonale par rapport à 4? 

30.4. Démontrer que: 

1) la transformation orthogonale (unitaire) associe à chaque 
base orthonormée une base orthonormée ; 

2) toute transformation linéaire de l’espace euclidien (hermitien) 
associant à une base orthonormée une autre base orthonormée est 
une transformation orthogonale (unitaire). 

30.5. La transformation linéaire q@ de l’espace euclidien (hermi- 
tien) associe à une base (f,, . . ., f.) le système des vecteurs g,, . .. 
... En (Si = Q(i), à = 1,...,n). Montrer que œ est une trans- 
formation orthogonale (unitaire) si et seulement si les matrices de 
Gram des systèmes f,, ..., fn et 8], ..., £A\ Coïncident. 


16* 
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30.6. Déterminer si la transformation linéaire @ d’un espace 
euclidien r7-dimensionnel est orthogonale si elle agit sur les vecteurs 
de la base orthonormée (e,. . .., e,) suivant les formules: 


n —= 2: 
1) pa) =e +es (es) = 6; 
CE GR P (€: re 


3) (es) — £ — (ete), pe) = —— V5 (e3 -- 2); 
4) p(es) — + (5 — 12e), q(es)= + (126: + 5e,): 


5) pe) = + (8e+4e,). pes) = (4e; + Bee). 

n = 3: 

6) pes) —e; +2 +ies qe) de; +e—3es, (es) = 2e; — 
— 2e; + es; 

? ple)= (ete 2e), pe) =—7 


+ 4e, + 62); 


}, (es) — 


T7 
: p(e;)= 7x (a+ es) p(es)=— (6: + 1/3e;), çÇ (es) = 


_… re (e, — es) 


9) (es) = T5 (5e, + 4e; — des), (ee) = TZ (9e, —4e, + 3e), 


« (€) =— (3e, + 4e). 
n = 4: 
10) pe)=+(atetete)  ple)=T (es + 6 —e— 0), 


1 1 
(es) = D (es —e +es—e), p(e) = LE (es —e —e;+e). 

30.7. Déterminer si la transformation linéaire @ d’un espace her- 
mitien n-dimensionnel est unitaire si elle agit sur les vecteurs de la 
base orthonormée (e,, . .., e,) suivant les formules: 

m2; 

1) pes) = €; +ieos (es) =ie;; 

2) (es) = a + ile, P(ee) = ie +e; 


3) e (== 7 7 (ei +ies), p(e)= dre 


4) p (es) = (2e, + (1 + Zi) €2), p(es)=— TE (5e, — 2 (1+2i) e;) : 
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5) ple)= (2, +(1+2ie), pes)= + (1 + 2i) e, — 2e). 
n=3: 


6) p(e:) = ml —= (6; +ie), p(e:) = ru L_ (ie, + € — i V 2e:), p (es) = 
— _ (es — ie, + Pr ; 
D pla)= aie), pen = + iate— Die), pes) = 


30.8. La transformation linéaire w d'un espace euclidien associe 
au système de vecteurs définis dans une base orthonormée par les 
matrices-colonnes de coordonnées a,;, ..., a, le système de vec- 
teurs définis dans la même base par les matrices-colonnes de coor- 
données b,, ..., b, respectivement. Vérifier si la transformation œ 
est orthogonale. 


1) a — (3, 4), Ge — (4, 3), b, _ (5, 0), b; 7 (3, 1); 
2) @; — (2, —1), “a — (1, oo b, — (1, 2), b, — t(1. 1); 
3) dy — (4, 2 2) 4 O), ds — ‘(O, 1, —1), b, — 


1 9 3 
—1(2, 2,1); b::—= “0, À 4), b3 — (—1, 1, 
30.9. La transformation linéaire q de l’ espace arithmétique her- 
mitien muni du produit scalaire standard associe aux colonnes de 
la matrice À les colonnes correspondantes de la matrice B. Vérifier 
si la transformation œ est unitaire. 


1) rh B = A ; 2) A= À;,, B — 


| 

A7; 3)  A= Aj90 

2 

1 v° | 
B=—— AI A1; 4) À = Ass B= Au; 5) A=Ays B= A; 
6) A= Ass B = Age 

30.10. Soient une transformation linéaire de l’espace euclidien 
(hermitien), œ* la transformation adjointe. Démontrer l’équiva- 
lence des assertions suivantes: 

1) la transformation w est orthogonale (unitaire); 

2) æ*p est une transformation identique; 

3) la transformation v est régulière et la transformation inverse 
p”! coïncide avec q*; 

4) la transformation œ* est orthogonale (unitaire); 

5) la transformation @y* est une transformation identique. 

30.11. Soient À la matrice associée à la transformation linéaire 
dans une certaine base, l la matrice de Gram de cette base. A quelles 
conditions nécessaires et suffisantes doit satisfaire la matrice À 
pour que œ soit: 

1) une transformation orthogonale de l'espace euclidien; 

2) une transformation unitaire de l’espace hermitien? 
Etudier séparément le cas d’une base orthonormée. 
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30.12. Soit À la matrice associée dans une base orthonormée à la 
transformation linéaire @ de l’espace euclidien (hermitien) n-di- 
mensionnel, et soit .#, (@,) l’espace arithmétique réel (complexe) 
muni du produit scalaire ordinaire. Montrer que chacune des con- 
ditions est nécessaire et suffisante pour que œ soit orthogonale (uni- 
taire) : 

1) les colonnes de la matrice À. considérées comme vecteurs de 
tn (Gn) forment une base orthonormée; 

2) les lignes de la matrice À, considérées comme vecteurs de 
hr (Gn) forment une base orthonormée. 

30.13. Vérifier si est orthogonale la transformation linéaire 
définie dans une base orthonormée de 1 espace euclidien par la ma- 
trice : 


{ 
1) A3e; 2) A63: 3) Ag; 4) Ag; 9) 7e ess: 


{ =. 1 
6) 7 Ace ; 1) 3 A203; 8) À320 5; 9) A207- 


30.14. Vérifier si est unitaire la transformation linéaire définie 
dans une base orthonormée de l'espace hermitien par la matrice: 
1 1 | 
1) Ag; à) 75 4: 3) 75 si 
1 | 1 
TE Ass , 6) EH 


30.15. Est-ce que la matrice d’une transformation orthogonale 
(unitaire) peut dans une certaine base être non orthogonale (non 
unitaire) ? 

30.16. La transformation linéaire @ d’un espace euclidien € est 
définie dans la base (f,. .... f,) par la matrice A; (e,, ..., e,) 
est une base orthonormée de “. Déterminer si la transformation 
est orthogonale lorsque 


Dfhi=ea tes fs = 
2) fi = es fe = + 
3) fetes, fetes, A Ari 

4) fi=ey fe —ei+es f3 = — + es A=—+ Au; 
5) fi=etem faites fa titres A Aus; 

6) het 6e fe— er + V 2ey f3=6s ÀA= Asso. 


30.17. Démontrer que la matrice carrée U = R + iQ d'ordre n, 
où À et Q sont des matrices réelles, est unitaire si et seulement si est 


R—Q|C 
Q R| 


4) Ag; 9) 


orthogonale la matrice carrée réelle D = | 
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30.18. Démontrer que le module du déterminant de la matrice 
d’une transformation orthogonale (unitaire) vaut 1. 

30.19. Démontrer que l’ensemble de toutes les transformations 
orthogonales (unitaires) d'un espace euclidien (hermitien) est un 
groupe pour l'opération de multiplication des transformations. 

30.20. Est-ce que les sous-ensembles ci-dessous sont des sous- 
groupes dans le groupe de toutes les transformations orthogonales 
d'un espace euclidien: 

1) le sous-ensemble des transformations dont le déterminant 
vaut Î: 

2) le sous-ensemble des transformations dont le déterminant 
vaut — 1? 

30.21. Soient 6 un espace euclidien (hermitien) et £ l’un de 
ses sous-espaces. On considère dans le groupe & des transformations 
orthogonales (unitaires) de € un ensemble de transformations pour 
lesquelles £ est un sous-espace invariant. Cet ensemble est-il un 
sous-groupe de &? 

30.22. 1) Montrer que la somme de deux transformations ortho- 
gonales (unitaires) n'est pas en général une transformation ortho- 
gonale (unitaire). 

2) Donner un exemple où la somme de deux transformations 
orthogonales est une transformation orthogonale. 

30.23. Soient œ@ une transformation orthogonale (unitaire), 
a un nombre réel (complexe). Démontrer que «y est orthogonale 
(unitaire) si et seulement si | & | = 1. 

30.24. La transformation linéaire @ d’un espace euclidien (her- 
mitien) associe à tout couple de vecteurs orthogonaux un couple de 
vecteurs orthogonaux. Démontrer que @ = œŸ, où « > Ü et 1 est 
une transformation orthogonale (unitaire). 

30.25. 1) Démontrer que toute transformation de l’espace eucli- 
dien (hermitien) qui conserve le produit scalaire est linéaire. 

2) Montrer qu'une transformation de l’espace euclidien (hermi- 
tien) qui ne conserve que la longueur des vecteurs n'est pas né- 
cessairement linéaire. 

30.26. Démontrer que: 

1) les valeurs propres d’une transformation orthogonale ne peu- 
vent être égales qu'à 1 ou à —1; 

2) les valeurs propres d’une transformation unitaire, et partant 
ses nombres caractéristiques, sont égaux en module à 1; 

3) tous les nombres caractéristiques d’une transformation ortho- 
gonale sont égaux en module à 1. 

30.27. Démontrer que les vecteurs propres d'une transformation 
orthogonale (unitaire) sont orthogonaux s’ils sont associés aux va- 
leurs propres différentes. 

30.28. Est-ce qu'une transformation orthogonale peut : 

1) ne pas avoir de vecteurs propres; 
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2) posséder une base de vecteurs propres; 

3) posséder au moins un vecteur propre mais ne pas avoir de base 
formée de vecteurs propres ? 

Donner des exemples appropriés. 

30.29. Trouver les valeurs propres et un système orthonormé 
maximal de vecteurs propres de la transformation orthogonale dé- 
finie dans une base orthonormée de l’espace euclidien par la matrice: 


{ 
1) Ag; 2) V2 A69; 9) Ag; 4) A7; 9) A7; 


{ 1 
6) A5; 7) A:505 8) KE: A3505 9) 5 Au ; 


1 1 { 
10) — Ausss 11) Agir 12) Aioo 13) — Ass 


30.30. Démontrer que le supplémentaire orthogonal £! d'un 
sous-espace invariant % de la transformation orthogonale (uni- 
taire) @ est également un sous-espace invariant de . 

30.31. Démontrer que pour toute transformation unitaire il 
existe une base orthonormée de vecteurs propres. 

30.32. Trouver les valeurs propres et une base orthonormée de 
vecteurs propres de la transformation unitaire définie dans une base 
orthonormée de l’espace hermitien par la matrice : 


1) A1: 2) Ag; 3) A7; 4) À:50; 
1 1 mi 71 
D) Es Ayy1; (6) 7 Ass: 5 0) 5 Asso : 8) À,9s ; 


sé —11 a f2+é 2 | 
D + || M 10] _2 142: 
1 — i —1—;i 
11) LÀ | à 1  —1+il. 


—A—i 1—i 0 


30.33. Une transformation linéaire de l'espace euclidien (her- 
mitien) possède une base de vecteurs propres associés aux valeurs 
propres de module 1. Démontrer que cette transformation est ortho- 
gonale (unitaire). 

30.34. Une transformation linéaire de l'espace euclidien (her- 
mitien) est en même temps orthogonale (unitaire) et auto-adjointe. 
Etablir sa signification géométrique. 

30.35. Démontrer que la transformation définie dans une base 
orthonormée de l’espace euclidien par la matrice: 


1 ’ { 
1) EME 2) Az03 3) 4%: 4) À 350 : 9) À 493 


est une symétrie orthogonale par rapport à un sous-espace £. Trou- 
ver ce sous-espace. 
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30.36. Démontrer que la matrice associée dans une base ortho- 
normée à la transformation orthogonale de l’espace euclidien bidi- 
mensionnel est de la forme À4;, ou 4-4. En s'inspirant de ce fait, 
tirer au clair le sens géométrique d'une transformation orthogonale 
arbitraire de l’espace euclidien bidimensionnel. 

30.37. Démontrer que si la transformation linéaire w d’un espace 
euclidien (hermitien) possède deux quelconques des propriétés 
suivantes : 

a) @ est une transformation auto-adjointe, 

b) @ est une transformation unitaire, 

c) * est une transformation identique, 
elle possède également la troisième. Donner une interprétation géo- 
métrique de cette transformation. 

30.38. Supposons que dans une base orthonormée la matrice de 
la transformation unitaire œ est réelle et soit f un vecteur propre de 
æ associé à la valeur propre complexe À = à + if, B -- 0. Repré- 
sentons f sous la forme : f — u + iv, où les vecteurs w et v possèdent. 
dans la même base des coordonnées réelles. Démontrer que: 

1) le vecteur & = u — iv est un vecteur propre de la transfor- 
mation œ@ associé à la valeur propre À — à — if; 

2) les vecteurs uw et v sont orthogonaux, [u] = [v| = |f|/V2, 
e (u) = œu —Bv, (v) = Bu + av. 

30.39. 1) Soient une transformation orthogonale, À = à + if 
(BP 0) la racine complexe de son équation caractéristique. Dé- 
montrer qu'il existe des vecteurs non nuls u, v tels que (u, v) = 0, 
pu) = au —$v, (v) = fu + av. 

2) Démontrer que toute transformation orthogonale possède 
un sous-espace invariant de dimension 1 ou 2 

3) Démontrer que pour toute transformation orthogonale œ de 
l'espace euclidien il existe une base canonique ayant les propriétés. 
suivantes: cette base est orthonormée et la matrice de la transforma- 
tion @ y est quasi diagonale avec des blocs du premier ordre de la 
forme || +1]| et des blocs du deuxième ordre de la forme 


LOS = SR (y Æ nk, k EZ) situés sur la diagonale prin- 


sin Ÿ COS Y 
cipale (les blocs d’une des formes peuvent manquer). 

30.40. La transformation orthogonale œ est définie dans une 
base orthonormée de l'espace euclidien par la matrice: 

1) Ai : 2) ru 3) Az; 1 À 269 ; 

d) 3 À 347; 6) TA su 7) TA 952: 8) À 403: 
Trouver la base canonique et la matrice de la transformation œ 
dans cette base (voir problème 30.39). 
30.41. Démontrer que dans un espace euclidien tridimensionnel : 


1) toute transformation orthogonale de déterminant 1 est une 
rotation par rapport à un axe; 
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2) toute transformation orthogonale de déterminant —1 est le 
produit de deux transformations: une rotation par rapport à un 
axe et une symétrie orthogonale par rapport à un sous-espace bidi- 
mensionnel orthogonal à cet axe. 

30.42. Démontrer les assertions suivantes (par 1 est désignée 
la transformation identique); 

1) si œ est une transformation auto-adjointe de l'espace her- 
mitien, la transformation @ —àir est inversible, la transformation 
d — (p + à) (p — à)! est unitaire, toutes les valeurs propres de 
1; sont différentes de 1 et @ = à (1 + v) (ÿ — 2)"; 

2) si 4 est une transformation unitaire et ses valeurs propres 
sont différentes de 1, la transformation œ@ = à (ÿ + v) (y —1)"! 
est auto-adjointe et # — (qp <+ it) (g — ir)"!. 

30.43. Démontrer que: 

1) la similitude des transformations linéaires orthogonales (uni- 
taires) est une relation d'équivalence (c’est-à-dire elle est réflexive, 
symétrique et transitive); 

2) si les transformations linéaires orthogonales (unitaires) @ et + 
sont semblables. il en est de même des transformations adjointes 
‘p* et V*: 

3) si les transformations orthogonales (unitaires) œ@ et % sont 
semblables et @ est une transformation auto-adjointe, Ÿ est aussi 
une transformation auto-adjointe. 

30.44. Soient œ et 1 deux transformations linéaires d'un espace 
euclidien (hermitien). Démontrer que: 

4) si et 4 sont semblables, il existe pour toute base orthonor- 
mée e une base orthonormée f telle que la matrice de la transforma- 
tion 1 dans la base f est égale à la matrice de la transformation 
dans la base e : 

2) s’il existe des bases orthonormées e et f telles que la matri- 
ce de la transformation # dans la base f coïncide avec la matrice 
‘le la transformation @ dans la basee, les transformations q et 
sont semblables. 

30.45. Démontrer que: 

1) deux transformations orthogonales (unitaires) auto-adjointes 
sont semblables, 

2) deux transformations unitaires sont semblables, 

3) deux transformations orthogonales sont semblables si et seu- 
lement si les polynômes caractéristiques de ces transformations 
coïncident. 

30.46. Soit @ une transformation linéaire de l’espace euclidien 
(hermitien). Démontrer que les transformations œ*“œ et œyp* sont 
semblables. 


CHAPITRE XII 


FONCTIONS SUR L'ESPACE VECTORIEL 


$ 31. Fonctions linéaires 


On utilise dans ce paragraphe les notions fondamentales suivantes : fonction 
dinéaire sur l'espace vectoriel, matrice-ligne des coefficients de la fonction linéaire, 
opérations d'addition et de multiplication par un nombre pour les fonctions liné- 
aires et propriétés de ces opérations, espace dual, base biorthogonale. 

Notations: £, est un espace vectoriel 7-dimensionnel, Z, l’espace arithmé- 
tique n-dimensionnel, Æ(n.n) l’espace vectoriel des matrices carrées d'ordre 
n, R() l'espace vectoriel des polynômes de degré <n. On note ZX, 7, Binn), 
Æ(M)* les espaces duaux respectifs. | 

La base canonique de l'espace Z{(n.n)_est composée des matrices £;;,i,j — 
= 4, ..., n (voir introduction au 8 15). Rapportés à cette base, les coefficients 
de la fonction linéaire f définie sur Æ(n.n) se disposent tout naturellement en 
formant une matrice: le coefficient c;; = f (E£;,) se trouve à l'intersection de la 
i-ième ligne ct de la j-ième colonne. La matrice C — || c,;, || sera appelée matrice 
des coefficients de la fonction linéaire. 

Dans quelques problèmes se rapportant aux fonctions linéaires sur un espace 
vectoriel de vecteurs (sur un espace géométrique noté %, ou #3 suivant la 
dimension), on utilise la notion de projeté orthogonal d'un vecteur. Rappelons 
‘sa définition. _ 

On appelle projeté orthogonal vectoriel du vecteur AB sur une droite ou un 
plan le vecteur 4,B;, où 4, et B, sont les projetés orthogonaux des points À et 

> 
B. On appelle projeté scalaire du vecteur AB sur la droite ou le plan la longueur 
.de son projeté vectoriel, c'est-à-dire le nombre | A,B,|. On appelle projeté scalai- 
—) 
re du vecteur AB sur un aze (c'est-à-dire sur une droite orientée par le vecteur 
non nul a) le nombre + | 4,B, |, où le signe + ou — est choisi suivant que les 


—}> FA 5 
vecteurs a et 4,B, sont de même sens ou de sens opposés. 


Définition de la fonction linéaire. 
Exemples de fonctions linéaires 
(problèmes 31.1 à 31.32) 


31.1. Quelles conditions distinguent les fonctions linéaires des 
autres applications linéaires ? 

31.2. Comment se transforme la matrice-ligne des coefficients 
de la fonction linéaire avec le changement de base ? 

31.3. Comment se transforme la base biorthogonale si la base 
donnée est transformée par la matrice de passage S ? 

31.4. Ecrire la matrice-ligne des coefficients de la fonction li- 
méaire nulle. 
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31.5. Est-ce qu'une fonction linéaire f définie sur .£, peut véri- 
fier pour tout x € £,: 

1) l'inégalité f (x) > 0; 2) l'inégalité f (x) > 0; 

3) l'égalité f (x) — a? 

31.6. Soient une fonction linéaire f sur £, et un nombre «. 
Est-ce qu'il existe toujours un vecteur x de £, tel que f (x) = a? 

31.7. Déterminer l’ensemble des valeurs d’une fonction linéaire: 
quelconque sur l’espace vectoriel réel. 

31.8. Soit ‘(E,, Es, E2) la matrice-colonne des coordonnées du 
vecteur x dans une base de £.,. Est-ce que la fonction f définie sur 
ZA par l'égalité suivante est linéaire: 

1) fm =E +, 2) f(x) = & — (2); 

3) f(x) = 6 +1; 4) f(x) = E + 26, — 365? 

31.9. Ecrire la matrice-ligne des coefficients de la fonction f 
dans les cas 1) et 4) du problème 31.8. 

31.10. Les fonctions f et g possèdent dans une base de l’espace 
Lales matrices-lignes de coefficients (1, 2, 3) et (3, 2, 1) respective- 
ment. Trouver les matrices-lignes de coefficients des fonctions: 

1) f + g; 2) 2f; 3) 3g; 4) — g. 

31.11. 1) Soit a un vecteur de l’espace €. Faisons correspondre: 
à chaque vecteur x de €, son projeté orthogonal scalaire sur l’axe- 
défini par le vecteur a. Démontrer qu’on définit ainsi une fonction 
linéaire sur @4. Trouver la matrice-ligne des coefficients de cette: 
fonction dans une base orthonormée quelconque de l’espace #3. 

2) Soit (n) un plan dans l’espace #.,. Associons à chaque vecteur 
de €, son projeté orthogonal scalaire sur (x). Est-ce que la fonction 
numérique obtenue est une fonction linéaire ? 

31.12. 1) Soit a un vecteur fixé dans le plan €,. Associons à 
chaque vecteur x de €, le nombre égal à l'aire du parallélogramme 
orienté construit sur les vecteurs a et x. Démontrer qu’on a ainsi dé- 
fini une fonction linéaire sur €, et calculer la matrice-ligne de ses. 
coefficients dans une base orthonormée quelconque. 

2) Soit a un vecteur fixé dans le plan é,. Associons à chaque 
vecteur x € é, le nombre égal à l’aire du parallélogramme construit. 
sur a et x. Est-ce que la fonction ainsi construite est linéaire ? 

31.13. 1) Soient a et b des vecteurs fixés dans l'espace “. 
Associons à un vecteur arbitraire x € €, le nombre égal au volume 
du parallélépipède orienté construit sur les vecteurs a, b et x, ou 
le zéro si a, bet x sont coplanaires. Démontrer qu'on a ainsi défini 
une fonction linéaire et calculer la matrice-ligne de ses coefficients. 
dans une base orthonormée quelconque. 

2) Soient a et b des vecteurs fixés dans l’espace €,. Associons. 
à un vecteur arbitraire x € &, le nombre égal au volume du parallé- 
lépipède construit sur les vecteurs a, b et x, ou le zéro si a, b'et x 
sont coplanaires. Est-ce que la fonction construite est une fonction 
linéaire ? 
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31.14. 1) Associons à chaque matrice-colonne de hauteur n le 
rapport de ses deux premiers éléments. Est-ce qu'on définit ainsi une 
fonction sur # , ? 

2) Associons à chaque matrice-colonne de hauteur n la somme 
des carrés de tous ses éléments. Est-ce qu'on définit ainsi une 
fonction linéaire sur #, ? 

3) Associons à chaque matrice-colonne de hauteur nr son i-ième 
‘élément. Démontrer qu'ona ainsi défini une fonction linéaire sur #, 
et trouver la matrice-ligne de ses coefficients dans la base canoni- 
que de l’espace .#,. 

4) Associons à chaque matrice-colonne de hauteur nr la somme 
de ses éléments. Démontrer qu'on a ainsi défini une fonction linéaire 
sur #, et calculer la matrice-ligne de ses coefficients dans la base 
canonique de l’espace .#,. 

31.15. La fonction tr X associe à chaque matrice carrée X d'or- 
dre n sa trace. Vérifier que cette fonction est linéaire et trouver la 
matrice de ses coefficients dans la base canonique de l’espace des 
matrices. 

31.16. Soit C une matrice carrée d'ordre n. Associons à chaque 
matrice carrée X d'ordre x le nombre tr (CX). Montrer qu'on a ainsi 
défini une fonction linéaire sur l’espace #(n.n) et Calculer la matri- 
ce de ses coefficients. 

31.17. Soit f une fonction linéaire définie sur #(n ny. Démontrer 
qu’il existe une matrice carrée C telle que toute matrice X € #(n.n) 
vérifie l'égalité f (X) = tr (CX). 

31.18. Supposons qu'une fonction linéaire f sur #(n.n) Satisfait 
à la condition f (AB) — f (BA) quelles que soient les matrices car- 
rées À et B d'ordre nr. Démontrer que f est définie par l'égalité 
[ (X) = œtr X. 

31.19. 1) Associons à chaque polynôme p (t) de degré < 3 le 
nombre 

i 


f(p)= | (+4 p(9 dt. 
=1 
Démontrer qu’on a ainsi défini une fonction linéaire sur l'espace de 
polynômes P%) et calculer la matrice-ligne de ses coefficients dans 
la base (1, t, t*, t*). 
2) Associons à chaque polynôme p (t) de degré < 3 lenombre 


1 


E(p)= | pe?) dt. 
0 
Démontrer qu'on a ainsi défini une fonction linéaire sur l'espace de 


polynômes #(% et calculer la matrice-ligne de ses coefficients dans 
la base (1, t, t°?, ES). 
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31.20. Associons à chaque polynôme p (t) de degré << nr sa valeur 
pour t — 0. Démontrer qu’on a ainsi défini une fonction linéaire sur 
PA) et calculer la matrice-ligne de ses coefficients dans la base 
CR CE LA À 

31.21. Soit t, un nombre fixé. Associons à chaque polynôme 
p (t) de degré < nsa valeur pour t — {,. Démontrer qu'on a ainsi 
défini une fonction linéaire œ sur l’espace #("). Calculer la matrice- 


ligne des coefficients de la fonction @ dans les bases (1, £, . .., t"} 
et (1, £— 10, ..., (t — to)"). 

31.22. Soient t£,, ..., {nh+, des points distincts deux à deux de 
l'axe numérique, ®;, . .., @n+1 des fonctions linéaires sur (7 


associées à ces points et définies dans le problème 31.21. 

1) Démontrer que les fonctions @,, . .., @n+, sont linéairement. 
indépendantes. 

2) Démontrer que toute fonction linéaire sur — PA) est 
une combinaison linéaire des fonctions Pis + ++ Pn 

31.23. La fonction linéaire à associe à chaque Do LV me p (t) 
de degré nr (n < 2) son terme constant. Représenter cette fonction 
sous la forme d'une combinaison linéaire des fonctions Pir Pos Pa 
qui font correspondre à chaque polynôme sa valeur pour t = 1, 
t — 2 et t — 3 respectivement. 

31.24. Soient {, un nombre quelconque et #,, ..., tn+, des 
nombres réels distincts deux à deux. Démontrer qu'il existe des 
nombres À,, ..., Àn+1 tels que tout polynôme p (t) E PM vérifie 
l'égalité p (to) = A1P (t1) + +. + An+#1P (En +1). 

31.25. Soit À un entier naturel. Associons à chaque polynôme 
p (t) de degré <7 la valeur de sa dérivée d'ordre 4 pour t — 0. Dé- 
montrer qu'on a ainsi défini une fonction linéaire sur Æ(") et cal- 
culer la matrice-ligne de ses coefficients dans la base (1,t, &*, . .. 

n 

"31 26. Soient * un entier naturel, À < ñn, et &, un nombre réel. 
Associons à chaque polynôme p (t) de degré < En la valeur de sa dé- 
rivée d'ordre # pour t = t,. Démontrer qu’on a ainsi défini une 
fonction linéaire sur l’espace #7. Calculer la matrice-ligne de ses 
coefficients dans les bases : 

11,8, ..., 8%)5 2) (1, £— to . . .,  — to)”. 

31.27. Les fonctions linéaires 6,, 6,, . .., Ô, sont définies sur 
l'espace P() par les égalités 


_d# (p) _ 
Ôx (p) ET Le (k=0, 4, Sérerg n)). 
Démontrer que les fonctions 6,, 61, ..., Ô, sont linéairement indé- 


pendantes. 
31.28. Les fonctions 6,, 61, . . ., ôn sont définies de la même 
façon que dans le problème 31.27. Démontrer que toute fonction 
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RUE définie sur #0 est une combinaison lineaire des fonctions 
ô, (4 = 0, 1, ., N). 

31.29. Supposons que dans la base (e,, e., e3) la fonction linéaire- 
f s'exprime par la formule f (x) — E, + 2E, + 3E, où E,, Ec, Ës 
sont les coordonnées du vecteur x. Exprimer f (x) par les coordon- 
nées de x dans la base (e,,e,,e.) sie = ea +e,e, = ee +es,e 
= €3 + €. 

31.30. Démontrer que toute fonction f linéaire non nulle sur #, 
peut être réduite par un choix convenable de la base dans Z, à la 
forme f (x) — E,, où E, est la première coordonnée du vecteur x. 

31.31. La fonction linéaire f possède dans la base e la matrice- 
ligne des coefficients *. Calculer la matrice-ligne x’ de ses coeffi- 
cients dans la base e” —esS, si: 

4) x =! ,S52 S = A0: 9) Se Ci: S — À 502; 

3) # = ‘Cas, S = A203; 4) % = ‘Css S = A0 

31.32. Les fonctions @,, w, vw, définies dans le problème 31.23. 
ainsi que les fonctions 6,, 6,, ô, définies à l’aide des formules 


— 
— 


6x (p) = 2 | , k=0,1,2, 


t=2 


forment un couple de bases dans l’espace #(%*. Ecrire les formules. 
permettant de passer de la première base à la deuxième. 


Base biorthogonale 
(problèmes 31.33 à 31.42) 


31.33. Les polynômes 1, t, ..., {”" forment une base dans l'es- 
pace #0). Trouver la base biorthogonale correspondante. 

31.34. Les polynômes 1, { — {,, . .., (t — t,)" forment une base: 
dans l’espace ®(). Trouver la base biorthogonale correspondante. 

31.35. La base (e,, e., e.) de l'espace £, est biorthogonale à 
la base (f,, fo, f:) de | epace £?. Trouver la base biorthogonale à 
la base (e,, e,, e.) si e, = e + ee, €, = 69 + Egs €, = Es. 

31.36. Construire une base de l’ espace (2 qui soit biorthogona- 
Je à la base des fonctions ®,, @:, w; définies dans le problème 31.23. 

31.37. Trouver une base de l’espace #(") qui soit biorthogonale: 
à la base des fonctions @;, Po, . . + Pr+1 construites dans les problè- 
mes 31.21, 31.22. Calculer les coordonnées d'un polynôme arbitraire 
dans la base trouvée. 

31.38. Construire une base de l’espace #% qui soit biorthogo- 
nale à la base des fonctions 6,, ô,, 6, définies dans le problème 31.32. 

31.39. Soient (e,, ..., e,) une base dans l’espace £,, et 
(1, . -., fn) la base qui lui est biorthogonale dans £%. Démontrer 
que tout x E £, vérifie l'égalité 


z=f (tea +... +fn (x) en, (1» 
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@et tout y E £r vérifie l'égalité 
= ya) f + ... + y (en) fr. 


Appliquer la formule (1) aux bases étudiées dans le problème 31.34. 
31.40. Sur la base du résultat du problème 31.34, démontrer 
que les polynômes ps, . .., pr de degré sont linéairement indé- 
pendants si et seulement s’il existe un t, tel que det || pŸ (do) || 5 0. 
31.41. Trouver la base biorthogonale à la base canonique de 
l'espace P(n.n)- Calculer les matrices C associées aux fonctions de 
<ette base (au sens du problème 31.17). 
1 0 
O —1 


31.42. Les matrices de Pauli 
1 0 
0 1 
forment une base dans l’espace des matrices carrées complexes d'’or- 
dre 2. Trouver la base biorthogonale à la base (o,, 01, O+, 63) et cal- 
<uler les matrices C associées aux fonctions de cette base (dans le 
sens du problème 31.17). 


0 1 
1 0 


O —i 


G2— ||; ol" %3— 


Annulation de la fonction linéaire 
(problèmes 31.43 à 31.49) 


31.43. Démontrer que le produit de deux fonctions linéaires sur 
Æ, est identiquement nul si et seulement si l’une au moins des 
fonctions est nulle. 

31.44. Soit f une fonction linéaire sur £,. Démontrer que l’en- 
semble .#° des vecteurs pour lesquels f (x) — O0 est un sous-espace 
vectoriel de Z,. Quelle est la dimension de .#° ? # et £, peuvent- 
-ils coïncider ? 

31.45. Soient f, g des fonctions linéaires sur £, et f (x) — 0 
pour tous les x tels que g (x) — 0. Démontrer qu'il existe un nom- 
bre a tel que Î — ag. 

31.46. On choisit dans l’espace £, une base et on considère 
deux fonctions linéaires définies par les matrices-lignes de coeffi- 
cients (5, 24, —7, —1) et (—1, —2, 7, 3). Trouver l’ensemble des 
vecteurs qui annulent simultanément ces fonctions. 

31.47. Soient .#‘’ un sous-espace vectoriel de £,, et &Æ l’ensem- 
ble de toutes les fonctions linéaires s’annulant sur.f”. Démontrer 
que &# est un sous-espace vectoriel de £% et calculer sa dimension. 

31.48. Le sous-espace .#* de £, est défini dans une base comme 
‘enveloppe linéaire des vecteurs de matrices-colonnes de coordon- 
nées ‘(0, 0, 1,1, 1) et ‘(0, 1, 0, O, 4) Calculer dans la même base 
les matrices- lignes de coefficients de toutes les fonctions linéaires 
s’annulant sur .f?. 
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31.49. Le sous-espace .f° € #*® représente l’ensemble de tous 
les polynômes de la forme (t — 1) (t — 2) p (t), où p (t) € PU, 
Trouver l’ensemble des fonctions linéaires définies sur @ (@ et 
s’annualant sur S”. 


$ 32. Fonctions bilinéaires et quadratiques 


Dans ce paragraphe on utilise les notions fondamentales suivantes: func- 
tions bilinéaires et quadratiques, fonction bilinéaire symétrique, matrice de la fonc- 
tion bilinéaire ou quadratique (de la forme bilinéaire ou quadratique), formes dia- 
gonale et canonique de la fonction bilinéaire (quadratique), fonctions quadratiques 
définies positives où négatives, mineurs principaux d'une matrice symétrique, 
rang et indice d'une fonction (forme) quadratique, transformation associée à une 
fonction bilinéaire dans l'espace euclidien ; fonction (forme) bilinéaire hermitienne 
(sesquilinéaire) dans l'espace complexe, fonction (forme) symétrique hermitienne, 
fonction (forme) quadratique hermitienne. 

Soit £ un espace vectoriel réel ou complexe. La fonction b (x, y) de deux 
variables à valeurs dans le corps sur lequel est défini l'espace Z est dite bili- 
néaire dans £ si 


b (zx +- y, z) = b(z, z) + b (y, 2); 
br, y+z)=b(r, y) +b(x, 2), 
b (œr, By) — aBb (x, y) 


pour tous vecteurs x, y, z de Z et tous nombres «, f. 

La fonction k (r) = b (x, x) s'appelle fonction quadratique dans £, engendrée 
par la fonction bilinéaire b (r, y). La fonction quadratique k (x) définit de fa- 
çon univoque la fonction bilinéaire symétrique qui l'engendre. 

Soit e — (e1, . .., e,) une base dans Z. On dit que les nombres b;; — 
= be;,ej) (à, j = 1, ..., n) sont les coefficients et que la matrice B = || b;; || 
est la matrice de la fonction bilinéaire b (x, y) dans la base e. On appelle matrice 
de la fonction quadratique k (x) la matrice de la fonction bilinéaire symétrique 
b (r. y) telle que k (x) = b (x, x). Les fonctions b (x, y) et k (x) s'expriment par 
les RICE TO ONnEs de coordonnées &, n des vecteurs z et y suivant les for- 
mules 


b(z, y)=t5Bn= D bij, (1) 
1,91 
n 

k(z)='ÈBÈ— ©) bijbiës. (2) 


 J= 


On appelle forme de degré m en &,, ..., &, le polynôme homogène de degré 
m en E,, ..., ën. Par suite, les expressions (1) et (2) des fonctions bilinéaire et 
quadratique sont respectivement appelées formes bilinéaire ct quadratique. La 
matrice de coefficients B = || b;; || est aussi appelée matrice associée à la forme 
bilinéaire (quadratique). 

Soit S la matrice de passage de la base e à la base e’, et soient B et B° les 
matrices de la fonction bilinéaire dans ces bases. Il vient alors 


B' = !SBS. (3) 
La forme bilinéaire 
n 
D ejëmi 
1=1 


17—-310 
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et la forme quadratique 


ñ 

DIET: 

i= 1 
sont dites diagonales. Si les coefficients e,, . . ., e, de la forme diagonale 
sont égaux à +1 ou à O0, elle est dite canonique. 

Pour chaque fonction bilinéaire symétrique (quadratique) dans un espace 
vectoriel réel #-dimensionnel il existe une base dans laquelle la forme bilinéaire 
(quadratique) correspondante est canonique. Le nombre des coefficients non 
nuls de la forme quAEAUg e canonique est égal au rang r, et le nombre q des 
coefficients égaux à —1, à l'indice négatif de la fonction quadratique (loi d'iner- 
tie des formes EL La forme canonique se définit également de fa- 
çon unique par les indices positif p et négatif q ou par le rang r et la signature 

— q. 
Réduire une fonction bilinéaire (quadratique) à la forme diagonale ou ca- 
nonique c'est trouver la forme bilinéaire (quadratique) qui est diagonale ou 
canonique et la base qui correspond à cette forme (ou les formules de changement 
des coordonnées). On utilise également l'expression « réduire la forme bili- 
néaire (quadratique) à la forme diagonale ou canonique ». 

Pour réduire la forme quadratique ou bilinéaire à la forme canonique, on 
utilise la méthode de décomposition en carrés (méthode de Lagrange). On peut 
de même utiliser les transformations élémentaires de la matrice associée à la 
forme quadratique. Dans ce cas, chaque transformation élémentaire des lignes 
de la matrice doit être suivie par la même transformation des colonnes. 

La fonction quadratique k (x) est dite définie positive (ou définie négative) 
si k (r) > 0 (resp. k (x) << 0) pour tous les r € Z différents de o. Si k (x) > 0 
(ou k (x) < 0) pour tous les x € £, la fonction k (x) est dite semi-définie positive 
(resp. semi-définie négative). On applique les mêmes termes à la forme quadra- 
tique qui est l'expression analytique de la fonction quadratique. Pour que la 
fonction (forme) quadratique de matrice B — || b;; || soit définie positive il 
faut et il suffit que tous les mineurs principaux A, de B soient strictement posi- 


tifs : 


(loi de Sylvester). 

Soit b (r, y) une fonction bilinéaire symétrique dans l’espace euclidien €. 
La transformation linéaire de l’espace # est dite associée à b (r, y) si pour tous 
z,yEGona br, y) = (r, p(y)). La transformation associée est auto-adjoin- 
te. La transformation associée à la fonction bilinéaire est aussi associée à la 
fonction quadratique k (rx) = b (r, r). 

Toute fonction bilinéaire symétrique b (r, y) (et quadratique k (x)) dans 
l'espace euclidien #, possède une base orthonormée dans laquelle elle a une 
forme diagonale: 

n nl 
br, = D Am (kG)= Ÿ ME). 


1=1 i=1 


Les vecteurs d’une telle base sont des vecteurs propres de la transformation 
associée, et les coefficients À, sont ses valeurs propres. 

La matrice orthogonale de passage d’une base à l'autre permet de réduire 
à la forme diagonale toute fonction bilinéaire ou quadratique définie dans um 
espace vectoriel Z quelconque de dimension finie. A cette fin, il faut introduire 
dans Z le produit scalaire par rapport auquel la base initiale e devient ertho- 
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normée et trouver une base orthonormée e’ de vecteurs propres de la transfor- 
mation associée. La matrice de passage S de e à e’ est alors orthogonale et la 
matrice B’ — {SBS — S”1BS est diagonale. 

La forme diagonale de la fonction bilinéaire (quadratique) peut être utili- 
sée comme “an intermédiaire de la réduction de celle-ci à la forme canonique: 
il suffit de multiplier par des nombres convenables les vecteurs de la base dans 
laquelle la forme quadratique est diagonale. 

Soient f (x) et g (x) deux fonctions (formes) quadratiques dans un espace 
vectoriel réel r-dimensionnel Z. On suppose de plus que g (x) est définie positi- 
ve ou négative. Il existe alors dans Z une base dans laquelle les deux mes 
sont diagonales et, de plus, g (x) est de la forme canonique. Si F (x, y) et G (x, y) 
sont des fonctions bilinéaires symétriques engendrant les formes quadratiques 
Î a et g (x), la base recherchée représente une base formée de vecteurs propres 
de la transformation auto-adjointe associée à F (x, y), qui est orthonormée par 
rapport au produit scalaire défini par la fonction G (x, y). 

Soient F et G les matrices des formes f et g dans une base e. Les coefficients 
diagonaux de f dans une base judicieusement choisie sont les racines de l'équa- 
tion 


det (# — ÀG) = 0, (5) 
quant aux vecteurs de base correspondants, on les obtient du système d'équa- 
tions 

(F — AG) 5 = 0 (6) 


pour chaque racine de (5). 

Pratiquement, un couple de formes quadratiques f, g se réduit à la forme 
diagonale en deux étapes: 1) on trouve la base e” dans laquelle la forme g est 
canonique (en appliquant par exemple la méthode de Lagrange) et l’on rapporte 
la forme f à la base e’ ; 2) on trouve la base e” dans laquelle la forme f est diago- 
pale et la matrice de passage à laquelle à partir de la base e’ est orthogonale : 
dans cette base, la forme g est encore canonique. Si S est la matrice de passage 
de la base e à la base intermédiaire e’, et 7 la matrice de passage de e’ à e”, 
la matrice de passage de e à e” vaut ST. 

La fonction h (x, y) dans un espace vectoriel complexe £ est dite bilinéaire 
hermitienne (sesquilinéaire) si 


h(c+y,z)=h(z y) +h(y,2), 
h y+z)=h(:, y) +h(x, 2), 
h (ar, By) = aBh (x, y) 
pour tous x, y, 2 € Z et tous &, B € €. La fonction bilinéaire hermitienne est 


dite symétrique (hermitienne) si h (x, y) = h (y, x) pour tous les r, y € £. Une 
telle fonction engendre une fonction quadratique Demi k(z)=h (zx, x). 

Soient B, B' les matrices de la fonction bilinéaire hermitienne h (r, y) 
dans les bases e, e’ d’un espace vectoriel complexe, et soient S la matrice de 
passage de e à e’ et &, n les matrices-colonnes des coordonnées des vecteurs r, y 
dans la base e. Il vient alors 


h(z, y) = tEBn, k (x) = (EBE; 
B' = tSBS. 
Le polynôme qui donne une expression analytique de la fonction bilinéaire 


(quadratique) hermitienne s'appelle forme bilinéaire (quadratique) hermitienne. 
La forme quadratique dans un espace complexe r-dimensionnel se réduit à 
r 


la forme canonique >, t5, où r est le rang de la forme. La forme quadratique 
j=1 


17% 
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ñn 
hermitienne se réduit à la forme on e; | 8 l*, où e; est égal à 1, —1 
J = 
ou 0. La loi d'inertie et la loi de Sylvester pour la forme quadratique hermitien- 
ne se formulent de la même façon que pour la forme quadratique réelle. La forme 
quadratique hermitienne k (x) dans l'espace hermitien possède une base ortho- 


n 
normée dans laquelle elle est diagonale : k (x) = 9) À; | E; |. Si B est la matri- 
1 


ce de k (x) dans une base orthonormée, les coefficients À ; sont les nombres carac- 
téristiques de la matrice B. 


Fonctions bilinéaires et quadratiques 
dans l’espace vectoriel réel 
(problèmes 32.1 à 32.26) 


32.1. Composer la matrice associée à la forme bilinéaire donnée 
et écrire la forme quadratique correspondante dans l’espace vecto- 
riel n-dimensionnel: 

1) ziyi (nr = 1); 2) ziyi (nr = 2); 

3) 2Tiÿ1 — Tiÿe — TU — OLoYe (n — 2); 
ee — JTiÿs + TToUs + ToYr — Tai À TTsÿe + Toÿs 
n—=;:9); 


d) > ZiYi ; 6) à Tin -it13 1) D Tiy;j. 
im {= 1i-51<1 

32.2. Ecrire la forme bilinéaire symétrique dans l’espace vecto- 
riel 7-dimensionnel d’après la forme quadratique donnée et compo- 
ser sa matrice: 

1) —3zt (nr = 1); 2) —18mr, + Or (r — 2); 

3) 2? + 4nito + 4rirs + 525 + Â2rets + Tri (n = 3); 

n—i 
4) 2x) — Grits — 37, (n — 3); 5) PELIEN 


32.8. Ecrire la forme quadratique possédant la matrice donnée : 

1) 44:53 2) 4575 3) A3on 4) A 280: 

9) Ayga; 6) Aa 7) A5935 8) A634- 

32.4. Définir la fonction bilinéaire symétrique b (x, y) d’après 
la fonction quadratique k (x) = b (x, x). 

32.5. Comment varie la matrice de la fonction bilinéaire (quadra- 
tique) si l’on change la base (e,, . .., e,) de la manière suivante: 

1) en permutant le i-ème et le j-ième vecteur de la base; 
2) en multipliant le i-ème vecteur de base par un nombre À 
0; 
3) en remplaçant le vecteur e; par e; + he; (i & i); 

4) en disposant les vecteurs de base dans l'ordre inverse ? 

32.6. La fonction quadratique et la transformation linéaire pos- 
sède dans une base les matrices identiques. Comment doit se présen- 
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ter la matrice de passage d’une base à l'autre pour que dans une 
autre base les matrices de la fonction quadratique et de la transfor- 
mation linéaire coïncident de même? 
32.7. La fonction quadratique est définie dans la base (e,, ... 
..« €n). Ecrire cette fonction dans la base (e,, . .., e:): 


1) 251 — 14z,x, + 2x, e; — €, + €, e, = —e +e; 
2) 37; + 10rix2 + 5 EP e, == 2e, — Co; e: — €, — €; 


’ 1 1 , 1 1 
3) 4x? — 12x,% + 9x? €, — Zi — G°2 (OR = ze + G‘2; 


4) 7 -|- ATITe —- AniTs : — 2, e; — € + (TS + AL e, — 2e, _— (A + 
+ En É = —€) -|- 2e» _— 3e: 
2 ’ ’ 
D) 25 + 2T1Ze — TiTs — LÉ + Dors + A, 6 = 24 — ex, €, = 
— —6 ". 263 — €y, € — —C2 + Es; 
6) 521 + 915 + 3 À rire + 2V 2 22173 + 2V 2rota e, = €, + 
+ Co — 2V 2e, e, —= € — LT e, — V 2e, + V’ 2e, + es; 


n— 1 
7) D Titigu = 6 + its +... en = 1, 2, ...,n. 
= 1 

32.8. Réduire la forme quadratique donnée à la forme canonique 
à l’aide de la méthode de Lagrange ou par les transformations élé- 
mentaires de sa matrice. Déterminer le rang, les indices positif et 
négatif d'inertie et la signature de cette forme. 

1) 4x + AtiTs + 922: 2) = 20; 

3) mt: 4) 257 + 302 + 9x ; 

5) 2T1Te —  — 2 ; : 6) 24x,xrs — 16° — 9x; ; 

1) Ti pr hits + + 22923 + 4x; 

8) z° + rite + 2rixs — 32 — Greta — 4; 

9) 2x° + Brite + Atits + Oz? + 193 ; 

10) 97) — 121% — Grixzs + hr + 4tots + TE; 

11) 8x; + 8x; -+ 25 + 16212 + 4rits + 42Ts: 

12) (s) Lilo À Lels + Hits; 

13) x° + 2x5 + 225 + 3x + rite + 22073 + 2rsts; 

14) 2? — 2rixs + 2 — 2rors + 26 — 2rats + 2 — 2rate + 
+ +5: 

15) zite + 2ZoTs — DTaTa 

16) zito + Lots — 2 — 25 — 

32.9. Etablir lesquelles des formes quadratiques du problème 32.8 
sont définies positives, définies négatives, semi-définies. 

32.10. Réduire à la forme canonique la forme bilinéaire donnée : 

1) Ziÿa + Die + Tor + DToÿo; 

2) Tir — Lie — Lo + fade; 

3) 137iY1 — STiÿa — OtoYr + Too 5 

4) —Ziÿa — Zoÿ1 + Tao; 

9) Tiÿe + To + TiYs + Tai + TaYa + TsYa; 
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6) Ziÿ1 + 2ToYe + StsYa + Tia + ToYr + Mia + Ts + 
+ 2ZoYs + 2Tao; 
7) Tiÿi + Tiÿo À ToUi + ToUs- 
32.11. Démontrer qu'une fonction bilinéaire non symétrique ne 
peut pas être réduite à la forme diagonale. 
32.12. Réduire la forme quadratique dépendant d’un paramètre 
Eee < : . forme canonique pour toutes les valeurs possibles de À : 
— 22To + À; 2) 87 + Ant + 2%; 
3 2 + BtiTe + LT Ts + 6x + AT ; 
se. de ee 2 + 4 + Nr + Anita + Drirs + 2Xots + 2rats + 
+ 5 SrsTs : 
9) 325 + Gite “a 27,T3 + 4teTs + Atots + D + Zata + TA 
32.13. Réduire à la forme canonique la forme quadratique don- 
née dans dc POROEREE 
So n—1 
1) z°+2 2 4-29 2 Ziliys 2) Zi +2 à C— éritisss 


3) >” x + > TT}; 4) 2 TiT;; 
i=1 1Si<IEN 


1<i<j<n 
9) ar > ixi +2 > nn. 
As 1SI<I< 
6) À  (—1+ 1)23+2 D ini. 
1i<j<n 


32.44. Démontrer qu’une fonction quadratique k (x) est définie 
positive si et seulement si elle remplit l’une quelconque des condi- 
tions : 

1 k(e)>0 (—1,..., nr) pour toute base (e,, ..., eh); 

2) k (x) se réduit à la forme diagonale à coefficients strictement 
positifs ; 

3) k (x) se réduit à la forme canonique E? + + En. 

32.15. Pour qu'une fonction quadratique "A définis positive il 
est nécessaire, mais il n’est pas suffisant, que tous les éléments dia- 
gonaux de sa matrice dans une base soient strictement positifs. Dé- 
montrer. 

32.16. Démontrer que la forme quadratique est définie négative 
si et seulement si les signes des mineurs principaux de sa matrice 
alternent de la façon suivante: 


A << 0, A2 > 0, A3< 0, en sen An DE (—1)". 


32.17. Soit r le rang de la fonction quadratique k (x) dans un 
espace vectoriel rn-dimensionnel £. Démontrer les assertions : 

1) Il existe dans £ une base dans laquelle les mineurs princi- 
paux A, de la matrice de k (x) sont différents de zéro pour À — 
1, ..., r et égaux à zéro pour k=r+1,...,n. 
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2) Si les mineurs principaux A4 (#4 — 1, ..., r) de la matrice 

de Kk (x) sont différents de zéro dans une certaine base, k (x) se ré- 
r 

duit à la forme diagonale » 

k=1 


Fu Ei (A, = 1) et à la forme canonique 


Det, où e,=sgn RE (= 1, . ,r). 
k=1 

32.18. Pour quelles valeurs du paramètre À la forme quadratique 
donnée est-elle définie positive, définie négative, semi-définie : 

1) Au — Atite + (À +3) 2; 2) —9xi + Ghrite — Ki; 

3) Am + 87e + 23 + AGzire + Arirs + 4zeTs; 

4) 2 + 2AmiTe + 2nits + 47 — ÀTS + 2r2ts; 

5) (4 — Nu +R) —(2+A) x + Ant — 8rirs + 
+ Sr2T a ? 

32.19. Soit k (x) une fonction quadratique dans l’espace vecto- 
riel £. Est-ce que l'ensemble de tous les vecteurs x de Æ pour les- 
quels k (x) > 0 (k (x) < 0) est un sous-espace vectoriel dans £? 
Etudier l exemple k (x) = D + x — 2 (n = 3): 

32.20. Démontrer que dans |’ espace vectoriel des matrices réel- 
les d'ordre » la fonction k (X) — tr (X (‘X)) est une fonction quadra- 
tique definie positive. 

32.21. Démontrer que dans l'espace vectoriel des matrices réel- 
les d'ordre nr la fonction k (X) — tr (X°) est une fonction quadrati- 
que. Déterminer son rang et la signature. 

32.22. Montrer que la fonction 

i 


LG, a =\ ft)e (dt 
=! 
est une fonction bilinéaire symétrique dans l’espace des polynômes 
de degré <n. Réduire cette fonction à la forme canonique pour 
n —=3 

32.23. Démontrer que le rang d’une fonction bilinéaire vaut 1 si 
et seulement si elle est le produit de deux fonctions linéaires non 
nulles. 

32.24. Démontrer qu'une fonction quadratique se présente sous 
la forme du produit de deux fonctions linéaires réelles si et seule- 
ment si son rang ne dépasse pas 1 ou si le rang est égal à 2 et la si- 
gnature à 0. 

32.25. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que 
les fonctions quadratiques k (x) et —k (x) puissent être réduites à 
une même forme canonique ? 

32.26. 1) Soit b (x, y) une fonction bilinéaire dans l’espace vec- 
toriel £. On dit que la fonction b (x, y) est invariante par une 
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transformation linéaire œ@ de £ si b (œ (x), @ (y)) — b (x, y) pour 
tous les x, y € £. Démontrer que toutes les transformations linéai- 
res régulières par rapport auxquelles la fonction b (x, y) est inva- 
riante forment un groupe pour la multiplication des transformations. 

2) Trouver toutes les transformations linéaires d’un espace vec- 
toriel bidimensionnel par rapport auxquelles la forme bilinéaire 
TiY1 + TZoYa est invariante. 


Fonctions quadratiques dans l’espace euclidien. 
Couples de formes 
(problèmes 32.27 à 32.39) 


32.27. La fonction quadratique (bilinéaire) est écrite dans une 
base orthonormée de l’espace euclidien n7-dimensionnel. Trouver la 
base orthonormée dans laquelle la fonction donnée est de la forme 
diagonale et écrire cette forme diagonale. 

n:=:2; 

4 3 
1) —4xi + AOxirs — 4x; 2) at — te + TA) 
3) 7 +4V 3xx + 325: 4) —riyi + tie + ton — Vraÿs 5 


9) —Tÿs ++ 7 a — Too. 

n — 3: 

6) —x) + rites — 2; 

7) 2x — 4rixs + Jr + Arts + 25; 

8) oi — Lie — To + 2ToUo — Los — Te + ToUs; 
9) 2 #TiY2 + 2roÿ — 2Tiÿs — 2Zoÿ1 + 4toÿa + AtoYs + 


+ Arsÿo — StaUs; 
10) (s) 2x + Brit — 2rirs — Fe + 4rols + 26; 


11) 3x — 2x7, — 2aits + 325 — 22073 + 3x; 

12) Br + Brita — Brira — Tr — Brera + 3 : 

13) ti — Tite + Dita + 2 + Lots + ds; 

14) 42° + 4rix, — A2rirs + 25 — Grors + 9x; 

15) Ziÿe + Toÿr — 2MiYs — ZTaÿr — Tia — ZoVe + Ztoÿs. + 
+ 2Trsÿo — AtsYs; 
a ie + Lo + DiYs + Zar À ToUa — Las 


17) Ti + 27iTe + 2x + 22Ta + 2 — torts — 2roTa + ES — 
— 22374 + té; 

18) 2x5 — 2rix, + Grirs + Srirs + 4x5 — 2rora — Greta + ti; 

19) 2x°— 4zixe + 4tits +62 — 62:ts de + 6xi + 2er, + 4xi; 

20) Su ie Cr — 2 — 2%; ; 


| 
21) nd CRE ait Zi + TiYs; 


& 32] FONCTIONS BILINÉAITRES ET QUADRATIQUES 265. 


22) 3x! — Bxyte — ST, — 15 + 4Tst, — 47) ; 


23) À zi+ > TiT};; 
i=1 1Li<jJ<n 
1 , 2n—1 
24) D (—1) ziyy;s 25) D Ziten-i ; 
4, j=1 i=1 


en an n— 1 

26) à zi + 2 TiTon-i+1 27) 2 Tili+se 

= 1—= = 

32.28. Trouver la forme canonique, le rang et la signature de- 
chacune des formes quadratiques et bilinéaires du problème 32.27. 

32.29. Démontrer qu’une forme quadratique est définie positive: 
si et seulement si tous les nombres caractéristiques de sa matrice: 
sont strictement positifs, et définie négative si et seulement s'ils sont. 
strictement négatifs. 

32.30. On sait que tous les nombres caractéristiques de la matri- 
ce symétrique réelle À appartiennent au segment [a, b]. Démontrer 
que la forme quadratique de matrice À — ÀE est définie positive: 
pour À << a et définie négative pour À > b. 

32.31. Démontrer qu'une forme quadratique est définie positive: 
si et seulement si tous les coefficients du polynôme caractéristique 
de sa matrice sont différents de zéro et les signes de ces coefficients. 
alternent, le terme constant étant strictement positif. 

32.32. 1) Démontrer que la transformation linéaire q de l’espace: 
euclidien € associée à la fonction bilinéaire symétrique b (x, y) 
définie dans & est auto-adjointe. 

2) On sait que la fonction bilinéaire b (x, y) possède dans une 
base e une matrice symétrique B, et que la matrice de Gram de la 
base e est l. Trouver la matrice de la transformation associée à la 
fonction b (x, y). 

32.33. On définit dans la base e de l’espace euclidien une forme. 
quadratique. Trouver dans la même base la matrice de la transfor- 
mation associée à cette forme si la matrice de Gram de la base e 
est F: 

1) 4x +4- 16zixe + 6x, V = A5; 

2) 4xi — Grixzo — 925, TV = As; 

3) 2TiTo — Lys V = A9; 

4) 27° + Amita — 2rits — 2 + 4rots + 22, V = A0: 

9) 92° + 25 ++ 4m + 2mito + 4mits + 4207, V = À 508; 

6) 2 + as + rs + 2 + 2e + 2mits + 2aita — 2275 — 

— 2Lols — Tata, = An. 

32.34. On sait que la fonction quadratique k (x) possède la ma- 
trice B dans une base e de l’espace euclidien n-dimensionnel et que 
la matrice de Gram de e est l. Démontrer que la base orthonormée 
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dans laquelle k (x) est diagonale, et les coefficients diagonaux de 
k (x) dans cette base s’obtiennent comme solutions du problème gé- 
néralisé aux valeurs propres et aux vecteurs propres: BE — ATE(EE 
€ An). 
32.39. Soit # un sous-espace vectoriel r-dimensionnel de l'espa- 
<e euclidien r7-dimensionnel. La fonction k (x) fait correspondre à 
tout vecteur zx le carré de la longueur de son projeté orthogonal sur 
M. Démontrer que la fonction k (x) est quadratique. Trouver la for- 
me diagonale que cette fonction possède dans une base orthonormée. 
32.36. Vérifier qu'au moins une des deux formes quadratiques 
données est définie positive ou négative. Trouver le changement de 
coordonnées dans lequel ces deux formes se réduisent simultané- 
ment à la forme diagonale et écrire cette forme diagonale. 


1) = 2 + 2m + 37, g = 47 + 16x17, + 6x; 
2) 12 mire, g = 22 + nr, + Sd: 


3) f = 111 —Grir, + x, g = 137 — 10x17 + 3xi; 
4) f£ — O7 — 10zx,x; + 3x°, — Jr, 2. 


Dre T 2 Dur, + g = 17 + Sur, + 2: 
6) f = x + 227 +52, g — 277 — ré — LL; 


7) 1=(1+4V6)z+2Vônx, g=52+4mxm +; 
8) f— (1 +2m Va?+a) zi +2 V'a+azim, g = (1+m?) x + 
+ 2maxtz, +5, où m et a sont des paramètres réels, a°+a>0; 
9) Ê = 5x + 27ite + 4rirs + 2 + 4rots + 4, g = 5 — 
— 2722 + &rits + x + 27; ; ; 
10) f = 15x2 — in = 1Oxite — tits + 2227, gg = x — 
— Qrits + 42 + tot + 55 ; 
11) (s)£ — … + Gxizs + 15 — Orets + 67, g —= 2x? + 2xirs + 
+ 2 — 2tots + 2x; 
12) f = 27 — 2rirs — Data + 2e + 20, g —= Jr — 12r,ra — 
— 24x,rs + Az + 16xex; + 165 ; 
13) f = x + 7x + 161 + 1975 — Atite + 10x,z3 — pas — 
— 267,73 + Bret, — 2r3T4, = —1} + 2rirs — 275 + 4tots — 
— 92, + Gxara — 107; ; 
14) f = x — ne. + 4 — 4rsra + 4, g = Ti — 2Tite + 
+ 2x5 — rot + 255 — 2z3T + 25. 
32.37. Démontrer que si parmi les combinaisons linéaires de deux 
fonctions quadratiques il y en a une qui est définie positive, ces deux 
fonctions se réduisent simultanément à la forme diagonale. Mon- 
trer sur un exemple que cette condition n’est pas nécessaire. 
32.38. Les fonctions quadratiques f et g possèdent dans une 
base e de l’espace vectoriel n-dimensionnel les matrices F et G res- 
pectivement. On considère la base e”, obtenue de e par la matrice de 
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nl 
passage S, dans laquelle la fonction g a la forme canonique }, £f 
{= 1 


n 
et la fonction f, la forme diagonale SN À,E. Démontrer que: 
i=1 


1) det (F — ÀG) = (det S)* (À, — À) ... (An — À); 

2) les vecteurs de la base e” s’obtiennent à partir du système 
d'équations (4° — ÀG) £ — o pour chaque racine À de l’équation 
det (F — ÀG) = 0. 

32.39. Sans définir le changement de coordonnées dans lequel 
la forme quadratique définie positive g se réduit à la forme cano- 
nique, et la forme quadratique f à la forme diagonale, écrire cette 
forme diagonale de f. 


1) f — se + 271To + 2; g —= 10x° +- Gr, + 1 
2) f = 89x77 — 42rire + 02, g = AA — 18xixs + 2x; 
3) Ê = rire + Sri, g = 2 + 2x + 2x; 


4) Ê = BTE — Sante + San £ = Hi — Hits + ra. 


Fonctions bilinéaires et quadratiques dans l'espace complexe 
(problèmes 32.40 à 32.47) 

32.40. Montrer que: 

1) si b (x, y) est une fonction bilinéaire dans l'espace arithméti- 
que complexe r-dimensionnel, h (x, y) = b (x, y) est une fonction 
bilinéaire hermitienne : 

2) sih (x, y) est une fonction bilinéaire hermitienne dans l’es- 
pace €,, b (x, y) — h (x, y) est une fonction bilinéaire. 

32.41. Réduire les formes quadratiques suivantes à la forme 
canonique : 

1) 4x5 — A2ixirs — 9x; 

2) 9x + 24 (i + 1) rire + 165; 3) ir; 

4) er — ent + 2, e = ei; 

5) (A + i) x? + (2 + 2i) rirs + is + 3x; 

6) 25 + (2 — 2i) zite + 2mts + 2ire + (2 + 2i) rats + 
+(+izx; 

7) —2$ — hirizs — (2 — 2i) tits + 4 — (4 + 4i) exs + ir. 

32.42. Ecrire les matrices associées aux formes bilinéaires her- 
mitiennes données dans l'espace n-dimensionnel : 

1) —iniyi Ge = 1); 2) — ing (n = 2); 

3) Stiÿ1 + Ainiye — DTar + iTeYo (n = 2); 

4) —Sitiÿs + 2Tiÿe + 2taÿ + (1 =) Toÿo (r — 2); 

5) (1 + i)ziÿa + (1 + à) zaÿi — STaÿa (n = 2); 
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6) (1 + 5) Ve + (À — à Jrda — Saaÿe Or = 2) 
7) Ti _ Taa + (2 + i) TaY3 — ltiÿe + (& + à) Ta (nr — 3); 
8) 2x: — Grey ALT 3V 2) TsUs + 3Tiÿ2 F Loi + 
+ (2 — Si) ziys + (2 + Où) zoÿs + AiroYs — 4irsye (n = 3); 
9) 2. CIUTE 


32.43. Lesquelles des formes bilinéaires hermitiennes du problè- 
me 32.42 sont-elles symétriques? Ecrire les formes quadratiques 
hermitiennes qui leur correspondent. 

32.44. Ecrire la forme quadratique hermitienne définie par la 
matrice donnée: 

1) Au, 2) Az (e = #3); 3) A,90: 4) À 492: 

32.45. La forme quadratique hermitienne est écrite dans une 
base orthonormée de l’espace hermitien n-dimensionnel. Trouver la 
base orthonormée dans laquelle la forme quadratique hermitienne 
donnée est diagonale et écrire cette forme diagonale. 

1212 Ê + inire — ixor +21m ff (2 =2); 

2) 1x, F + (8 — 4i) aire + (3 + 4i) rom + | ze ( (nr =2); 

3) as + emire + ere + [ra (°(e = e2*#/3) (n = 2); 

4) 31m F+31z PF —51zs PF — into +itn(n — 3); 

5) [mn F+1ze Ê + ls À + mire + rot + tits — item + 
+ Lola — itslto (n = 3); - e = = 

6) 12 1x, | — (1 + ê) mixe — (1 — à) roms + 2rixs + 2 + 
+ (8 + 3i) tira + (8 — 3i) san + 12 1x | + (1 — i) TeTs + 
+ (1 + ii) Zoto — 2raïa — 2Tato + 8 | za (° — (1 + à) Zara — 
— (1 —i)zsrs +8 17, FF (nr = 4). | . 

32.46. Etant donné la fonction quadratique hermitienne k (x) = 
— h (x, x), écrire la fonction bilinéaire hermitienne symétrique 
h (x, y). 

32.47. Démontrer que dans l’espace vectoriel des matrices com- 


plexes d'ordre nr la fonction k (X) = tr (X (‘X)) est une fonction 
quadratique hermitienne définie positive. 


: CHAPITRE XIII 


ESPACES AFFINES ET ESPACES EUCLIDIENS 
PONCTUELS 


$ 33. Espaces affines 


Dans ce paragraphe on utilise les notions fondamentales suivantes: espace 
affine réel n-dimensionnel associé à un espace de vecteurs, repère cartésien, coor- 
données cartésiennes et matrice-colonne des coordonnées d’un point, système libre de 
points, plan dans l'espace affine, droite, hyperplan, sous-espace directeur du plan, 
projetés du point et du vecteur sur le plan parallèlement à un autre plan, segment, 
ensemble convexe, enveloppe convexe de l'ensemble, simplexe, triangle, tétraèdre, 
faces et arètes d'un simplexe, parallélépipède, parallélogramme, frontière, faces, 
arètes, sommets, diagonales du parallélépipède. 


Le point unique Z de l'espace affine tel que ÂB = rest noté P (4,7z). 


Le système de points À,, A1, . .., 44 de l’espace affine est dit libre si les 
——+ —— + 


vecteurs À 41, 4542, . . ., A4, sont linéairement indépendants. 
Considérons le plan (x) dans l'espace affine .#. Soient À, un point fixé ap- 

partenant au plan, (b1, ..., b,) une base de l'espace directeur du plan, et O 

un point fixé de l'espace affine. On appelle rayon vecteur du point À relative- 


— 
ment au point O le vecteur 04. Si z, est le rayon vecteur du point 4,, le plan 
se compose des seuls points À dont les rayons vecteurs z satisfont à l'équation 


2 = Zo À tab + sc. + trbpe (1) 


Les paramètres {,, ..., t, prennent des valeurs arbitraires et sont définis uni- 
voquement par le point À. 

Si l’on introduit un repère cartésien d'origine ©, tous les vecteurs dans 
l'équation (1) peuvent être remplacés par les matrices-colonnes de leurs coor- 
données dans le repère {0, e}: 


Z = Lo + td + ... + 1,0: 


Enfin, en écrivant l'équation (1) dans la base e pour chaque coordonnée, on 
obtient les équations paramétriques du plan (x) dans le repère {O, e}: 


Zi = Lio + bn + <.. + thbins RE POP ES À 


Soient (x) et (n’) deux plans dans l'espace affine .# muni de l'espace de 
vecteurs £, et soient -#/ et cf’ les sous-espaces directeurs de ces plans. Si # € 
Cefl" où cf” € cl, les plans (x) et (x’) sont dits parallèles. Si(x) et (x’) n'ont 
pas de points communs et ne sont pas parallèles, on dira qi sont disjoints. 
On distingue deux cas: si e# MN cf” = {0}, les plans sont dits absolument dis- 
joints, et si -#. N «#{’ contient un vecteur non nul et ne coïncide avec aucun des 
sous-espaces <«/{ et .#', on dit que les plans sont disjoints parallèlement au 
sous-espace cAÂl (\ cf. 

Si la somme directe des sous-espaces directeurs 4 et cf’ des plans (x) et 
(x') coïncide avec l’espace de vecteurs Z, les plans (x) et (x’) ont un point com- 
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mun unique. Dans ce cas, est définie la notion de projeté du point À € .# sur 
l'un de ces plans parallèlement à l’autre. A savoir, on appelle projeté du point À 
sur le plan (x’) parallèlement au plan (x) (ou parallèlement à -//) le point d'in- 
tersection du plan (x’) avec le plan de sous-espace directeur c#f, qui contient À. 

On appelle segment AB joignant les points À et B de l’espace affine l’en- 


—) 

semble de tous les points de la forme P (4,t4B),t € [0, 1]. Bien que la distance 
entre les points de l’espace affine ne soit pas définie, on peut introduire la no- 
tion de division d'un segment dans le rapport donné. Si pet q sont des nom- 
bres tels que p + q # 0, on dit que le point C divise le segment AB dans le 

—+ 

DADROEe p:gsiqAC = pCB. Si le rapport p: q est négatif, le point C se trouve 
à l'extérieur du segment AB. 

°E sppele milieu du segment le point qui partage le segment dans le rap- 
port 1: 1. 

L'ensemble G de Ron de l’espace affine est dit convexe si le segment joi- 
gnant deux points quelconques de @ est contenu dans @. 

On appelle enveloppe convexe d'un ensemble cf de l'espace affine l'inter- 
section de tous les ensembles convexes contenant ef. 

L'enveloppe convexe d'un système indépendant de points À,, A1, .... Az 
est appelée simplere k-dimensionnel de sommets 4,, 4,,..., 4,. Le simplexe 
0-dimensionnel est un point, le simplexe unidimensionnel est un segment; le 
simplexe bidimensionnel de sommets 4,, 4:, À, est appelé triangle, le simplexe 
tridimensionnel de sommets À,, 41, 4:, 4,4 est appelé tétraèdre. Tout simplexe 
p-dimensionnel dont les sommets sont des points B,, B;, .... B, de l'ensemble 
des sommets du simplexe #-dimensionnel donné est appelé face p-dimensionnel- 
le du simplexe k-dimensionnel donné (0 < k << p). Les faces unidimensionnel- 
les du simplexe portent le nom d'arêtes. 

Etant donné un point 4, de l’espace affine .# muni de l’espace de vecteurs 
Æ£ et un système {f1, .-.., f,} de vecteurs de Z linéairement indépendants, on 
appelle parallélépipède k-dimensionnel II (A,; f1, - - ., x) de sommet À,, cons- 
truit sur les vecteurs f1, . . ., f, l’ensemble de tous les points de la forme 


P (4,, lifa + eee + lpfh)s 0<t;<1, ES PRE k. (2) 


Le parallélépipède 0-dimensionnel est un point, le parallélépipède unidimension- 
vel est un segment ; le ne el ède bidimensionnel est appelé parallélogram- 
me. On appelle frontière du ne lélépipède IT (4 45 1» + + -» fn) le sous-ensemble 
de ses points pour lesquels les valeurs d'un au moins des paramètres t; dans (2) 
sont égales à O0 ou 1. L'ensemble des points de la frontière du parallélépipède 
pour lesquels p paramètres fixés arbitraires prennent des valeurs quelconques 
et k—p paramètres restent constants et égaux à U ou { est appelé face p-dimen- 
sionnelle du parallélépipède (k = 0, 1, ..., p — 1). On appelle sommet du 
RE toute face 0-dimensionnelle de ce parallélé pede (c'est-à-dire 
e point frontière pour Jeques chacun des paramètres t; prend la valeur 0 ou 1). 
Les faces unidimensionnelles du parallélépipède sont ses arêtes. Le segment joi- 
ss deux sommets quelconques du parallélépipède et n'appartenant à aucune 
e ses faces est appelé diagonale du parallélépipède. 


33.1. Vérifier que l'espace vectoriel #7-dimensionnel £ est un 
espace affine associé à l’espace de vecteurs coïncidant avec .£ si les 
points de cet espace affine sont les vecteurs de £ et à tout couple 
de vecteurs a, b on fait correspondre le vecteur x = b — a. 

33.2. Démontrer que dans un espace affine .4 : 


—> 
1) AA = 0 pour tout point À de À; 
2) P (4, 0) = À pour tout point À de 4; 
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— — 
3) AB — —BA pour tous points À et B de .4; 


— — — —> 

4) AB = A,B, si et seulement si A4, — BB.. 

33.3. Démontrer que le système des points À,, À4,, ..., Ah 
de l’espace affine est libre si et seulement s'il n'existe aucun plan 
de dimension << À contenant ce système de points. 

33.4. Démontrer que le système des points 4,, 4,4, ..., A, 
de l’espace affine est libre si et seulement si les égalités 


—> —> > 
ko0À 0 + MOA; + CCE + \rOA » = 0, 
lot t+... + = 0 


entraînent Ào = Ày =... — Àn —=0, quel que soit le point O de: 
cel espace. 
33.5. Montrer que la définition d’un système libre de points 
À 0: Au» - - …, An reste valable pour tout point du système. A savoir. 
— — — 


si les vecteurs 4,4,, A4», . .., AoA% sont linéairement indé- 


— — 
pendantes, il en ne de même des vecteurs 4;4,, ..., A;A;.;, 


AA ps res A 4 A y + k. 

33.6. Soient (x) et (x’) deux plans définis respectivement par les 
sous-espaces directeurs # et #{’. Démontrer que: 

1) si 4 C oh”, soit (n) et (x’) ne possèdent pas de points com- 
muns, soit (n) € (x’) 

2) si c# — ot", soit (x) et (x) ne possèdent pas de points com- 
muns, soit ils coïncident. 

33.7. Démontrer que si une droite possède deux points communs. 
distincts avec le plan, elle appartient à ce plan. 

33.8. Démontrer que si le plan *-dimensionnel (x,) contient un 
système libre de points À4,, À;,, ..., À, communs avec le plan (x), 
on a (7,) € (x). 

33.9. Démontrer qu'il existe un plan k-dimensionnel et un seul 
contenant le système libre des points À4,, 4,, ..., A}. 

33.10. Soit {4,, A,, . .., A,} un système libre de points situés 
dans le plan £-dimensionnel (x) et soit O un point fixé de l’espace 
affine. Démontrer que (x) contient les seuls points À pour lesquels 


—> —> —> —> 
OA — hoOÀ 0 + AOA; + .. + ArOA 


OÙ À: He ..., À, Sont des nombres vérifiant l’égalité À, + À, + ... 
4: 

| 33. 11: Soient (D,), (D:), (D3:), (D,) des droites dans un espace 

affine. Etant donné que (D,) est parallèle à (D.), et (Ds) à (D,) 

et que (D.) coupe (D,) et (D,) aux points À, et B, respectivement, et 
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(D,) coupe (D,) au point À4,, démontrer que (2,) coupe (D.) en un 


— — — — 
point B, tel que 4,4, — B,B,, A,B, — A:B:. 

33.12. Démontrer que deux droites quelconques de l’espace af- 
fine #-dimensionnel (n => 3) sont entièrement contenues dans un 
plan tridimensionnel. 

33.13. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que 
deux droites x — a, + at et x —b, + b,t soient contenues dans 
un même plan bidimensionnel ? 

33.14. Ecrire les équations: 

1) de la droite passant par les points À (—1, 0, 3, —2) et 
B (2, 1, 4,5); 

2) du plan bidimensionnel passant par les points À (—2, 1, 1, 1), 
B (1, 3, —5, 2) et C (0, 1, 1, 4); 

3) du plan tridimensionnel (hyperplan) passant par les points 
A (1,1,0, —1), B (2, —1, 3, 3), C (1, —1, 1, 5) et D (0, 0, 3, —1). 

33.15. Soient À (x,, x,,..., Zn) et B (x, r,, . .., zn) deux 
points différents et p et g des nombres. Trouver les coordonnées du 
point C partageant le segment AB dans le rapport p: q. 

33.16. Les points À, B, C d’un espace n-dimensionnel ne sont 
pas alignés. Démontrer que les médianes du triangle À BC passent 
par un même point qui les divise dans le rapport 2: 1 à partir du 
sommet. 

33.17. Le point M appartient à l’hyperplan d’équation a;x, + 


ur 

+ ... + AnTn + 40 — 0, et le vecteur MM, est défini par la 
matrice-colonne de coordonnées (a, &, ..., än). Démontrer que 
les coordonnées du point M, vérifient l'inéquation ax, + ... 
... + Antn + 40 > 0. 

33.18. Ecrire les équations paramétriques du plan défini par le 
système d'équations linéaires: 

1) Au7œ — Cas; 2) A10Z — Co9: 3) A198® — Ci25; 

4) Ana9T = Ci1245 9) A 267€ = Ces 0) A517T = Ci25; 

403% — C208; À 5867 — Ci23- 
33.19. Ecrire le système d'équations définissant le plan donné 


1) ZT = C2g + lCgs5 2) TZ = Ces + liCea + lea 
3) ZT = Car + C1465 4) TZ = Ci88 + lC207: 
d) ÆZ = Ci99 + 10166 + t2C200: 


33.20. Ecrire dans l’espace quadridimensionnel l'équation de 
l'hyperplan passant par le point M (—1, 2, 3, 5) parallèlement à 
l'hyperplan 2x, + 3x, — 4x, + x, + 5 = 0. 

33.21. Ecrire dans l’espace quadridimensionnel l'équation de 
la droite passant par le point A (—1, 3, 4, O0) parallèlement à la 
droite x) = 2 + 3t, za = —1 +t, za = 71, y = 2 —t. 

33.22. Ecrire dans l'espace pentadimensionnel les équations du 
plan tridimensionnel passant : 
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1) par le point A7 (0, 1, —1, 3, 4) parallèlement au plan tridi- 
mensionnel x, + 2x7: + 3x — TT Et F1 LT 027. 

2) par les points 47, (1, 3, 1, 0, 1) et M. (0, 0, 1, 1, 1) ‘paral- 
lèlement au plan bidimensionnel Ti + Te — 4 —0,r, — La + Ta = 
= 0, a +zs— 2 +1 —0; 

3) par les points A1, (—1, 2, O, O0, 4), AM, (1, 1, 1, 1, 1), 
M; (0, 1, 3, —1, 1) parallèlement à la droite = 1 ni 2, Te — 
= 3 — |, à La = 1 + ti, 2 = —1. 

33.23. Soient (x) et (x°) deux plans dans un espace affine, défi- 
nis respectivement par les sous-espaces directeurs »# et :#”’. Sachant 
que (x) passe par le point À, et (x’) par le point B, démontrer que : 

1) l'intersection de (x) et (x’) n’est pas vide si et seulement si 


+ 
le vecteur A7 appartient au sous-espace .# + c#" 

2) si les plans (1) ct (x°) se coupent, l'intersection (a) Nix’) est 
un plan de sous-espace directeur :# f c# 

33.24. Deux plans de dimensions k, et À, dans un espace affine 
n-dimensionnel ont un point ne Sachant que 4, +k, > n, 
démontrer que la dimension de l'intersection des plans donnés est 
>k: + k, — n. Formuler cette assertion pour tous les cas possibles 
sin — 3 et nr — 4 

33. 25. On sait que le plan (x) de sous-espace directeur :# passe 
par le point À et que le plan (x’) de sous-espace directeur c#” passe 
par le point B ne coïncidant pas avec À. Démontrer qu'il existe un 
plan unique de dimension minimale contenant (x) et (n°) et que le 
sous-espace directeur de ce plan est égal à la somme # + &#" + @, 


—_ 
où est le sous-espace engendré par le vecteur AB. 

33.26. Formuler et démontrer l’assertion analogue à celle du 
problème 33.25 pour trois plans. 

33.27. Ecrire dans l'espace quadridimensionnel les GRR 

1) du plan bidimensionnel contenant le point À (—1, O0, 2, 3) 
et la droite x, — 1 — 1, x, — 3 + 2t, xs = 1 +-t, ds = ie 

2) du plan bidimensionnel contenant les droites parallèles 
= —1+2t, mm =t, 23 = 0, = —5 —t et x, = 3 + 2t, 
Alt = Lori 1; 

3) du plan tridimensionnel contenant le point À (—3, 0, 1, 0) 
et le plan bidimensionnel x, — ze + xz3 — 1 = 0,7, + x + x, = 

33.28. Ecrire dans l'espace pentadimensionnel les équations du 
plan de dimension minimale contenant: 

1) les droites x, — 1 — tt, x  — 2 + 31, x, — 4t, x, — —t, 
= 9er 2 Le 2i, 2 =1 12 = 1 +21. 5 
= 3 — tt; 

2) la droite x, — 2+t, za = —t, za = —1 +t, x, = 1 + 2, 
z; = —3t et le plan bidimensionnel x, = t, + 3t,, z, = —1 + 
ét; nm titi m4 ht thr=—2 + ts: 


18—340 
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3) les plans bidimensionnels x, — x; + x, — 1 = 0, x, + 2x, — 
—Z —2—0,r2 +rs— 2 —=0et x = 2 = 23 = 1. 

33.29. 1) Démontrer que si deux plans dans un espace n7-dimen- 
sionnel sont absolument disjoints, la somme de leurs dimensions ne 
dépasse pas nr — 1. 

2) Démontrer que si deux plans dans un espace #7-dimensionnel 
sont disjoints parallèlement au plan r-dimensionnel, la somme 
de leurs dimensions ne dépasse pas nr + r — 1. 

33.30. Etudier la position relative de la droite et du plan bidi- 
mensionnel dans un espace quadridimensionnel si le plan bidimen- 
sionnel est défini par les équations x, — 2x4 + 1 = 0, x, + 2x, — 
— 3x3 + zy — 2 — 0, et la droite est définie par les équations pa- 
ramétriques : 


jar = + D = 09, Li = 2h, Ti = 1; 

2) x = —2 +3, x = 3 —t, z3 = —1 + 2i, x, = —4 + 4t; 
3 n=60+t, m=5—t, za =1+2t, r, = 1 + 3t; 

4) mn —1+2t, m=1+i, 2 =t, z=1—t. 


33.31. Etudier la position relative de deux plans bidimension- 
nels dans un espace pentadimensionnel si le premier plan est défini 
par les équations x, - x, — À, x; + x, — x; et le deuxième par 
les équations paramétriques : 

Dr =2+t,,r — 3,2 =3+2b,rm =4,12 = 9 +hi+hb; 

2) = —tlur = 3 +2t,,z3 =2+h,rza = 1+th—- tar = 

3) a =2+lt, te. Lo = + +to T3 =3 +2 +, 

29 

4) Ti = ty — te Lo =, 23 = ta = lt, a = 8 — th + 
+ do; 

D) nn =Âi,m=4.z = 1+t +t, xs = 2 + 2ti — 2e, ts, = 
= —5 + 3, — db; 

bla = 41, 21, 2 =2 +20 HE, = dk, 
xs = —1 + 3, — 2 ‘ 

33.32. Démontrer ‘que deux droites définies dans un espace qua- 
dridimensionnel par les équations ZT == Cogo + lCje7 Et E = Cayo + 
+- {Cs0, Ont un point commun unique. Calculer les coordonnées de 
ce point et écrire les équations du plan bidimensionnel qui contient 
les droites données. 

33.33. Les points de l’espace affine sont les polynômes de degré 
<A, et He vecteurs de l’espace associé sont les mêmes polynômes: 


P1 (t) Pa & — De (t) — p, (t). La première droite contient les points 
214 — 9t et t* + 1% — t, la seconde droite, les points 5 + 10° + 
+ 245 et —1 — 2° + 243. Démontrer que ces droites ont un point 
commun unique et trouver ce point (polynôme). 

33.34. Ecrire les équations paramétriques de la droite dans un 
espace quadridimensionnel en sachant qu’elle contient le point de 
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matrice-colonne de coordonnées c:,, et qu’elle coupe les droites 
Æ = Cojo + Congo €t Æ = Co1s + C2105 Calculer les coordonnées des 
points d’intersection. 

33.39. Le système des points 4,, . .., 4,, B,,..., B;est libre. 
Démontrer qu’il existe deux plans (x) et (x°) de dimensions respec- 
tives À — 1 et j — 1 dont l'intersection est vide et qui sont tels 
que le plan (x) contient les iii À, ..., A, et le plan (x) con- 
tient les points B;,, ..., 

33.36. Soient (x) et (n° ) deux plans de l’espace affine, tels que 
l'espace de vecteurs associé est égal à la somme directe ‘des sous- 
espaces directeurs 2# et .f!” de ces plans. Démontrer que: 

1) le projeté de tout point de l’espace affine sur (x) parallèlement 
à (n°) est défini de façon univoque ; 

2) le projeté de tout vecteur AB sur (x) parallèlement à (n°) est 
le projeté de ce vecteur sur «# parallèlement à c#”’. 

33.37. Calculer les coordonnées du projeté du point Af (5, 0, —3, 
4) de l’espace quadridimensionnel : 

1) sur l'hyperplan zx, + x: — z3 + 2x, — 2 parallèlement à la 
droite æ, = 1 —t, x, = 3 + 4t, za = 3t, xs = 1 +; 

2) sur le plan bidimensionnel x, — x, + x3 + 1 — 0, zx, + x, — 
— x, parallèlement au plan bidimensionnel x, + x, + x, + x, = 0, 
TZ — 273 — 3 = 0. 

33.38. Est-ce que l’ensemble de points d’un espace affine n-di- 
mensionnel (n = 1, 2, . ..) est convexe si les coordonnées z;, . .. 
*.. Zn de ces points dans un repère cartésien vérifient la condi- 
tion : 

1) @xty + ... + antn + ao = 0; 

2) ti + ... + antn + 0 > 0; 


3) MT + . Anti & 1, a =. ELLE 
4) Ati +... + Ant > 1, où À > 0, i = 1, , A; 


9) ru >0, 0 ss Jp = 0; 0e: > 0? 

33.39. Démontrer qu’un parallélépipède £-dimensionnel est con- 
vexe. 

33.40. Démontrer que l'intersection d’ensembles convexes est un 
ensemble convexe. 

33.41. Trouver le projeté d’un simplexe quadridimensionnel 
limité par les hyperplans x, — 0, x, — 0, x; = 0, x, = 0 et x; + 
+z+zst+z=1 sur l'hyperplan x + zx + xs + za = 0 parallèle- 
ment à la droite x, = x = z3 = x, 

33.42. Démontrer que toutes les diagonales d’un parallélépipède 
se coupent en un seul point appelé centre du parallélépipède. 

33.43. Trouver pour le parallélépipède 4-dimensionnel le nombre 

1) des faces p-dimensionnelles distinctes; 

2) des diagonales distinctes. 


18* 
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33.44. Déterminer la forme et les sommets des sections du pa- 
rallélépipède quadridimensionnel —1< zx; < 1, à — 1, 2, 3, 4, par 
l'hyperplan x, + Ze + za + x = Ù. 


$ 34. Espaces euclidiens ponctuels 


On utilise dans ce paragraphe les notions fondamentales suivantes: espace 
euclidien ponctuel, distance entre les points, repère cartésien orthonormé, projetés 
orthogonauzx du point et du vecteur sur le plan, simplere régulier, parallélépipède 
rectangle, cube k-dimensionnel, volume du parallélépipède k-dimensionnel, 
sphère, centre et rayon de la sphère, distance entre deux ensembles, angle du vecteur 
et du plan, angle de la droite et du plan, angle de deux plans. 

Le repère cartésien {0. e} est dit orthonormé si la base e est orthonormée. 

On appelle projeté orthogonal du paint À sur le plan (n) de sous-espace di- 
recteur c#/ le projeté du point À sur (x) parallèlement à -4’ +. De façon analogue 

— he — 
on définit le projeté orthogonal 4,B, du vecteur 48 sur le plan (x). 

On appelle simplexe régulier dans l'espace euclidien ponctuel le simplexe 
dont toutes les arètes sont de même longueur. Le parallélépipède II (4,: f1, .- .. 
..…, fr) est dit rectangle si le système des vecteurs f,, . . ., f, est orthogo- 
nal; le parallélépipède rectangle k-dimensionnel est appelé cube k-dimen- 
sionnel si les longueurs de toutes ses arêtes sont égales entre elles. 

Le volume V (I (40; f1, - - ., fx)) du parallélépipède k-dimensionnel 
TT (4,3 fi, - - «+ fr) se définit par la formule 


V (I (4; f1 se În)) = 4 det T (f1: . HE 


où det l'(/1, - - ., fr) est le déterminant de la matrice de Gram du système de 
vecteurs f1, - . ., f£ sur lequel est construit le parallélépipède. 
On appelle sphère de centre au point 4, et de rayon R > 0 dans l'espace 


euclidien ponctuel l’ensemble des points {4:1 4,4 [= R). 

On appelle distance entre deux ensembles -#. et .#° de l'espace euclidien 
ponctuel le nombre 

ESS 
inf | 4B |. 
AËCAL, BE f7 

On appelle angle du vecteur non nul et du plan (x) l'angle que ce vecteur 
fait avec le sous-espace directeur du plan (x). On appelle angle de la droite (D) 
et du plan (x) l'angle formé par le vecteur directeur de la droite (D) avec le 


sous-espace directeur du plan (x). 
On appelle angle de deux plans l'angle des sous-espaces directeurs de ces 


plans. 
Dans les problèmes du $ 34 les coordonnées des vecteurs sont définies dans 


la base orthonormée, et les coordonnées des points, dans le repère cartésien 
orthonormé. 


34.1. Vérifier que la distance p (A, B) des points À et B dans 
un espace euclidien ponctuel possède les propriétés suivantes : 
1) p (4, B) = p (B, À) pour tous points À et B; 
2) p (4, B)<p (4, C) + p (B, C) pour tous points 4, B, C'; 
—> —> 


3) pour tout point C tel que AC = ÀAB on a l'égalité p (A, C) — 
= |Àlp(4, B). | 

34.2. Calculer les longueurs des côtés et les angles intérieurs du 
triangle ABC défini par les coordonnées des sommets : 
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1) À (—1, 0, —1, 2), B (0, 2, 0, 3), C (2, Ar 

2) À (1, 2, 2, — 1), B (3, 0, 3, —1), C (2, 1, 1, 0); 

3) À (0,1, —1, 2, —1), B (4, 1, 1, 2, 3), C (3, 4, 2,5, —1). 

34.3. Est-ce que les vecteurs de matrices-colonnes de coordon- 
nées a, b,c peuvent former un triangle dans un espace euclidien ponc- 
tuel quadridimensionnel ? S'ils le peuvent, calculer les angles in- 
térieurs du angle 

1) a = (3,1, —2, 2), b = ‘(1,1,1,1),c = ‘(—2, 0,3, —1); 

2) a = '(2,—1,1, —3), b —{(1,3, —1—2),c—"(—1,4,3,1); 

3) a — (0, 1,1, —1),b = (1, _. 1),c = {(—1,3,1, —2); 

4) a —"(0, 1,1, —1), b = (1, 2, 0, 1), e —!(1, 3, —1, 2). 

34.4. Déterminer les angles du triangle dont les côtés sont les 
vecteurs p, (t) — 1, pa (t) = t, pa (t) = 1 — t dans un espace eucli- 
dien ponctuel des polynômes de degré <2 muni du produit scalaire 

1 


@, D pat at. 
1 

34.5. Démontrer que dans un espace euclidien ponctuel la som- 
me des angles intérieurs du triangle vaut 180°. 

34.6. Formuler et démontrer le théorème des cosinus pour le 
triangle dans un espace euclidien ponctuel. 

34.7. Démontrer que dans le parallélogramme la somme des car- 
rés des longueurs de ses diagonales est égale à la somme des carrés des 
longueurs de ses côtés. 

34.8. Trouver la longueur de la diagonale du parallélépipède 
rectangle k- done dont les arêtes non parallèles sont de lon- 
gueurs dj, Go, : 

34.9. Calculer Débsle de la diagonale et de l’arête d'un cube 
n-dimensionnel. 

34.10. Démontrer que l'ensemble des points équidistants de deux 
points distincts À et B est un hyperplan passant par le milieu du 
segment AB perpendiculairement à ce dernier. 

34.11. Déterminer le centre et le rayon de la sphère circonscrite 
au simplexe quadridimensionnel défini par les coordonnées de ses 
sommets : 

1) 40 (4, —2, —1, —1), À, (1, se 2, 2), A3 (3, 1, 0, O0), 

A3 (0, 2, 3, sn. te —9, 4 
” 2) Ao (8.3 1 4) A, (1, 3, 3, dix 4, —1), 4, (2,1,2,3), 

(2, 

34.12. L' hyperplan (x) de l’espace euclidien ponctuel quadridi- 
mensionnel contient un tétraèdre défini par les coordonnées de ses 
sommets : Ai (4, 4, —1, 1), 42 (—2, —8, —5, 1), À, (3, 3, 1, 3), 
A,(1, —2, à, 1). En considérant (x) comme espace euclidien ponc- 
tuel tridimensionnel, trouver dans cet espace le centre et le rayon 
de la sphère circonscrite au tétraèdre donné. 
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34.13. Calculer le volume d’un parallélépipède k-dimensionnei 
construit dans l’espace quadridimensionnel sur les vecteurs définis 
par les matrices-colonnes de coordonnées ei, ii ei. 


1)e, —'(1,0,0,1),e, =! G, 2, —2, 0); 
De=i( 1,2, Des (8, 1 , 2, 1); 
3) e, =‘ (2, 1), e; — ‘(1,1 0, 2), SEP 1); 
At A à te, =" (. 0. 0, des = G, 0, 2, 1): 
5)e, ="(1,0,1,1),e, =" (1, 1),e3 =" (1, 1, —3, 1), 


e, =" (1, 0, 0, 2) : 

6) e, — #. 0,0, —1),e, =‘! (1,2,0, —3),e, = ! (0,1, —1, 1), 
e, =" (i, 1). 

34.14. On Fur la relation de récurrence suivante: le volume 
d'un simplexe #-dimensionnel est égal au volume de sa face (4 — 1)- 
dimensionnelle multiplié par 1/4 de la longueur de la hauteur abais- 
sée du sommet opposé à cette face sur le plan de la face. Démontrer 
en utilisant cette relation que le volume d’un simplexe X-dimen- 


sionnel de sommets À,, -.., AK vVaut du volume du pa- 


ue KI 
rallélépipède II (4, ; A4: .... AoAÀKk). 

34.15. Calculer le volume du simplexe: 

1) du problème 34.11.1); 

2) du problème 34.11,2); 

3) du problème 34.12. 

34.16. Calculer le volume du simplexe régulier n-dimensionnel 
dont la longueur de l’arête vaut a. 

34.17. Démontrer que la distance du point À au plan #-dimen- 
sionnel (x) est égale à : 

1) la distance du point À à son projeté orthogonal sur (x); 


Re 
2) la longueur de la composante orthogonale du vecteur 4B (B 
étant un point quelconque de (x)) par rapport au sous-espace direc- 
teur du plan (x). 
34.18. Soient (x) et (x') des plans de sous-espaces directeurs .# 
et A!’ respectivement. Sachant que (x) passe par le point À, et (x') 
par le point B, démontrer que la distance des plans (x) et (x ) est 


égale à la longueur de la composante orthogonale du vecteur 4B 
par rapport au sous-espace c# + H'. 
34.19. L'hyperplan (x) est défini par l'équation ax, + ... 
. + Ann + do = 0. Démontrer que: 


1) le vecteur de matrice-colonne de coordonnées ‘(a;, - .., an) 
est. orthogonal à (x); 
2) la distance du point À (y, . .., Yn) à (x) est égale à 


layi +... + anÿn + aol/V & ... + an. 
34.20. Le point À est défini par ses coordonnées, l'hyperplan 
(x) par l'équation. Calculer la distance de À à (x) si: 


$ 34] ESPACES EUCLIDIENS PONCTUELS 279 


1). 4'(9, 2, —3, 1), (x): 3x + 2 — 23 — Sr4 + 3 — 0; 

2) A (1, —3, 0, —2, 4), (x) : 2%; ss DT2 + T3 + 3T 4 + DT HE 
— 7 = 0. 

34.21. Ecrire l'équation de l'hyperplan parallèle à l’hyperplan 
{n) et situé de (x) à la distance donnée d, si: 

1) (x): 5x4 +- 27e — 4x, + 2r, — 3, d — 2; 

2) (x): x, — 4xo + 2x3 + 2x, = 4, d = 5; 

3) (x): 22 — Zoe — La + Ta + Br — —5, d = à. 

34.22. Déterminer le projeté orthogonal du point À sur l’hy- 
perplan (x): 

1) À (7, —1, 6, 1), (n): 3x, — ze + 2x3 + x, —5; 

2) À (1,2, 8. —2), (x): 27, — 2x, + x, = 11; 

3) À (3,0, —1, 2,6), (x): 5x, + 3xs — 2x, — x, + 4x, — —16. 

34.23. Les points À et B sont définis par leurs coordonnées. Trou- 


ver le projeté orthogonal du vecteur AB sur l'hyperplan (x) si: 

1) À (—3, 0, 1, 3), B (5, 2, 2, 3), (n): 2x + ze — xs = 3; 

2) A (3, 3, —8, —3, 4), B (3, 2, —1, —2, 2), (x): m1 + za — 
— 273 + Zs + T5 = 9. 

34.24. Trouver le rapport de la longueur de la projetée orthogo- 
nale de l’arête du cube n-dimensionnel sur sa diagonale à la lon- 
gueur de la diagonale. 

34.25. Trouver le point orthogonalement symétrique du point À 
par rapport à l’hyperplan (x): 

1) 4 (5, 5, 3, 3), (a): 2x, + 822 + zs + 2x, + 2 = ; 

2) A (3, 5, —3, 5), (n): 21 — 3re + 4za — 5x4 — 2 = 0; 

3) À (3,6, 3,8, 1), (n):x, — xs — 2x, + 2x, —3 — 0. 

34.26. Trouver le projeté orthogonal du point À sur la droite 
(D): 

1) À (1, . 0); (D); na =4+it,z =3 +21, x, 
— 1, Zy = 

2) À (—2, 1,4,2);,(Dj:r = 3 +21,zx =3 —1,z, = —1 + 

+t,z= —3 +t; 

3) A (2,4,3, À, 1); (D): nm =2 —2t, x, = 1 + 3t, x, — 

— —1 + 21, 7, =2 +1, L, = —t. 

34.27. Le point À n'appartient pas au plan (x). Démontrer qu'il 
gxiste une droite unique passant par le point À, coupant (x) et per- 
pendiculaire à (x). 

34.28. Ecrire les équations de la perpendiculaire abaïissée du 
point À sur la droite (D): 

1) À (1, 1. —2, 4); (Dj: =4+3,2z,, =2 +t, zx, =3 + 

+ il, za —1 — 
2) À (1, —3, 4 3), (Dm =2+tirz = 1 —2t,z;, = 1 + 
+ 2t, x =; 

v. A, 0,1,1,1); (Dj: =t, 2, =3 —2t, 2, = —2 +1, 

= — + 2t, Ty — {. 


a 
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34.29. Déterminer le point orthogonalement symétrique du point 
A par rapport à la droite (D): 

1) A (4,1, —1, —1), (D) est la droite du problème 34.26, 1); 

2) A (2,5, —3, —2), (D) est la droite du problème 34.26, 2). 

34.30. Calculer l'angle que le vecteur défini par la matrice-colon- 
ne de coordonnées a forme avec l'hyperplan (x), si: 

1) a — (0, 1, 0. 1), (m):3x, — ze + zs — 5ra = 2; 

2) a = ‘(1, À 4, 1), (nx):93x, — ze + 2zs + 27, =; 

3) a = (1, À 3, 2, —1, —1), (n):xs + zo— 2273 +37 —x = 1. 

34.31. Calculer l’angle des droites (D,) et (D,) si: 

1) (D): =4 +i,ze = —2t, xs = 1 —1t, zx, =2; (D.): 


Z, = 9, Ts = t,Ls—9 +1,12; —= —|;: 
21D)jz=TtT+im=24lai=3+bmm = = 1 — 
—t; (D): =t;, za = 5, x = 1 +i,z, = 3 —2t, x, = 2t. 


34.32. Calculer la distance du Pre A à la droite (D): 
= —2 + 91 : 

rs 2, 1, 9), (D:z2.=3+t,ze = 1 +t,z3 = 2 + 
rt _. 
3) "4 (8, 3, 1, 0,0); (D:x =2+3t,z = 1+21, zs = —t, 
PS RE —1 — |; 

4) A (A, —1, —1,1);, (D): 2 + ze + 2x3 + 1 = 0, 
JTo + 2Z3 —ZLa =, | —0;.7, — Li + zs + rs +2 = (. 

34.33. La droite (D,) de vecteur directeur a, passe par le point 
A;, la droite (D,) de vecteur directeur a. passe par le point A.. Dé- 
montrer que: 


1) le carré de la distance de (D,) à (D;,) vaut det F (AA, Œy» 
a)/det T (a, a) si a, et a, ne sont pas colinéaires; 


2) le carré de la distance de (D,) à (D.) vaut det F (4,4,, 
&)/ | a | * si a, et a, sont colinéaires. 

34.34. Chercher la distance entre les droites (D,) et (D.): 

1) Diji:n =1+i, za = —1,zs = —t,z = —2+1t; (D): 
41,2 =2l;.1;:=1 Et 7, = 1: 

2) (D,):x = 2 +1, xs — —1 _J,zs = 2 +01, 2 = 1 1; 


(D,):z,=3 —t,2x = 1+2t, xs = —1 —21;, r,=2 +1; 
3) A): dE LE 2; ts = 1, Ait Lys = —t;(D;): 
ml Eh: =21, 21-62 = 1, T2; 


4) Dj: =1+t, 2 = —2t, 23 =1 —1t,2x, = —1 +1, 
zx, =t; (D;): dl, ce 7 Op La = —1 —t,z, —=1+t, 
Z =2+t,; 

5) (D): = 1 — 21, 2 = 0, za =t, 2 =1+t, z; = 2; 
(Dajir, = A1 +tz = —1+i,zs = 0, x =1,z, = —2 —t. 

34.35. Écrire les équations de la perpendiculaire abaissée du 
point À sur le plan (x) si: 
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1) À (3,7 » —2 1: Gr e2i=2 Pl, tr + 
+ Lo, La = +, 

2) A (—3, + 4,7, —3); (n): ta =ty + ts Ta =2+te + 
Htyts=2+t te = 1 Lt hist = 148 

34.36. Trouver le projeté orthogonal du point À sur le pan (x) si 

1) À (—3, 2,2, —2); (nn): = 2+t Hits ts = 4 +2, za = 
= l,, Ta = —l,; 

2) A (8,2, 1,4, 1); (Ginu=1+i,z = —1 +t,,z, = 
Jr Lt T2 t;z, 1: 

3) À (0, —1, 5, 1, —2); (n):m = 1+t,x = la Ta = 1 + 
SE ES EE 

34.37. Déterminer le point orthogonalement symétrique du point. 
A par rapport au plan (x) si: | 

1) À (5 _ —1, A1); (nn =1+t;r=t, 23 = —2+t, 
Li = w 

2) À (3, 50.2. 2}: (nr = =2Ek = JE. 
La = 3 —t — to, Zi = 1. 

34.38. Soit (x) le plan de sous-espace directeur .#, passant par le: 
point 4,, et soit (f,, . . ., f,) une base dans .#/. Démontrer que le car- 
ré de la distance du point À, au plan (x) vaut 


det D'(AoAus fs «es fa)/det D (fs -  - fa). 


34.39. Calculer la distance du point À au plan (x): 

1) dans le problème 34.35,1); 

2) dans le problème 34.35,2). 

34.40. Calculer la distance du point À au plan (x) défini par les 
équations paramétriques si : 

1) À (1, F LE D: (n): n= —2 +At, ze = A1 +t —t, 
T3 = —la. 1 — Lo 

2) À %3. 4 4 Dj: (a): =? El; m = Ft 23 = 
= L) — Lo, La ue — tt, — db; 

3) A (i, 2, 1, 3,0); (x) mm =1t+t,r — tt) +, za = 1 + 
Dia el tt 0 0. 

34.41. Calculer la distance du point À au plan (x) défini par le- 
système d'équations linéaires, si: 

1) A (1,0,0,1); (x): x + 2x, + 2x4 — Br, = 7,2, — 2xre + 
+ 2rs = —6; 

2) A(1,2,0,0); (x): mi + ze — za — za = 1, 22: — 3rs + 
+ Li = 2x, D ee er 0. 

34.42. Les ‘points AetB sont définis par leurs coordonnées. Cal- 
culer l’angle entre le vecteur AB et le plan (x) si: 

1) À (1,2,2, hs B (4,0,0,2); (x) Du. 
La = —t +t 9. 

2) A (0, 1, ae 0, 1), B (3,1,0,1,2); (n):m =t;, +te, ze = 
Dire lim lle 01: 
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3) A (—1, —1, 1, 0, 1), B(2,1,1,1,0); (x): a =1t, +t:, 
2 =2+t,zs=1 tt = —h+tszs = —2s 

34.43. Les plans (x) et (x’) de l'espace euclidien ‘ponctuel n-di- 
mensionnel sont définis par les sous-espaces directeurs «# et .#" res- 
pectivement. On sait que (x) passe par le point À, et (x’) par le 
point B. Si (g,. ..., g.) est une base dans le sous-espace .# + .f{”, 
démontrer que le carré de la distance entre les plans (x) et (7°) vaut 


— 
det L (4B, g1, ..., gr)/det F (g,, ..., gx). 

34.44. Calculer la distance entre les plans (x,) et (x.): 

1} GK): m2 = 21, 2 = 4 Hit, zi= THE tx; —= 0: 
(To) :Zs = 1 —2t,,2e = 1 + 21, + 30, za = 1+4,, za=1 +2, + 
+ 24, ; 

2) (mn): mn =3+t + 2 ta = ti, Za = 1 + — ta La = 
= —t,  —t; (n):n = 2t + te La = 1 — 3, +te, z3 = —8 — 


SUR) M =2 Et A = 2h 2 = 1, & =1, z, = 0: 
ee. La =0, re=l+hithis, Ta = +2 2 = 2,2 =1+t — 
4) Gun = T Ho Lo = ter Ts = tas La = tits = 2h35 (ne): 
Lt lit = 2 El ET =r = Eh = +; tt 
Zy = 2 +ty —te + 2ts; 

D) (mu): 27 — za + 3x, — 0, 2x, — 27, + 3rs — 3x, —= 8; 
{rte): Lo — 3ts — 2Ts = 2, XL — Ta —ZXa = 0; 

6) (nm): Zitro — La = 1, 22 + re — ZT A: (Ro): 1 + Ze + 
+ z3 = —1, m Lee, 27) — To — Ze 0. 

34.45. Dans l’espace affine n-dimensionnel, les plans (x,) et 
{x.) de dimensions k, et k, respectivement sont absolument disjoints. 
Démontrer que: 

1) il existe un plan unique de dimension nr —k, —k, orthogonal 
à (x,) et (x,) et coupant chacun de ces plans; 

2) il existe une droite unique orthogonale à (x,) et (x.) et coupant 
Chacun de ces plans. 

34.46. Ecrire les équations du plan de dimension maximale, 
orthogonal aux plans (x,) et (x.) et coupant chacun d'eux, ainsi 
que les équations de la perpendiculaire commune à (x,) et (n,) si: 

1) (x,) et (x.) sont les droites du problème 34.34, 1); 

2) (x,) et (x) sont les droites du problème 34.34, 3); 

3) (x) et (x.) sont les plans du problème 34.44, 3). 

34.47. Calculer l’angle des plans (x): = 2 +t, +te, ze = 

= La =t,t = —1 +i, —t et (n):x, = t, + 2e Lo = 3 + 
+ do, La = 2 —t, — 2, Ta = — to 

34.48. Dans le  simplexe régulier pentadimensionnel 
À 0414 34 34 44, calculer l’angle: 

1) des faces A,4,4, et A4 544; 

2) des faces 4,44, et A4 54445; 

3) des faces Ao4,42 et A,4:4 sd 445. 


CHAPITRE XIV 


TENSEURS 


$ 39. Définition du tenseur invariant. : 
Notations tensorielles, matrices multidimensionnelles 


On utilise dans ce paragraphe les notions fondamentales suivantes: inva- 
riant, tenseur de type (p, q) (p fois contravariant, q fois covariant), tenseur de va- 
dence (p + q), covecteur, composantes d'un tenseur, matrice des composantes du 
tenseur, loi de transformation des composantes du tenseur par changement de base. 

L'espace vectoriel n-dimensionnel est noté Z,. On admet partout dans 
<e chapitre que l'espace Z, est réel. Le tenseur est désigné par une seule lettre, 
et ses composantes, par la même lettre avec indices. Par exemple, les composan- 


tes du tenseur a de type (2, 1) sont notées ai (on admet que les indices à, j, k 
parcourent tous les entiers naturels de 1 à n, où n est la dimension de l'espace). 
Le tenseur peut aussi être noté ai. 


Les indices inférieurs et supérieurs sont dits aussi covariants et contrava- 
riarts respectivement. 


Les éléments de la matrice de passage S d’une base à l’autre sont en général 
désignés par 0! (é étant le numéro de la ligne et ; le numéro de la colonne). Les 


éléments de la matrice 7 inverse de S sont notés ti. Si on fait le passage à une 


nouvelle base, les composantes du tenseur de type (2, 1) se transforment d'a- 
près la formule 


78 — nil et 


On convient que la sommation dans le second membre de l'égalité se fait sur les 
indices i, j, k. Tous les indices parcourent les entiers naturels de 1 à #. La trans- 
formation des composantes d'un tenseur quelconque s'effectue de la façon ana- 
logue. On dit que les indices inférieurs du tenseur se transforment à l’aide des 
éléments de la matrice de passage S et que les indices supérieurs le font à l'aide des 
éléments de la matrice inverse. 

Les tenseurs dont toutes les composantes sont nulles sont dits nuls. Dans 
quelques problèmes on utilise le tenseur de type (1, 1) appelé symbole de Kro- 
necker. Ses composantes dans toutes les bases se définissent par la formule 


si 1 pour i—=})j, 
j 0 pour i£ j. 


Dans le cas où il est nécessaire d'écrire toutes les composantes d'un tenseur, 
on recourt à l'écriture matricielle. Fournissons sur ce sujet quelques détails. 

Ordonnons au préalable tous les indices du tenseur de la façon suivante: 
d'abord tous les indices supérieurs de gauche à droite, puis tous les indices infé- 
rieurs de gauche à droite *). Après avoir ordonné les indices on peut écrire 
l'ensemble des composantes d'un tenseur de valence 2 sous la forme d'une ma- 


*) Pour certains tenseurs de l'espace euclidien, on utilise un autre procédé 
de mise en ordre des indices. On en parlera plus bas dans l'introduction au $ 37. 
La description de l'écriture matricielle des composantes du tenseur se rapporte 
à tous les tenseurs dont les indices sont ordonnés d'une façon ou d'une autre. 
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trice carrée d'ordre n; ce faisant, on admet que le premier indice de la compo- 
sante est égal au numéro de la ligne, le deuxieme au numéro de la colonne. 

De façon analogue, l’ensemble des composantes d’un tenseur de valence 
3 peut être mis sous la forme d’une matrice tridimensionnelle d'ordre n. Pour 
écrire Ja matrice tridimensionnelle on procède de la façon suivante. En fixant 
une valeur quelconque k du troisième indice, on obtient une couche bidimension- 
nelle ou une section bidimensionnelle de la matrice tridimensionnelle, soit la 
matrice carrée 4; d'ordre n. Les composantes du tenseur donné se disposent 
dans la matrice À, de telle façon que le premier indice de la composante est 
égal au numéro de la ligne, le deuxieme au numéro de la colonne et le troisième 
indice est égal à x. On peut maintenant écrire toutes les composantes du tenseur 


sous la forme de la matrice rectangulaire (plane) À = || 4,44 ... 4, Ps) 
à n lignes et n°? colonnes dont les éléments sont ceux des matrices 4,. La matrice 
A est aussi appelée matrice tridimensionnelle. Par exemple, pour n = 2 les 
composantes du tenseur ai, forment la « matrice tridimensionnelle d'ordre 2 » 
dii Gps |@ÿ2 3e 
fi A2: 


2 2 
dia Ayo 


qui se compose de deux couches bidimensionnelles. 

Les composantes d'un tenseur de valence 4 dans Z, forment une matrice 
quadridimensionnelle d'ordre n. Après avoir fixé les valeurs quelconques k, ! 
des deux derniers indices, on obtient une matrice carrée A}, d'ordre n, appelée 
section bidimensionnelle de la matrice quadridimensionnelle. Les composantes 
du tenseur considéré se disposent dans la matrice 4;, de telle façon que le pre- 
mier indice de la composante se confond avec le numéro de la ligne, le deuxième 
indice est égal au numéro de la colonne, le troisième et le quatrième indices sont 
k et L respectivement. Toutes les composantes du tenseur peuvent maintenant 


œ 


être écrites sous la forme de la matrice carrée (plane) À — || 4,; IE d'ordre n° 
dont les éléments sont ceux des matrices 4,,. La matrice À peut également être 
appelée matrice queen opae’e. Par exemple, pour n = 2, au tenseur 
ajjnu correspond Îa « matrice quadridimensionnelle d'ordre 2» 

1112 disie 

Gor12 oo 

dy122 Gisoo 

Gri2s (oo 


Gy111 i211 
o111  Cs211 
Gyio1 oi 
Goi21 2221 


qui comprend quatre couches bidimensionnelles. 


35.1. Soient E!, E* et ', n° les coordonnées des vecteurs x et y 
dans une base arbitraire de l’espace vectoriel bidimensionnel. Fai- 
sons correspondre à cette base les nombres: 


E n 
DEHE; D En 3e 4 
Comment se transforment ces nombres avec le changement de base ? 
Vérifier si chacune de ces grandeurs est un tenseur, un invariant. 
35.2. Faisons correspondre à chaque base de l’espace £, : 
1) le nombre 1 ; 2) un ensemble ordonné des nombres 1,..., n. 
Est-ce que cette correspondance est un tenseur? Un invariant ? 


*) Le signe . montre que les éléments de la matrice sont des nombres et. 
non pas des matrices (voir introduction au $ 15). 
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35.3. Soit @ une transformation linéaire de l’espace vectoriel 
£,. Notons À = ||a;;|| sa matrice dans une base arbitraire et fai- 
sons correspondre à cette base le nombre: 

1) det À ; 2) cos det À ; 3) Rg À; 

4) det ‘AA ; 5) au + Goo 6) Guy + Goo + d3s Comment varie 
chacune de ces grandeurs avec le changement de base? Dans quel 
cas définit-elle un tenseur? Un invariant ? 

35.4. Soient b une fonction bilinéaire, B = || b;;|| sa matrice 
dans une base arbitraire de l’espace £,. Faisons correspondre à cette 
base le nombre : 

1) det B ; 2) b, + ... +- 0h 3) b,;; 

4) det ‘BB ; 5) Rg B; 6) sgn det B. 

Comment varie chacune de ces grandeurs avec le changement de base ? 
Dans quels cas définit-elle un tenseur? Un invariant ? 
35.5. Soient f une fonction linéaire sur l'espace vectoriel £, 


@t (&,, ... a,) la matrice-ligne de ses coefficients dans une base 
arbitraire. Faisons correspondre à cette base: 
1) le nombre a + ...+a,; 


2) un ensemble ordonné des nombres a;, ..., a,. Comment va- 
rient ces grandeurs avec le changement de base? Lesquelles de ces 
dernières sont des tenseurs? Des invariants? 

35.6. 1) De quel type est le tenseur défini par une fonction bili- 
néaire dans £, ? Comment trouver les composantes de ce tenseur ? 

2) De quel type est le tenseur défini par une fonction quadratique 
dans £, ? Comment trouver les composantes de ce tenseur ? 

35.7. Les fonctions linéaires f, g possèdent dans la base e de 
l'espace £, les coefficients a,, ..., a, et b,, ..., b, respective- 
ment. Montrer que les fonctions: 

1) £; 2) fg 
définissent les tenseurs dans £,, indiquer leurs types et écrire les 
composantes de chacun d'eux dans la base e. 

35.8. Les fonctions linéaires f, £ possèdent dans la base e de 
l’espace £, les coefficients à,, . .., a, et b,, ..., b, respective- 
ment. Faisons correspondre à chaque couple de vecteurs x, y de £, 
le nombre 

1) £ (x) g (y); 2) £ (x) £ (y). 

Montrer que chacune des fonctions obtenues détermine un tenseur 
dans £,, indiquer son type et écrire les composantes dans la 
base e. 

35.9. À chaque couple de vecteurs x, y de l'espace vectoriel 
£n (n> 3) est associé le nombre f (x, y) défini par l'intermédiaire 
des coordonnées El, ..., E" et n', ..., n" de ces vecteurs dans la 


base e à l’aide des formules suivantes: 
n 


1) f(x, y) = En; 2) f(x, y) = D Eini. 


1 
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Indiquer le type du tenseur correspondant et écrire ses composantes 
dans la base e. 
35.10. La fonction f:£, +R (n > 2) est définie par les coor- 


données £', ..., E" d’un vecteur x dans la base e d’après l'une des 
formules : 


1)1(7) =E +8; 2) f(x) = (1)? + 28; 
3) 1 (e) = EH... + 895 4) Fo) = D GE 


Indiquer le type du tenseur correspondant et écrire ses composantes 
dans la base e. 

35.11. Soit £* l’espace de toutes les fonctions linéaires définies. 
sur un espace vectoriel £,, et soit @: £%: —R une fonction linéaire 
sur £;. Montrer que w définit un tenseur de type (1, O0) sur #,. 

39.12. Soient donnés les tenseurs 4,,, ai, E‘, n', b;. Les grandeurs. 
c, d, g, h sont définies dans chaque base par les formules: 

1) © = a;jkïn’; 2) d = a,jEit; 

3) g = albiti: 4) h = biEi. 

En se basant sur la loi de transformation des composantes des ten- 
seurs donnés, montrer que ces grandeurs sont des invariants. 

35.13. Soient donnés les tenseurs a, Ei, b;. Les grandeurs ci, 
d; sont définies dans chaque base par les formules respectives cî? — 
— a; et d; — ab. En se basant sur la loi de transformation des 


composantes des tenseurs donnés, montrer que ci est un vecteur et. 
d; un covecteur. 


39.14. Le tenseur de type (1, 1) possède dans une base les compo- 
santes 
si 4 si i-)j; 
IT 10 siizij. 
Est-ce que ses composantes varient avec le changement de base ? 


Quel est le sens géométrique de ce tenseur? 
35.15. Le tenseur de type (0, 2) possède dans une base les compo- 


santes 
8 À sii-)j; 
HT TO siizj. 
Comment varient ses composantes avec le passage à une autre base ? 
Quelle fonction bilinéaire correspond à ce tenseur ? 


35.16. Le tenseur de type (1, 0) possède dans une base les compo- 
santes 


gi Fe si = lp; 
70 si ii 
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(ë, est un nombre entier fixé, 1 < ro < n). Déterminer les composantes: 
du tenseur proposé dans la base e” — es. 

35.17. Le tenseur de type (0, 1) possède dans une base les compo- 
santes 


6; — . : . 
0 si ii 
(ë, est un nombre entier fixé, 1< i < n). Déterminer les composan- 
tes de ce tenseur dans la base e” — es. 
35.18. A chaque base de l'espace £, (n > 2) on associe les nom- 
bres 
1 si i-k-Æj=l; 
6—4 —1 sii=lÆj=k; 
O0 dans les autres cas. 


Est-ce que cette correspondance est un tenseur ? Combien de compo- 
santes nulles possède ce tenseur si n — 3? 

35.19. Le tenseur 6 de type (0, 2) possède dans une base e de l’es- 
pace vectoriel Z, (r > 2) les composantes 64, = 6j%* (i,, jo sont 
des nombres entiers fixés, 1< i,<n, 1< j,< n, le symbole 
6x?" est défini dans le problème 35.18). 

1) Ecrire explicitement toutes les composantes du tenseur 6 dans. 
la base e pour n = 3. 

2) Déterminer les composantes du tenseur 6 dans la base e” — 

= es. 

39.20. À chaque base de l'espace £,, (n > k > 1) on associe les. 
nombres: 


1 si (is, ...,i,) est une permutation paire des. 


nombres j,, ...,j, distincts deux à deux: 
= — 1 si (à, ...,i,) est une permutation impaire des. 
nombres j,, ...,j, distincts deux à deux; 


0 dans les autres cas. 


Est-ce que cette correspondance est un tenseur ? 


39.21. 1) Le tenseur de type (0, nr) possède dans une base les com- 
posantes 


(— 1)": ) si tous les nombres ljs ce. in SONt. 
Es à — différents ; 
ic-ctn 
(8 dans les autres cas 
(N (i - - - in) est le nombre des perturbations de l’ordre dans la per- 
mutation (i,, ..., in)). Calculer les composantes du tenseur donné 


dans la base e’ — es. 
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2) A chaque base de l'espace £, on associe les nombres &;,. .. ;. 
Est-ce que cette correspondance est un tenseur de type (0, n)? 

35.22. Soit un tenseur de valence trois dans un espace quadridi- 
mensionnel. Combien de composantes possède-t-il ? Combien de ter- 
mes contient l'expression de la nouvelle composante par l'intermé- 
diaire de l’ancienne lorsqu'on écrit la loi de transformation des com- 
posantes ? Combien de facteurs y a-t-il dans chaque terme ? 

35.23. Soit dans l'espace £, un tenseur de type: 

1) (1, 1); 2) (2, 0); 3) (1, 2). 

Sans utiliser les notations abrégées de sommation. écrire sous la for- 
me explicite la loi de transformation de ses composantes. 

395.24. Soit dans l’espace bidimensionnel un tenseur de type 
(p, q). On ordonne ses composantes de manière à lui rendre la forme 
d’une matrice-colonne a à 2P+4 éléments. Ecrire la loi de transforma- 
tion des composantes du tenseur sous la forme a” — Va, où V est une 
matrice carrée d'ordre 2P#4, si: 

1)p=1,qg=1;2)p=2,q =0; 

2) D = 1,92 

35.25. Ecrire sous la forme matricielle la loi de transformation 
des composantes des tenseurs de type: 

1) (0, 2); 2) (1, 1); 3) (2, 0). 

35.26. Les composantes du tenseur de type (p, g) et de valence 
‘2 forment dans une base arbitraire e de l’espace vectoriel £, la ma- 
trice 4.. On fait correspondre à e la matrice 4;'. Démontrer que cette 
‘correspondance définit un tenseur. Indiquer son type si: 

1) p =0, g = 2: 

2) p = 1, q = 1 (expliquer le sens géométrique du tenseur obte- 
nu); 

9) D=2,q = 0. 

35.27. De quels types sont les tenseurs dont les matrices des com- 
posantes sont bidimensionnelles? Tridimensionnelles? Quadridi- 
mensionnelles? k-dimensionnelles ? 

35.28. Une matrice tridimensionnelle || a;;, || d'ordre 2 : une 
section (couche) k — 1 composée d'unités et une section # = 2 com- 
posée de zéros. Ecrire a;;, pour tous les indices possibles. 

35.29. Une matrice tridimensionnelle || a;;, || d'ordre 3 a des 
sections # — 1 et À — 2 composées d'unités et une section À = 3 
composée de zéros. Ecrire les sections bidimensionnelles de la matri- 
ce, qui correspondent à à = Î, à = 2, i = 3. 

35.30. 1) Combien de sections bidimensionnelles différentes pos- 
sède une matrice tridimensionnelle d'ordre 3? Quel ordre possède 
chaque section ? 

2) Combien de sections bidimensionnelles possède une matrice 
quadridimensionnelle d'ordre 2? 

3) Combien de sections bidimensionnelles a une matrice quadridi- 
mensionnelle d'ordre 3? 
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35.31. Les nombres 6}; forment une matrice quadridimension- 
nelle d'ordre 2. 

1) Ecrire toutes ses sections bidimensionnelles correspondant aux 
indices inférieurs fixés. 

2) Trouver une relation entre les sections de la matrice || ô;? || 
et la matrice || 64, || (les symboles 6}, 6,, sont définis dans les pro- 
blèmes 35.18, 35,19 respectivement). 

35.32. 1) Soient une base e et une matrice À (p + q)-dimension- 
nelle. Démontrer qu'il existe un tenseur de type (p, q) défini dans la 
base e par la matrice À. 

2) Démontrer qu'il existe un tenseur de tout type défini à l’avan- 
ce. 

35.33. Soit f une fonction réelle de trois variables zx € £,, 
y EL h, 3 EL,, linéaire par rapport à chacune d'elles. 

1) Exprimer la valeur de la fonction par les coordonnées des vec- 
teurs Z, y, =. 

2) Montrer que l’ensemble des coefficients de la forme obtenue 
représente un tenseur de type (0, 3). 

3) Exprimer les composantes de ce tenseur par les valeurs de f sur 
les vecteurs de base. 

35.34. Les fonctions linéaires f, g, h sur £, possèdent dans la ba- 
se e les coefficients @;,, Go, gs Br Bar Ba Vis Ver Vs respectivement. 
On associe à tout triplet de vecteurs x, y, : de €, le nombre: 

1) fG)g(y)h(:); 2) Ê (x) £ (y) £ (:): 

3) Lx) Fu) Ê() + g (x) g (y) g () + h (x) h (y) h (:). 

Montrer que chacune des fonctions obtenues définit un tenseur dans 
-L, indiquer son type et écrire la matrice dans la base e. 

39.395. À chaque triplet de vecteurs de l’espace £, rapporté à 
une base on associe le nombre f (x, y, =) défini par les coordonnées 
ELLE, ES: n!',n, n°; &; &?, & de ces vecteurs d’après l’une des for- 
mules suivantes: 

1) f(x, y, :) = ne + Ent; 


2) Fey, 9 = D Ent. 


Indiquer le type du tenseur correspondant et écrire sa matrice. 

39.36. Soient ®# l'espace vectoriel des fonctions bilinéaires sur 
Ln, et p:£, — # une application linéaire. Montrer que œ définit 
le tenseur de type (0, 3) dans l’espace £,. 

39.37. Le tenseur de type (p, q) est défini par la matrice À dans 
une base (e,, e., e,) de l’espace £.. Trouver sa matrice dans la base 
(e,, es, e:) si: 

1) p=2,q = 1, À = Aye, € = en € = es € à 

2) p=2, q = 1, À = Ayon € = —€,, €, = —Co, €, = —3; 

3) p=0, q=3,, À = Ayez €; = 2e, €, = —e, e, = 
19—340 
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35.38. Déterminer comment varient les composantes du tenseur 
de type (1, 2) défini dans l’espace £, si on permute d’une façon 
quelconque les vecteurs de base. 

35.39. Le tenseur de type (p, q) est défini par la matrice À dans 
une base e de l’espace Z.. Trouver sa matrice dans la base e” — 


= eS si: 
1) p=1, g=2, À = Asa S = A2 
2) p =0, g — 3, À = A55g S — A9) 
3) p = 0, q = 3, A = Agsss S = A2 
4) p =2, q = 1, À = Asa S — A4 


$ 36. Opérations algébriques sur les tenseurs 


On étudie dans ce paragraphe les opérations tensorielles suivantes: additior 
des tenseurs, multiplication par un nombre, multiplication des tenseurs, contraction 
relative à un indice supérieur et un indice inférieur, contraction de deux tenseurs, 
transposition, symétrisation et alternation du tenseur par rapport à un ensemble 
d'indices inférieurs ou supérieurs. | 

D'une façon générale, le tenseur résultant d'une opération algébrique est 
désigné par une nouvelle lettre. C'est ainsi que le tenseur obtenu par transposi- 
tion du tenseur a;; peut être noté b,,; toutes les composantes vérifient dans ce 
cas l'égalité b,, — ay. Pour désigner l'opération de symétrisation, on met. 
entre parenthèses les indices du tenseur qui sont soumis à la symétrisation. Si 
les parenthèses contiennent des indices non soumis à la symétrisation, on 
écrit ces derniers entre deux barres verticales. Par exemple, le tenseur b;;y, = 
= d(;tslx s'obtient de a;;», par symétrisation par rapport aux indices i, k. Or 
peut faire la même remarque sur l'opération d'alternation qu'on désigrie par la 
mise entre crochets des indices soumis à l'alternation. La multiplication des 
tenseurs est désignée par le symbole @ ou par le point. La multiplication des 
tenseurs n'est pas commutative. C'est ainsi que si a,, et b}, sont les composantes 
des tenseurs a et b, on peut écrire a @ b = c, b @ a := d; ceci étant, on a 
Cyjhi = GijdRt digni = bison. Les tenseurs c, d s’obtiennent l’un de l'autre. 
par transposition. 


Opérations linéaires, multiplication des tenseurs 
(problèmes 36.1 à 36.20) 


36.1. Vérifier la loi de transformation des composantes de la som- 


me des tenseurs a, et b;, en se basant sur Ja loi de transformation 
des composantes des termes de la somme. 

36.2. Comment est liée la somme des transformations linéaires à 
la somme des tenseurs correspondants ? 

36.3. Soient À, la matrice de la transformation linéaire w, et 
B. la matrice de la fonction bilinéaire b dans la base e. Est-ce que 
la somme 4. + B. est définie? Est-ce que la correspondance asso- 
ciant à chaque base e la somme des matrices 44 -+ #8, est un ten- 
seur ? 

36.4. Les tenseurs a et b de type (2, {) ont dans une base e les 
matrices de composantes À et B. Calculer les composantes des ten- 
seurs a) a + b:b) 2a + 3b; c) b — 2a dans la même base si: 
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1) À = Ag5o, B = Açm; 2) À — Açss B — A6; 

3) À = Agger B = A6ss; 4 cos B — Asp 

36.5. On donne les matrices À, B, C, D qui sont formées par les 
composantes de quatre tenseurs. Définir si les tenseurs sont linéaire- 
ment dépendants lorsque : 

1) À = Age B = A56s C — Aggs D = Ag52; 

2) À = Agsor B = Ass C = Agso D = A5; 

3) A — — À çe B == À ge 63" Cu — À 650: D — A 52. 

36.6. 1) Quelle est la dimension de l’espace vectoriel £ des ten- 
seurs de type (p, q)? 

2) Indiquer une base quelconque dans #. 

3) Indiquer encore une base dans #. 

36.7. A la base e de l’espace vectoriel bidimensionnel correspond 
une base e* dans l’espace des tenseurs de type: 

1) (0,1); 2)(1,1); 3)(s) (0,2): 4) (1,2). 

La base e* est formée de tenseurs possédant dans la base e une com- 
posante égale à 1 et les autres composantes égales à 0. Comment se 
transforme la base e* si la base e est transformée à l’aide de la ma- 
trice de passage S? 

36.8. Vérifier la loi de transformation des composantes du ten- 
seur a @ b en se basant sur la loi de transformation des composantes 
des facteurs ai, bin. 

36.9. Déterminer le type et la matrice du tenseur a @ b si: 


type de a matrice de a type de b matrice de b 
4) (1, 0), Cios (1, 0), Csi : 
2) (1, 0), Cisr (0, 1), C1 : 
3) (0, 1), Cis, (1, O0), Ca; 
4) (0,1),  fcy (0, 1), LE 
d) (O, 2), Ai (0, 1), ‘C3; 
6) (0, 1), C3, (0, 2), A ; 
ê) (2, 0), As (1, 0), Ce; 
8) (1, 1), À y8 (1, 0), C8; 
9) (1, O0), Cgs 2, O), Ag; 

40) (1, 0), Cyr (1, 1), As ; 
11) (0, 3) A5: (0, 1), Cg ; 
12) (0, 1), (Ce (0, 3), À 650 ; 
13) (1, 2), A651, (0, 1), Cs; 
14) (0, 1), ‘Cgs (4, 2), Ags1 ; 
15) (0, 2), A7 (0, 2), 18 
16) (0, 2), As; (O, 2), TE 
17) (1, 1), As (1, 1), À,s ; 
18) (2, 0), A3, (1, 1), 19 
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36.10. Ecrire la matrice formée des composantes du tenseur: 

1) aïb?; 2) a;b;;, 3) aïb;; 4) a;b? 
sous la forme du produit kroneckerien des matrices de composantes 
de ces tenseurs. 

36.11. Soient a, b des tenseurs de valence 2 définis par les ma- 
trices À et B. De quel type doivent être ces tenseurs pour que la 
matrice de leur produit tensoriel soit un produit kroneckerien (à droi- 
te): 

1) A@B; 2) B@4A? 

36.12. Les fonctions linéaires f et g sont définies dans la base 
e par les matrices-lignes de coefficients x et u. Trouver la matrice 
du tenseur: 

1)f @g; 2) g@f. 

Quel est le sens géométrique de ces tenseurs ? 

36.13. La fonction linéaire f est définie dans la base e par la 
matrice-ligne de coefficients x, le vecteur y par la matrice-colonne de 
coordonnées n. Trouver la matrice du tenseur f @ y. Quel est le sens 
géométrique de ce tenseur ? 

36.14. 1) Soient x un vecteur, f un covecteur. Démontrer que 
fQ@zr—-r@tf. 

2) Donner un exemple de tenseurs a et b pour lesquels a @ b 
z db @a. 

36.15. Soient z,, x:, x, des vecteurs et f,, f:, f, des covecteurs. 
Lesquelles des expressions données ci-dessous ont un sens? 
Si l’expression envisagée est un tenseur, indiquer son type. 

1) x @ rs + ze Oz; 2) 2% @ Zoe © Ta + Lo © Ts; 

3) nn ff, —2f, ® x; 4) x @fs +, @f,; 

5) Of, +zx @f,; 6) f Qu @zr + 2x Or: Qf,;: 

7) à O rs + za © Ts — Ti © Ti; 

8) f, @f; —3 (f2 © fa). 

36.16. Calculer les composantes des tenseurs 1}, 3), 5), 7), 8) 
du problème 36.15 si les vecteurs z,, z., xs et les covecteurs f,, f:, 
f, sont définis par les matrices-colonnes et les matrices-lignes 
Cogr Cros Cor Cr ‘C10» ‘Ce2 respectivement. 

36.17. 1) On sait que a = x @ y et que les vecteurs zx et y ont 
dans la base e les coordonnées 1, 0, 0 et 0, 1, 0 respectivement. Calcu- 
ler les composantes du tenseur a dans la base e et dans la base e” — 

— es, où S — À 207: 

2) On sait que a = f @ get que les covecteurs f et g ont dans la 
base e les matrices-lignes de coordonnées (1, 0, 0) et (0, 1, 0) respecti- 
vement. Calculer les composantes du tenseur a dans la base e et dans 
la base e” — eS, où S — À ,07. 

3) On sait que a — zx @ f et que le vecteur zx et le covecteur f ont 
dans la base e les coordonnées 1, 0, 0 et 0, 1, 0 respectivement. Cal- 
culer les composantes du tenseur a dans la base e et dans la base e” — 

— es, où S — À 207: 
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Comparer les résultats des problèmes 1), 2), 3). 

36.18. Décomposer le tenseur en produit de tenseurs de valence 1 
s’il a: 

1) le type (2, 1) et la matrice À;; 

2) le type (2, 1) et la matrice Ay3- 

36.19. 1) On sait que a est le tenseur de type (1, 1) et que la ma- 
trice de ses composantes est de rang r. Démontrer qu'il existe r vec- 
teurs linéairement indépendants a;, . .., a, et r covecteurs linéaire- 


, 
ment indépendants f,, ..., f, tels que «a = D a, ® fc. 
a=1 


2) Formuler et démontrer l’assertion analogue pour les tenseurs 
de type (2, O). 

36.20. 1) On sait que le tenseur a de type (0, 2) possède dans une 
certaine base une matrice de rang r. Démontrer qu'il existe r covec- 
teurs linéairement indépendants f,, . .., f, et r covecteurs linéaire- 


ment indépendants g,, . .., g, tels que a — D la © La 
a=1i 


2) Représenter la fonction bilinéaire 3Eln! + 2£ln° + 3En! + 
L 2En° sous la forme du produit de fonctions linéaires. Est-ce que 
cette représentation est unique? 

3) La fonction bilinéaire f est définie dans une base de l'espace 
vectoriel par la matrice 4,,4- Représenter f sous la forme de la somme 
de deux produits de fonctions linéaires: £ (x, y) = Î, (x) g, (y) + 

+ f, (x) g: (y). Est-ce que cette représentation est unique ? 


Contraction 
(problèmes 36.21 à 36.29) 


36.21. En se basant sur la loi de transformation des tenseurs 
ain, ai, bi, ai, bi, ajim, E*, Vérifier la loi de transformation des com- 
posantes des produits contractés: | 

1) ah; 2) ajbé; 3) ab; 4) akimbr. 

36.22. En partant du sens géométrique des tenseurs a;, Eï, ai, b;;, 
expliquer le sens géométrique des produits contractés : 

1); 2) at; 3) b, EE. 

36.23. Peut-on contracter: 

{) un vecteur et un covecteur ? 2) un couple de vecteurs ? 3) un 
couple de covecteurs ? 

36.24. Comment sont liés le produit de transformations linéai- 
res et les tenseurs correspondants ? 


36.25. Les tenseurs a}, Ei, x, sont définis par les matrices: 
A 392 Cioa» “C10a- Calculer les produits contractés: 


1) aff; 2)ajx; 3) ajtix. 
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36.26. Combien de tenseurs différents peut-on former par contrac- 
tion d'un tenseur donné de type (2, 2)? 


36.27. Le tenseur a/° est défini par la matrice: 1) As: 2) As. 
Déterminer les matrices des produits contractés: a) ajÿ”; b) aÿ. 

36.28. Le tenseur a est défini par la matrice: 1) A4: ; 2) Asp ai 
3) À sos: Calculer les produits contractés: a) a: b) ax} ; 5 C) 4ÿ4; 
d) aj1; €) ai; Î) a. 

36.29. 1) "A chaque base de |’ pas Æ, on fait correspondre un 
ensemble ordonné de nombres ah (tous les indices parcourent les 
valeurs de { à n). On sait que pour un vecteur arbitraire E* les nom- 
bres him k sont les composantes du tenseur de type (2.2). Démontrer 
que aëh est un tenseur de type (2, 3). 

2) À chaque base de l’espace £, on fait correspondre un ensemble 
HS de nombres a}, (tous les indices parcourent les valeurs de 

à n). On sait que pour un tenseur arbitraire u#; de type (1, 2) les 
eee am; sont les composantes du tenseur de type (0, 2). 
Démontrer que a%,, est un tenseur de type (2, 3). 


Transposition, symétrisation, alternalion. 
Tenseurs symétriques et antisymétriques 
(problèmes 36.30 à 36.57) 


36.30. Peut-on transposer le tenseur : 

1) de type (1, 1); 2) de type (2. O0): 

36.31. Un tenseur de type (0,2) s'obtient d'un autre par transpo- 
sition. Comment sont liées les fonctions bilinéaires correspondantes ? 

36.32. Les tenseurs 1) a;;; 2) aï/; 3) aÿ ; 4) aj, sont définis par 
les matrices respectives A,6; A16* A6:0r Ag:0- Déterminer les matrices 
des tenseurs transposés. 

36.33. 1) Combien de tenseurs différents peut-on obtenir par 
transposition à partir du tenseur a;,..:, ? 


2) Le tenseur de type (0, 3) est défini par la matrice 449. Ecrire 
les matrices de tous les tenseurs obtenus de celui-ci par transposition. 
Est-ce que la réponse change si le tenseur donné est de type (3, 0)? 

3) Le tenseur a de composantes a;,;, est défini par la matrice 
A;::. Ecrire les matrices des tenseurs transposés b et c si b;;, = 
= Gjhis Cijn — Aihj. 

4) Le tenseur a de composantes a;,;, est défini par la matrice 
A:1-. Ecrire les matrices des tenseurs transposés b et c si bij = 
= Gpjiés Cijkt = ji 

36.34. Soient a, b les tenseurs de type (1, 1). Exprimer le tenseur 

— b Qaen fonction de d — a @ b. 

36.35. Sans utiliser les notations abrégées, écrire toutes les com- 

posantes des tenseurs définis dans l’espace £. : 
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D ziy"s 2) yo 3) UPS 4) z'ajn; 

5) ziayx: 6) rai; 7) za ; : 8) zlta“); 

9) aa} ; 10) CHUISE 11) aa): 12) id} : 

13) ôtaÿ; 14) fai; 15) ôja;; 16) a6;. 

36.36. Le tenseur a‘ est défini par la matrice: 1) 4,0; 2) Az; 
3) Ac; 4) Ace Déterminer les‘composantes des tenseurs: a) at?) ; 
b) ali]. 

| 36.37. Le tenseur a;;, est défini par la matrice: 1) 4450; 2) Agu ; 
3) A, Déterminer les composantes des tenseurs: a) &jx; 
b) ac; C) Ga . 

36.38. Le tenseur a; est défini par la matrice: 1) Also: 2) Ass 
Déterminer les co nsantes des tenseurs: a) af; b) a; c) air}. 

36.39. Le tenseur a;,;, est défini par la matrice: 1) A4:o; 
Ag:153 3) A320- Déterminer les composantes des tenseurs: a) aj;;]r; 
D) Gitjnjs ©) Gti ee , 

36.40. Le tenseur a;, est défini par la matrice: 1) A spa; 2) Asus: 
Déterminer les composantes des tenseurs: a) PME : b) ar] : C) alji. 

36.41. Le tenseur a;;, est défini par la Malrices 1) A3: 2 
Az, Déterminer les composantes des tenseurs: a) agi]; D) a(ijn). 

‘36.42. Le tenseur de type (0. 3) est défini par la matrice: {) 
A 03; 2) A5 3) 43003 4) A6503 9) 43592. Etablir si le tenseur est 
symétrique (antisymétrique) et s’il l’est, établir par rapport à quel 
indice. 

36.43. Le tenseur ai est défini par la re 1) A5; 2) 4207: 
Calculer les invariants: a) ai ; b) af;ah] :  C) aa! ax. Comparer les in- 
variants trouvés avec les coefficients du polynôme caractéristique 
de la matrice considérée. 

36.44. 1) Démontrer que le tenseur e;,.,; (voir problème 35.21) 
est symétrique gauche par rapport à tout couple d'indices. 

2) Démontrer'que le tenseur Ei..i, St symétrique gauche par rap- 
port à tout sous-ensemble de l’ensemble des indices. 

3) Démontrer que le tenseur 5" (voir problème 35.20) est sy- 
métrique gauche par rapport à tout couple d'indices supérieurs. 

4) Démontrer que le tenseur 6: in est symétrique gauche par 


rapport à tout sous-ensemble de lénsonible des indices supérieurs. 

5) Démontrer l’assertion 4) pour les indices inférieurs. 

36.45. Soient a;; et b*! les composantes des tenseurs symétrique 
et antisymétrique respectivement. Calculer le produit contracté 
ab". ._. 

36.46. Démontrer pour le tenseur bn défini dans le problème 


35.20 et les tenseurs quelconques avr et bjr, que: 
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1) SCO P TEE" _ alh--tp]. 
Ji..7h 


disc: _ 
2) CHSNRLTTEE PS un SPRL 


36.47. Soit a;;LE'E’E* — O pour tout vecteur Ei. Démontrer que 
atijny = 0. 

36.48. Démontrer que aa} = a(;ai,. 

36.49. Calculer: 

1) 6561640; 2) 6566161, 3) 6h06k: 4) 64:0%6b; 5) 6j6161an. 

36. 50. 1) On sait que le tenseur est symétrique par rapport à un 
couple d'indices. Démontrer que la symétrisation par rapport à ces 
indices ne modifie pas le tenseur et que l’alternation donne un ten- 
seur nul. 

2) On sait que le tenseur est antisymétrique par rapport à un 
couple d'indices. Démontrer que la symétrisation par rapport à ces 
indices fournit un tenseur nul, tandis que l’alternation ne le modifie 

as. 

36.01. 1) Démontrer qu’un tenseur symétrique par rapport aux 
deux premiers indices vérifie l’identité 


1 
dan = (air + Oui + Gjni)- 


2) Démontrer qu'un tenseur antisymétrique par rapport aux deux 
premiers indices vérifie l'identité 


| 
Qtijn] = 3 (Gin + Anis + Gui). 


36.92. 1) Le tenseur de type (0, 3) est symétrique par rapport à 
deux premiers et à deux derniers indices. Démontrer qu'il est égale- 
ment symétrique par rapport au premier et au troisième indice. 

2) Le tenseur de type (0, 3) est antisymétrique par rapport à deux 
premiers et à deux derniers indices. Démontrer qu'il est aussi anti- 
symétrique par rapport au premier et au troisième indice. 

3) Le tenseur de type (0, 3) est symétrique par rapport à deux pre- 
niers indices et antisymétrique par rapport à deux derniers indices. 
Démontrer que c’est un tenseur nul. 

36.53. 1) Donner un exemple de tenseur de type (0, 3) pour le- 
quel ajijxj = 0, mais qui n’est pas symétrique par rapport aux trois 
indices. 

2) Donner un exemple de tenseur de type (0, 3) pour lequel a;;,) = 

— 0, mais qui n’est pas antisymétrique par rapport aux trois indi- 
ces. 

36.54. Démontrer que tout tenseur de type (0, 2) ou (2, 0) se 
décompose en somme de tenseurs symétrique et antisymétrique. 
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36.55. Décomposer en somme de tenseurs symétrique et antisy- 
métrique le tenseur de type (0, 2) défini par la matrice : 

1) 4%; 2) ÉTÉ 3) À 334- | . | 

36.56. Obtenir par des opérations tensorielles à partir du symbo- 
le de Kronecker les tenseurs: 


1) 64; 2) CH (voir problèmes 35.18, 35.20). 


36.57. 1) On sait que le tenseur symétrique a de type (0, 2) a 
dans une certaine base une matrice de rang r. Démontrer qu'il existe 
r covecteurs linéairement indépendants f,, ..., f, tels que a — 


= Di, @f. 
(e 2e | 


2) Formuler et démontrer l’assertion réciproque. 

3) La fonction quadratique œ@ dans £, est définie par la matrice 
A5 Représenter q sous la forme de la somme des carrés de deux fonc- 
tions linéaires. Est-ce que cette représentation est unique ? 


$ 37. Tenseurs dans l’espace euclidien 


On étudie dans ce paragraphe les tenseurs dans l'espace euclidien nr-dimen- 
sionnel $#,. Dans #, est défini un tenseur métrique g. Ses composantes dans. 
une base arbitraire (e4, ..., e,) sont définies par les produits scalaires des 
vecteurs de base d’a rès la formule g;; = (e;, ej). Le tenseur g est un tenseur 
symétrique de type @. 2) ; ses composantes forment dans chaque base la matri- 
ce de Gram de cette base. La matrice l-1 définit un tenseur symétrique g* de- 
type (2, 0), appelé tenseur métrique contravariant de l'espace 8,. Ses composan- 
tes sont notées gif. On a les formules: glkg,, — 6, ging*i = 6}. Rapportées à 
une base orthonormée, les composantes des tenseurs g,;, et gik forment des ma- 
trices unités. 

Dans l’espace euclidien on définit les opérations d'élévation et d'abaissement 
d'un indice. Pour abaisser un indice du tenseur il faut que ce tenseur possède 
au moins un indice supérieur. L’abaissement de l'indice du tenseur a donne un 
nouveau tenseur dont le nombre des indices inférieurs est d'une unité plus 
grand que celui de a, tandis que le nombre des indices supérieurs est d'une unité 
plus petit que celui de a. Le nouveau tenseur possède dans toutes les bases ortho- 
normées les mêmes composantes que l'ancien. Les conditions mentionnées défi- 
nissent univoquement l'opération d'abaissement de l'indice. Si la base n'est 
pas orthonormée, les composantes de l’ancien tenseur n'y coïncident plus avec 
ue du nouveau. On définit de façon analogue l'opération d'élévation de 

indice. 

Le tenseur obtenu par élévation ou abaissement de l'indice est désigné par 
la même lettre que le tenseur donné mais se distingue de celui-ci par une autre 
disposition des indices. Si on élève ou abaisse un indice du tenseur, on laisse à 
sa place un vide ou on y met un point et on dispose le nouvel indice supérieur 
juste au-dessus du point. L'ordre des indices dans le tenseur transformé doit 
rester inchangé, c’est-à-dire que lorsqu'on ordonne les indices, le nouvel indice 
supérieur doit occuper la place de l'indice inférieur disparu. La règle usuelle- 
de l’ordre adopté (tous les indices supérieurs précèdent tous les indices inférieurs) 
peut dans ce cas être perturbée. Les points marquent les endroits perturbés. 

Pour abaisser un indice du tenseur a défini par ses composantes dans une 
base arbitraire, on peut calculer le produit contracté a © g ou g @ a et, si né- 
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cessaire, modifier l'ordre des indices dans le tenseur obtenu (transposer sa ma- 
trice). De façon analogue, les produits tensoriels a @ g* et g* @ a permettent 
de réaliser l'élévation d’un indice. 

Considérons quelques exemples. 


1. Soit à abaisser l'indice du tenseur a. Il doit y résulter un tenseur de 
type (0, 2). L'ordre ordinaire des indices des tenseurs ai et a;; étant le même, 


l'abaissement de l'indice du tenseur a° aboutit au tenseur a; j = THE 


2. Pour élever le premier indice du tenseur a,;, on doit procéder de façon 
‘analogue : 


ai — g'hapy — an jg*i. 


83. Elevons le deuxième indice du tenseur a;;, c'est-à-dire calculons le ten- 
seur 4,7. En calculant les composantes du produit contracté a;,g2* — b d'après 
les règles usuelles, on constate que l'indice j précède l'indice i. Dans le tenseur 
4,7, l'indice i est le premier et j est le deuxième (pour les mêmes valeurs des 


<omposantes). La matrice du tenseur a? est transposée par rapport à la matrice 
du tenseur b. 


4. De façon analogue, le tenseur ai peut être calculé comme produit con- 
tracté aïlkg,;, mais l'ordre des indices dans sa matrice doit être le suivant, soit: 
i, j, k. 
Dans certains problèmes, on utilise la notion d'orientation de l’espace eucli- 
dien n-dimensionnel et Île tenseur discriminant. Donnons leurs définitions. Toutes 
les bases de l'espace $#, peuvent être réparties en deux classes de telle sorte que 
le déterminant de la matrice de passage de toute base d'une classe à une base de 
J'autre classe soit négatif, et que le déterminant de la matrice de passage re- 
liant deux bases d'une même classe soit positif. On dit que l’espace #, est 
muni d'une orientation si on y choisit l’une des deux classes de bases. Par ana- 
logie avec le cas tridimensionnel, on peut dire queles bases d'une classe sont 
directes et celles de l'autre, rétrogrades. On oriente par exemple l'espace en 
‘choisissant un représentant quelconque parmi les bases directes. Si l'orientation 
est choisie, l’espace est dit orienté. 

On appelle tenseur discriminant dans un espace euclidien orienté le tenseur 
le type (0, n) dont les composantes dans une base orthonormée directe sont: 


, = | 0 si parmi les indices il y en a des égaux, 
j__ : = 


‘i LR 3 N i ..s 1 e e e Q e « 
| . (— 1) No) si les indices sont distincts deux à deux, 


Où N (i1 - - - in) est le nombre des perturbations de l'ordre dans la permutation 
di, : « «s in). En se servant de la loi de transformation des composantes, on 

eut calculer les composantes du tenseur discriminant dans n'importe quelle 
se En particulier, ses composantes dans toute base orthonormée directe 
sont les mêmes que dans la base initiale. 


37.1. Les vecteurs e; et e. sont définis par leurs coordonnées 
1, 0 et cos &, sin « dans une base orthonormée (e,, e.) de l'espace eu- 
clidien bidimensionnel. Ecrire les matrices: a) du tenseur métrique, 
b) du tenseur métrique contravariant, c) du tenseur discriminant dans 
les bases: 1) (e,. e.); 2) (e,.e.). 
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37.2. Démontrer que dans une base arbitraire de l’espace eucli- 
dien le tenseur discriminant a les composantes suivantes 


0 si parmi les indices il y en 
a des égaux, 
Pts — a — 53 pe 
A (— 1) 9) o VdetT si les indices sont distincts 
deux à deux, 
où l'est la matrice du tenseur métrique, NW (ë,, . .., i,) le nombre des 
perturbations de l'ordre dans la permutation (i,, ..., i,), o — 1 
Si la base est directe, o — —1 si la base est rétrograde. 


37.3. Démontrer que dans toute base orthonormée directe le 
tenseur discriminant a les composantes suivantes: 


# si parmi les indices il y en a des égaux, 
£ 1 Te e e Q e e a 
nctin (=) rm) si les indices sout distincts deux à deux, 


Où W (i, ...i,) est le nombre des perturbations de l'ordre dans la 
permutation (i,, ..., à). 

37.4. Quel tenseur obtient-on si l'on élève un indice dans le ten- 
-seur métrique ? Les deux indices ? 

37.9. Quel tenseur obtient-on si on abaisse un indice dans le ten- 
-seur de Kronecker ? Si on élève un indice? 

37.6. Donner des exemples de contraction avec le tenseur mé- 
trique, rencontrés dans le cours d'’algèbre linéaire. 

37.7. 1) Le tenseur ai définit une transformation linéaire dans 
l’espace euclidien &,. Trouver le tenseur définissant la transforma- 
tion adjointe. 

2) Formuler la condition sous laquelle le tenseur a; définit une 
transformation auto-adjointe. 

37.8. Le tenseur métrique et le tenseur a;; Pi respectivement 
définis par les matrices: 1) Ass, A9 2) A57 A185 3) Azss À 210. 

Déterminer les matrices des tenseurs: a) a*;: 3; b) aj?; c) aÿ. 

37.9. Vérifier l’assertion : si la matrice du tenseur a;; est symé- 


trique, il en est de même des matrices des tenseurs: 1) ai}: 2) ai). 

37.10. Le tenseur métrique et le tenseur a; sont respectivement 
définis par les matrices: 1) A; A0 2) A207 AÂ23s Déterminer les 
matrices des tenseurs: a) a;;; b) ai?. 

37.11. Le tenseur métrique et le tenseur air sont respectivement 
définis par les matrices: 1) A5, A050: 2) A55r A@51 3) Ao07: A 300. 
Déterminer les matrices des tenseurs: a) a;y, ; b) ai, ; c) ai}; d) aiik, 

37.12. Le tenseur métrique et le tenseur af4 sont respectivement 
définis par les matrices : 1) 4,>, A 697 : 5 2) Ayo: A6g94- Trouver les matri- 
ces des tenseurs: a) @;jyy; b) affñt. 
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37.13. Simplifier les expressions : 

1) (a5g* + Biauyg À) £ns: 

2) 66"; 3) aug "gui". 

37.14. Soit af? = gilgi"a,.. Exprimer amx par a. 

37.15 (s). Soient une transformation linéaire de l’espace eucli- 
dien, @* la transformation adjointe. On abaisse l'indice du tenseur 
correspondant au produit des transformations @p*. Montrer que le: 
tenseur obtenu est de type (0, 2) et est symétrique. 

37.16. Dans un espace euclidien bidimensionnel &, on associe: 
au vecteur E* le vecteur gie;;E*. Démontrer que la correspondance. 
ainsi définie est une transformation linéaire de l’espace €.. Expli- 
quer son sens géométrique. 

37.17. Dans un espace euclidien tridimensionnel on associe au 
couple de vecteurs Ei, n° le vecteur E* — g*!e,, Ein’. Démontrer que: 
le vecteur &£* est le produit vectoriel des vecteurs Ei et n’. 

37.18. Dans un espace euclidien quadridimensionnel on associe 
aux vecteurs zx, y, : de coordonnées Eï, n”, £* la fonction linéaire f 
de SN a Xi = SjmË tn". Démontrer que f(x) — f (y) — 

ft (2): 0. 

37.19. Dans un espace euclidien quadridimensionnel on associe: 
aux vecteurs x, y, : de coordonnées Ei, n?, &* le vecteur u de coordon- 
nées gen jnbtnt". 

1) Démontrer que le vecteur uw est orthogonal aux vecteurs x, 

2) Démontrer que le vecteur u correspondant au triplet (x, y, 
z) diffère par le facteur —1 du vecteur u correspondant au triplet. 


(y, zx, 2). 


$ 38. Multivecteurs et formes extérieures 


On utilise dans ce paragraphe les notions suivantes: nultivecteur (p-vecteur), 
forme extérieure de degré q BEM): multivecteur simple (décomposable), forme 
extérieure décomposable. Les théorèmes et définitions se rapportant aux multivec- 
teurs sont tout à fait analogues aux théorèmes et définitions se rapportant aux 
formes extérieures. C’est pourquoi les problèmes formulés pour les multivec- 
teurs peuvent être également posés pour les formes extérieures et inversement. 

Par produit extérieur de multivecteurs (et des formes extérieures) on entend 
leur produit tensoriel alterné par rapport à tous les indices. On le note « À v. 
Le p-vecteur décomposable peut être représenté sous la forme u — r, À ... 
... À Zps OÙ Z3, - . ., Zn SOnt des vecteurs. 

Le produit extérieur est linéaire par rapport à chaque facteur, de sorte que 
pour un p-vecteur donné w l'ensemble des vecteurs z tels que u À x = o est un 
sous-espace vectoriel. On dit que ce sous-espace est défini (ou engendré) par le 
p-vecteur u. 

Dans les problèmes de ce rs An on définit (sauf mention du contraire) 
les multivecteurs (et les formes extérieures) au moyen de leurs coordonnées essen- 


tielles, c'est-à-dire au moyen des coordonnées rue à telles que ir << is << ... 
-.. <ip (les autres coordonnées du multivecteur u se déterminent par les. 
coordonnées essentielles d'après les conditions d'antisymétrie) On dispose les- 
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coordonnées essentielles en colonne ou en ligne dans un ordre lexicographi- 


Que : la composante up précède u°"""%pP si pour uns >1Âon ai, = jy, . .. 
ss day = ju Üg js. Par exemple, au bivecteur (2-vecteur) dans Z, cor- 
respond la colonne de coordonnées essentielles t(ul?, ul3, ul, u?3, 124, y%4), et à 
la 3-forme dans Z, correspond la ligne (f123; fioar 134» fos4)- 
On appelle valeur de la g-forme f sur le système de q vecteurs z1, . . ., zq le 
roduit contracté f @ z1 @ ... @ z,. En particulier, la 2-forme définit une 
fonction bilinéaire dont la matrice dans toute base est symétrique gauche: 


Puit = E1FEn PF = —F. 
La matrice F est appelée matrice de la 2-forme dans la base considérée. 


38.1. La fonction f, de deux vecteurs sur un espace tridimension- 
nel de vecteurs fait correspondre à tous vecteurs zx et y le produit mixte 
(a, x, y). Démontrer que f, est une 2-forme. Exprimer sa matrice 
dans une base orthonormée par l'intermédiaire des coordonnées du 
vecteur a. 

38.2. Trouver une relation entre le produit vectoriel de deux vec- 
teurs et leur produit extérieur. 

38.3. Ecrire la matrice de la 2-forme «w dans la base e de l'espace 
£,4 si on connaît l'expression de w en fonction des 1-formes engen- 
drant Ja base biorthogonale à e: 

1) © — 2 (ft A f°); 2) w = 2 (ft À #5) + 2 (F2 A ft): 

3) w = 2 (ft AE) + 2 (ft A #9) + QE AE) + 2 (FE À F) + 
+2 (FS A ff). 

38.4. Calculer le produit extérieur de deux 1-formes définies par 
les matrices-lignes de coordonnées: 

1) fczgr ‘C153 2) ‘cos, ‘Cos: 

3) ‘Crzar ‘Coos: 4) ‘Cie: ‘C193- 

38.5. Calculer le produit extérieur de trois 1-formes définies par 
les matrices-lignes de coordonnées: 

1) Cie Cia, Cras 2) logs ‘Cros ‘st ; 

3) ‘Cggr Crea ‘Cus 

4) lCiges lCigar ‘Cn18s D) ‘Cros ‘Cross Cars 6) Casse ‘Cases ‘Casse 

38.6. On définit la 2-forme par une matrice, et la 1-forme par 
une matrice-ligne de coordonnées. Calculer leur produit extérieur. 

1) Ao5as ‘Cu5 2) Asa ‘Ces 3) Asa ‘Cos: 

agp ‘Cigrs ©) Auger ‘Caoa- 

38.7. Soient u, u,, v et w les formes extérieures de degré p, p, q 
et r respectivement. Démontrer que: 

1) (Au) A vu = À (u À\ v); 

2)(u+u)Av=uAv+u Av; 

3) (4 Av) Aw=uA(vAw); 

4) u A uv =(—1}Pw À u. 

38.8. Démontrer que la valeur de la g-forme sur le système des 
vecteurs z,, ..., zx, ne dépend que du g-vecteur z À ... A z,. 
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38.9. Soient f!, . .., fP les formes extérieures de degré 1. Cal- 
culer la valeur de la p-forme f! À ... /\ fP sur le système des vec- 
teurs Zi, . .., Th 

38.10. La forme extérieure de degré 2 dans £, est définie par la 
matrice-ligne @ de ses coordonnées essentielles, tandis que les vec- 
teurs z et y le sont par les matrices-colonnes de coordonnées E&, n. 
Calculer la valeur de cette forme sur le couple x, y: 

1) p = ‘Coms E = Cirar 1 = Ci86; 

2) @ = ‘caen 8 = ins 1 = Cyr. 

38.11. Démontrer que les vecteurs a,, ..., a, sont linéaire- 
ment dépendants si et seulement si a A ... Aa; =0 

38.12. Soit (e,, ...,e,) une base de £,. Démontrer que: 

1) les bivecteurs e; À e; forment une base dans l’espace des bivec- 
teurs de l’espace £,, quels que soient les couples (i, j) telsque i<< j; 

2) les p-vecteurs e;, || ... A e;_ forment une base dans l'espace 


des p-vecteurs de l’espace £. quels que soient les indices ë,, . .., à, 
tels que i, ... <i,. 

38.13. A la base e — (e,, €», es, e4) de l’espace £, on fait corres- 
pondre la base e — (e, À e,, e, À es, €, J\ €, 0 N\ Es 05 J\ € 
es À\ e4) de l’espace correspondant de bivecteurs, et à la base e” on 
associe la base £’ construite de façon analogue. Trouver la matrice 
de passage de g à eg’ si la matrice de passage de e à e” est S. 


38.14. Le produit extérieur u‘""{n-1 des vecteurs r,. ..., ïh_4 
de Z, a n coordonnées essentielles. Démontrer que dans le change- 
ment de base de %£, défini par la matrice de passage S, la 
matrice-ligne a = (at, . .., a") des coordonnées essentielles a — 
—ui..i-1i+l,..n se transforme d’après la formule a° = 
= as (det S)-!. 

38.15. En utilisant le résultat du problème 38.8, démontrer que 
l’espace vectoriel des p-formes peut être assimilé à l’espace dual de 
l'espace vectoriel des p-vecteurs. 

38.16. Démontrer que dans £, chaque bivecteur est décomposa- 
ble. 

38.17. Démontrer que pour que le bivecteur ui dans :£, soit 
décomposable il faut et il suffit que ul°u% — nlu + ul = 0, 

38.18. Soient a,, a,, a, et a, des vecteurs linéairement indépen- 
dants. Est-ce que les bivecteurs suivants sont décomposables : 

1) & A a + as A us; 

2) a; Aus + a A as + a A a, 

3) 44 A as +43 A as + as À Ge + & À a? 

38.19. Le bivecteur dans £, est défini dans une base par la 
matrice-colonne a de ses coordonnées essentielles : 

1) « = C9; 2) @ = Cogp; 3) @ = Ces 4) à = Com. Est-ce que 
ce bivecteur est décomposable ? 
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38.20. Démontrer que le sous-espace engendré par un p-vecteur 
est de dimension r << p, et que r = p si et seulement si le p-vecteur 
est décomposable. | 

38.21. 1) Le bivecteur décomposable a les coordonnées uf? dans 
la base (e,, . . ., e,). Démontrer que les vecteurs l' — u‘e, appartien- 
nent à l’espace engendré par ce bivecteur. 

2) Formuler et démontrer l’assertion analogue pour les p-vecteurs 
décomposables. 

38.22. Est-ce que la dimension du sous-espace engendré par le 
bivecteur dans l’espace €, peut être égale à 1? 3? 

38.23. Le bivecteur uw est défini dans une base de l’espace Z£, 
par la matrice-colonne de coordonnées essentielles a. Trouver le sous- 
espace vectoriel engendré par ce bivecteur si: 

1) a = Cs39: 2) 4 — Cogp; 3) & = Cas 4) @ — Ce. 

38.24. Démontrer qu'un p-vecteur décomposable qui définit le: 
sous-espace £,. peut être trouvé d'après ce sous-espace à un facteur 
numérique près. 

38.25. Le sous-espace ©, de l'espace £, est défini par le système. 
d'équations linéaires de matrice À. Calculer les coordonnées du bivec- 
teur définissant £, si: 

1) À = 4502: 2) À = 4503: 3) À = A5: 

38.26. Les sous-espaces Z, et £, de l’espace £, sont engendrés. 
par le vecteur zx et le bivecteur u respectivement. Le vecteur est dé- 
fini par la matrice-colonne de coordonnées £& et le bivecteur par la 
matrice-colonne de coordonnées essentielles a. Vérifier que £,€ £:. 
et trouver un vecteur y tel que u = x } y: 


1) & — (—2, 6.1.1), a = (10, 1, 3, 2, —4, 1); 
2)E -— (1, 2,0,1), a = (2,1, 3,2, 4, —1). 
38.27. Les sous-espaces £, et £, de l’espace £, sont engendrés. 
par le vecteur z et le bivecteur u respectivement. Le vecteur est défi- 
ni par la matrice-colonne de coordonnées & et le bivecteur par la 
matrice-colonne de coordonnées essentielles a. Vérifier que .£, f} 
N-£: = {o} et trouver le 3-vecteur engendrant £ = £, ® £.. 
Ecrire l’équation du sous-espace £ si: 
1) £ = "(2,2,1.1). « = ‘(2 1, 3, 2, 4, —1); 
2) E —(41,0,1.1), a = "(9,5,1,4, —1, —1). 
38.28. Les 1-formes f!. . .., f sont linéairement indépendantes 
et les 1-formes g', . .., g* vérifient l'égalité f! À g!' +... + f* A 
k 

À g* = 0. Démontrer que gi — À aïfi pour tout i —1,..., k 
j=i 

et que a — afi (lemme de Cartan). 

38.29. Les 1-formes f!, f* et g! sont définies par les matrices-li- 
gnes de coordonnées @', @°, #'. Est-ce qu’il existe une forme extérieure 
g® de degré 1 telle que f! À g' + f? À g° — 0? Trouver toutes ces 
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formes si elles existent : 
1) q'="ci, P= "Cyr Ÿ'—= "Cie ; 
2) p' = ‘Ci97 p?= ‘Ci8s» di = ‘Ci ; 
3) P' = ‘Cice D? = ‘C2 Ÿi = ‘C7 ; 
4) p'= ‘Cy7s, p? = Ci8e, di — {Ci 
38.30. Démontrer que pour chaque 2-forme w dans £, il existe 
une base (fl, . .., f”) de l’espace des 1-formes dans laquelle w est 
de la forme canonique © = fl À + F5 A ff +... + fP-1 A 
À EP (2p< n). 
38.31. La 2-forme est définie par sa matrice dans une certaine 


base. La réduire à la forme canonique décrite dans le problème 38.30: 
1) 450% 2) Aaw; 3) A0: 4) À499- 
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I 


1.39. Introduisons dans le plan la base AD = a, AB = b.Ona:DK 
—ÿ > 3 = —} —} — —> — 
= DC+CK=b—Ta, BL=BC+CL=a——b, DM = 1DK, BM = 


on 


8 
e 
= BL. Trouvons les inconnues À et u. Vu que 


AM=AD+ DM=a+\ (b—<a) = (1 ——< à) a + Ab, 


> —> — 


AM = AB+BM =b+u (a—b) = La + (1—+u) b, 


on peut égaler les coefficients de a et b. Il vient 1 — £ ÀAi=pÀ= 1— È u, d'où 


16 ….. 
À=—, h — x. Finalement, 
IDMI:|MKl=3:2, |BMI: | MLI = 16:9. 


2.19. On construit le parallélogramme sur les vecteurs a = 2e, + 2e,, b= 
= — €, + 4e.. Les longueurs des diagonales du parallélogramme sont celles 
des vecteurs a + bet a — b. On a:a + b = e; + 6e., a — b — 3e, — 2e. ; 
[a+bli=]e |?+36]e, | ?+ 12 (e:, ex): |a—b|l—=91le |°+ 
+ 4 |e,:1 7 — 12 (e,,e.). Par suite, | a + b | ? = 50 car (e,,e,) = 1; | a — 
— b|%=— 10. Les longueurs des diagonales du parallélogramme sont donc éga- 
les à 5Y 2 et 10. 

Un des angles du parallélogramme est l'angle œ des vecteurs a ct b; 


GT. On a: (a bD=—21e1?+8 1 es 1246 (ere) = 10, 
|al?—4|e | +4 le:|2+8 (e1, ea) = 20, | b|?— 1e, | °+16 | es: | ?—8 (e:, 
e,) = 10; cos ® = 1/Y 2. L’angle aigu du parallélogramme est donc égal à 45°. 

2.24. Par définition, b = x + y, où le vecteur x est colinéaire au vecteur 
a, et le vecteur y est orthogonal à a. Autrement dit, b -= Àa + y, où (a, y) = 0. 
En Du tIpERRE scalairement les deux membres de l'égalité vectorielle par a, 
on obtient 


COS pm —= 


(a, b)=2A |a|*<+(a, y)=2 |al*, 
CN 9 b e e e 9 b 
d'où Gr . Ainsi, X=— TE 


2.33. Soient x, y, z les coordonnées du vecteur c. Les vecteurs a et b étant 
orthogonaux, il vient x — y + z = 0,5z + y + z = 0. En tirant z de la pre- 
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mière équation, z — y — zx et en le portant dans la seconde, on obtient 2y + 
+ 4z = 0, d'où y = — 2r, 2 — — 3x. La condition d’orthogonalité des vec- 
teurs a et b est vérifiée par une infinité de vecteurs e de coordonnées (z, —2z, 
—3r). Etant donné que | e | = 1,onentire | z | — 1/14, d'où z = + 1//14. 
Le problème a deux solutions: (1/ 14, —2/V 14, —3/y 14) et (—1/V T4, 
2/V 14, 3/V 14). 

3.9. L'aire du parallélogramme est égale à S = | (BA, BC] | (si le plan 
est étudié dans l’espace). On a BA = 3e,, BC — —2e, + 2e.. | [e,,e.] | = 3, 


[BÀ, BC] = 6 le, e, — e] = 6 [e., e,] + 6 les, e.l = 6e,,e,l. L'aire cher- 
chée est égale à S = 6 | [e:, e,l | — 18. 


3.28. 1) Si les vecteurs a,, a, a,sont coplanaires, le vecteur a;, par exem- 
ple, est égal à Aa, + pa,. Vu que (b,, a;) —(bs, a.) = O, il s'ensuit que (b,, as) — 
= 0, ce quiest en contradiction avec l'égalité (b:, as) = 1. Supposons mainte- 
nant que les vecteurs a,, a,, a, ne Sont pas coplanaires. Démontrons que dans ce 
cas le triplet dual existe. Vu que (b,, ai) = (b,, a) = 0, on a b, = À [a,, a.l. 
Le scalaire À s'obtient de la condition (b;, az) — 1. On a À ([a;, a}, as) = 1, 
d'où À — 1/(a,, a:, as) et b4 — (ar, a,l/(a, a2, as). De façon analogue on trou- 
ve 

b, = [a,, asl/(a, a, as), b, — (as, a:]/(a1, a, as). 


2) Les formules sont données ci-dessus. 

3) D'après la formule du problème 3.26, 4), on a Nr b,, b.) — 1/(a1, a,, a). 
Il s'ensuit que les signes des nombres (a,, a, as) et (b:, É., b.) coïncident. Par 
conséquent, les vecteurs b,, b., b, engendrent une base de même orientation que 


&y; 82; a3: 
C3 


he 9 — pe => hp ee 2 — 
4.11. On a:E D = BD = = (4D — AB), EC = ED +DC=-—AD + 


1 | ï . : 
+ 7 48. Par suite, les vecteurs de base du second repère s'expriment en fonc- 


tion des vecteurs de base du premier repère de la façon suivante: e;— Te + 


y 9 2 | — — —_ — 

++ e,. es — —7@ +7 2 On a par ailleurs : A£ = AB + BE = AB + 
Â —- — , . « . = 

Fa (AD — AB), de sorte que l’origine du second repère a, dans le premier repè- 
: 2 jen a 2 , 9 

re, les coordonnées (+. =) . 1] ne reste qu'à écrire: r — 32 — 7 + ES 


d.. 2, l 
y=Tr + +: 


5.19. Si les trois points 4, B, C se trouvaient d'un même côté de la droite 
recherchée, ils appartiendraient à une même droite parallèle à celle-ci. Or les 
points 4, B, C ne sont pasalignés ; donc, deux d'entre eux se trouvent d'un côté 
de la droite recherchée, et le troisième, de l'autre côté. 

Si À et B se trouvent d’un côté de la droite, et C de l’autre côté, la droite 
recherchée passe par les points L (2, 3) et 7 (—1, 2), milieux respectifs des seg- 


: Fi - 2 Fe L « . 
ments BC et AC; son équation est 5 = —= , C'est-à-dire z — 3y + 


On étudie de façon analogue Îles deux autres cas de disposition des points 
A, B, C par rapport à la droitc. 
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n Le pi a trois solutions : z — 3y + 7 = 0, 3x + 4y — 18 = 0, 2r + 
Ty — 12 = 0. 

5.32. Menons par le point À (1,2) la droite perpendiculaire à la droite 
38z — y +9—= 0. Ses équations paramétriques sont x = 1 + 3t,y — 2 — 1 
(vu que le vecteur directeur est de coordonnées (3, —1)). Soit 4, la projection re- 
cherchée. Notons #, la valeur du paramètre ? sur la droite x = 1 <+ 34, y — 
= 2 —t, qui correspond au point d'intersection avec la droite 3z — y + 9 — 
= 0 (c’est-à-dire au point 41). Calculons cette valeur de t, à partir de l'équation 
3 (1 + 3to) — (2 — to) + 9 = 0. On obtient t, = — 1. La projection recher- 
chée a donc les coordonnées (—2, 3). Comme le vecteur A,B = A4, a les co- 
ordonnées (—3, 1), le point B possède les coordonnées (—5, 4). 

5.44. Les points équidistants de deux droites données possèdent des coordon- 
Lz—7y—il_lzty+7] 
52 V2 
ces points est un couple de droites (bissectrices des angles formés par les droites 
données). L'angle contenant le point À (1,1) est défini par les inéquations 
z—Tyÿy—1<0,z+y+75> 0. Donc, l'équation de la bissectrice recherchée 


—2+Ty+i z+y+7 . . 

— 2 ——— = ————— , c'est-à-dire 3r — 17 = 0. 
5V2 € Fe 

— 
6.42. Introduisons le repère d'origine À et de vecteurs de base e; = 44,, 
—> 
e, = AB, es — AD. D'après les conditions du problème on a 4,(4/3, 0, 0), B, 
(, À, 0), Do (0, 0, À), où À => 0. L'équation du plan 4,B,5D) dans le repère in- 


troduit est : 3x + y + z = À. Le point C; est de coordonnées (1, 1, 1) et appar- 
tient au plan 4,B,D,; donc, À = 5. 


nées qui vérifient l'équation . L'ensemble de 


est 


+ + — 
Le volume du parallélépipède est V = ](44,, AB, AD)|. Le volume du 


tétraèdre est V'=— |(44o, AB, a1=+|(+ AA1, À AB, x4D) 
125 
| 18 


6.76. L'équation du plan de vecteur normal n (4, B, C), passant par l'ori- 
gine coordonnées est : Az + By + Cz = 0. D'après les conditions du problè- 
me il vient: 


À 
= V= 


Ve 


|A+2B+2C1 2 . 
IVATREC 1° ” 
ITA+4B+4C| 4 


D VASFBFC 45 & 
Divisons (Î) par (2) 

214+2B+2C| = 174 +4B +40]. (3) 

Si l’origine du vecteur normal du plan recherché cst à l'origine des coor- 

données, son extrémité possède Îles PA er de ÀAA,AB,AC,où A0. La condi- 


tion US RAR de cette extrémité au dièdre obtus formé par les plans don- 
nés est de la forme 


(1-7 + 2.4 + 2.4) (ÀA + 2AB + 2ÀC) (AA + 4XB “+ 4ÀC) > 0 
(voir problème 6.75), c'est-à-dire (A + 2B + 2C) (74 + 4B + 4C) > 0. Donc 
l'égalité (3) se met sous la forme: 2 (4 + 2B + 2C) = 7A + 4B + 40, c'est- 
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à-dire que À == 0. Il vient de (1) que 5 1B + C| = V/B° + C?, ce qui est 
équivalent à 12B° + 25BC + 12C2 + 0. Le rapport B/C prend ainsi deux va- 
leurs :—3/4 et —4/3. Le vecteur normal du plan recherché peut être pris égal à 
n(0, 3, —4) ou à n (0,4, —3). Le problème a deux solutions: 3y = 4:; 4y — 


= 32. 


10.66. Déterminons l'équation de la projection de la section sur le plan 
Ozy en éliminant z des équations données. On obtient x? + 2y3 — (2 — x — 
— y} = — 4, où y? — 2ry + 4x + 4y = 0. Trouvons maintenant le centre 
de la conique obtenue en utilisant les équations (6) de l'introduction au chapitre 
III ou bien le problème 9.18. Les équations (6) sont de la forme —2y + 4 = 0, 
2y — 2x + 4 = 0. On trouve x, = 4, yo = 2. Vu que le point recherché appar- 
cena plan donné, on a zy + yo + 2z0 = 2, d'où 3, = — 2. Réponse: C (4, 
2, —2). 

10.68. Exposons l’un des procédés de résolution du problème. D'abord éta- 
blissons les équations de la projection, sur le plan Gyz, de la section de l'ellipsoï- 
de donné par le plan x + y + z = h et trouvons le centre de la conique obte- 
nue. Le centre recherché dela section a les mêmes coordonnées y,, z, que le cen- 
tre de la projection ; y,, zçune fois trouvées, il est facile de déterminer la coordonnée 
z, du centre de la section à partir de l’équation du plan. En adoptant k pour pa- 
ramètre, on obtient de cette façon l'ensemble recherché de points. 

Réalisons le programme adopté. On obtient l'équation de la projection sur 
. plan Oyz en éliminant z des équations r? + 2y? + 32 = 4etz +y+z= h. 

vient 
3y? + 4z3 + 2yz — 2hy — 2hz + hi — 4 = 0. 


Ecrivons les équations permettant de déterminer le centre de cette courbe (voir 
problème 9.18) 


Gy + 2z — 2h = 0, 8z + 2y — 2h = 0. 


D'où yo = 3h/41, z, — 2h/11. En portant ces nombres dans l'équation du plan 
z+y+z—=h, on obtient z, = 6h/11. Donc, z, = 6h/11, y, = 3h/11, z, = 
— 2h/11. En notant hk = 114, on obtient z = Gt, y = 3t, z — 2t; ce sont les 
équations de la ligne des centres. Or tous les points de la droite n'appartiennent 
pas à l'ensemble recherché car celui-ci contient les seuls points se trouvant à 
l'intérieur de l’ellipsoïde. En calculant les valeurs du paramètre t = + V/ 2/33 
correspondant aux points d'’intersection de la droite avec l’ellipsoïde, on obtient 
la restriction imposée à t. Réponse: r = 6t, y = 3t,z = 2t,|t |< V 2/33. 
10.71. Indiquons un des procédés de résolution du problème. Ecrivons 
l'équation du plan sous la forme paramétrique 


z=3+au<tbw,y—=2+au<+bar, z = 1 + asu + bsv. 


En portant ces équations dans l'équation de l’ellipsoïde, on obtient l'équation 
de la section en coordonnées intérieures du plan 


(3 + au + bu)? + 2 (2 + aau + bav)? + 4 (4 + asu + ba)? = 9. (+) 


Etant donné que le centre de cette ellipse se trouve au point de coordonnées 
u, = 0, v, = 0, l'équation (+) n’a pas de termes linéaires. En égalant à zéro les 
coefficients de ces termes, on obtient les conditions imposées aux coordonnées 
des vecteurs directeurs du plan: 6a, + 8a, + 8as = 0, 6b, + 8b, + 8b, = 0. 
Elles montrent qu’on peut prendre pour vecteur normal du plan recherché. le vec- 
teur n (6, 8, 8). Or le plan recherché doit passer par le point C (3, 2, 1). Aussi 
son équation est-elle de la forme 6 (x — 3) + 8 (y — 2) + 8 (z — 1) = 0, 
ou Jr + 4y + 4z — 21 = 0. 

10.75. Déterminons la projection de la section sur le plan Ozxy. A cette fin, 
éliminons z des équations données. On obtient x? + y? — 4 — 0. Donc, la pro- 
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jection recherchée est contenue dans le cercle. Or les points de l’hyperboloïde 
donné zx? — y? + 22 + 1 = 0 vérifient la condition x? — y? + 1 < 0. Par sui- 
te, la projection recherchée comprend deux arcs de cercle, situés à l’intérieur des 
branches de l'hyperbole z? — y? + 1 — 0. En trouvant les points d’intersection 
de l'hyperbole et du cercle, on aboutit à la réponse: z = 0,r?+y=4,|"1|> 


>V 5/2 (ou | z1< V3/2). Les autres projections s'obtiennent de la même fa- 


çon. 

11.12. 1) Supposons que la surface donnée est un ellipsoïde. Dans le repère 
canonique, l'équation de l’ellipsoïde ne contient pas de termes linéaires. Tout 
autre repère d’origine au centre de symétrie de l’ellipsoïde ne diffère du repère 
canonique que par la base. Les formules de changement de base sont homogènes, 
de sorte que l'ensemble des termes du second degré se transforme dans l’ensemble 
des termes du même degré; les termes linéaires ne peuvent pas « apparaître ». 
La démonstration est la même pour les autres classes de quadriques. Notons que 
si la surface possède une infinité de centres de symétrie, chacun de ces centres 
peut être pris pour origine du repère canonique. 

11.21. 6) Pour résoudre le problème, on peut réduire l'équation de la surfa- 
ce à la forme canonique en passant à un repère cartésien (non obligatoirement 
orthonormé). Après quoi on peut définir la classe de la quadrique d'après le ta- 
bleau en utilisant le résultat obtenu dans le problème 11.18 ou en calculant direc- 
tement les rangs et les signatures des formes quadratiques majeure et mineure. 

La simplification de l'équation donnée peut être faite par deux procédés. 

17 procédé. En dégageant les carrés parfaits contenant successivement 
les inconnues z1, z+, za, écrivons l'équation donnée sous la forme 


(za — 2rza — 323 — 1)? — 6 (x + za)? — 675 + k — 1 = 0. 
Posons 
Zy — 2Za — 34 — À = ui, Zo FF La = Ua, Ts = Uy. 


Ce changement des inconnues est évidemment inversible. L'équation de la sur- 
face en nouvelles coordonnées 


u2 — Gu? — Gu3 + k — 1 — 0 


est quasi canonique. Il est facile de se convaincre que pour k — 1 cette équation 
se réduit à la forme canonique 


+ ns —£ 0 


qui correspond au cône, pour k > 1, à la forme canonique 


qui correspond à te à une nappe, et pour k << 1, à la forme canoni- 
que correspondant à l'hyperboloïde à deux nappes. 

2€ procédé. Ecrivons la matrice de la bre quadratique majeure de la 
surface et réduisons-la à la forme diagonale en nous servant de transformations 
élémentaires des lignes (suivant la méthode de Gauss) et en effectuant les mêmes 
transformations de ses colonnes. Ce faisant, si on ne multiplie pas la dernière co- 
lonne et la dernière ligne par des nombres différents de l'unité et qu’on ne les 
ajoute pas aux autres lignes et colonnes, les transformations élémentaires cor- 
respondent à la matrice de passage 7 du problème 11.17, 2). Ces transformativns 
simplifient également la matrice associée à la forme quadratique mineure de la 
surface sans modifier les rangs et les signatures. Dans le cas concerné 
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2) 91 1 0  O oO {1 O0 O0 o 
_2 —2 O0 2 0 —6 —6 0 0 —6 O0 0 
—3 0—3 3|7|o—6 —12 0 | o o —6 o 
14 2 3  k 0 O0 O0 k—1 0 O O0 k—1 


Pour k>1onaR=4,r—= 3, 2 = 0, © = 1; la surface est un hyperboloïde 
à une nappe. Pour k = 1 on obtient R = r = 3, Z = © = 1; la surface est un 
cône. Pour k <1onaR—=4,r= 3,2 = 2, © = 1; la surface est un hyperbo- 
loïide à deux DA pp 

11.22. 16) On donne deux procédés de résolution du problème. 

ir procédé. En utilisant l'algorithme décrit dans l'introduction au 
$ 11, on accomplit successivement toutes les recommandations. On simplifie 
d'abord par changement orthogonal des coordonnées la forme quadratique de la 
surface. Dans le cas considéré, il suffit d'éliminer le produit de y et z, autrement 
dit on peu se limiter au changement de ces deux variables. On écrit la matrice 
des coefficients de la forme dratique en y et z figurant dans l'équation donnée, 
et la matrice-ligne des coefficients de y, =: 


A = ’ in e /L 

— 1 1 2 G, —5) 
L'équation caractéristique | À — ÀE | = 0 est 
| 1 et ,- 
14 12] 


Ses racines sont À, = 0, À4 = 2. 
On forme l'équation pour définir la base orthonormée des vecteurs propres : 


(À — ÀE) $ = 0. Dans le cas considéré (pour À = 0) on obtient 


[= late 
— 1 1 Es 

B=— h (1(1, 1)), (4) 
et (pour À = 2) | n . | L =0, 

Eh (t(—1, 1)). (9) 


Aux différentes valeurs propres À = 0 et À = 2 correspondent des vecteurs pro- 
res orthogonaux, de sorte que pour trouver la base orthonormée engendrée par 
es vecteurs propres il suffit de normer les matrices-colonnes (4) et (5). On ob- 


1 1 
: pe t — Î — 


Le changement de coordonnées recherché | - | =$ | 4 | a pour matrice 
e 1 _ | 
de passage S — V3 | ; h composée de ces colonnes. Les termes y? + z? — 


— 2yz de l'équation donnée se transforment par ce changement de coordonnées 
en 2:’?. Pour obtenir les coefficients des termes linéaires de l'équation transfor- 
mée, on recourt à la formule a’ = &S. On trouve a’ = (—1/V°2, —2V 2). Les 
autres termes de l'équation ne varient pas avec ce changement de coordonnées. 
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L'équation transformée s'écrit 
28 + 972 + Or — V2y — 4V 2 +1= 0. 


Il faut maintenant transporter l'origine des coordonnées dans l'espace. A 
cet effet, on groupe les inconnues de même nom et on les complète jusqu au car- 
ré parfait ; l'équation prend alors la forme 


—(c — 1% + (2-2 — V2y —2=0, 
ou 
— {1% +2(4 — V2 — V2 + 2) = 0. 
On procède au changement de coordonnées x = È + 1,y" — n — }/2, z’ — 
= ÿ+ V2 (transport de l'origine du repère au point O dont les coordonnées 
ar rapport au repère qui a subi une rotation sont 1,— V2, V2). On obtient une 
Étuation quasi canonique 
+2 V2n=0  . (6) 


Il va de soi que cette équation est celle d'un paraboloïde hyperbolique. 

Faisons quelques remarques supplémentaires sur la solution du probbème. 
Calculons d’abord les coordonnées initiales du point ©. Notons que dans le chan- 
gement des seules variables y et z, la première coordonnée de tout point reste 
inchangée. Donc, la première coordonnée du point O vaut 1 aussi bien dans le 
D pe initial que dans celui qui a tourné. Les autres coordonnées peuvent être 
calculées si on se sert de la formule de passage : 


pa Ut 1/5 —1  - | 
(ls 0) PA | 
Donc, les anciennes coordonnées du point O sont 1, —2, 0. 


La formule de passage des coordonnées x, y, z à £, n, & peut être obtenue de 
la façon suivante. Sa forme matricielle s'écrit 


2 


y 
z 


—V 
V 


2 


£ ë 1 
z & 0 


où la matrice de passage S contient $ en tant que sa sous-matrice 
1 0 (0 
S=||0 1/y2 —1/y2 
0 1/V2 1/2 


En développant la forme matricielle (7), on obtient le changement recherché de 
coordonnées sous la forme explicite 


1 1 1 
z—=Et+1, y=—n——> (Çç—2, mr NT = CL: 
72" 75° 7517-75 (8) 
Arrêtons-nous enfin sur le passage de l'équation quasi canonique à l'équa- 
tion canonique. On peut par exemple multiplier les deux membres de l'égalité 
(6) par 1/2, faire passer le terme linéaire dans le second membre et procéder au 
changement de coordonnées 


ë F7 n'; n — Ds b = (2 (9) 
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Après quoi l'équation (6) devient une équation canonique 
| 1 
12 NN 2— , 


0 O 
Le changement des coordonnées (9) est défini par la matrice || 1 0 O| et 
0 1 0 


correspond à la permutation des vecteurs de base. Le passage des coordonnées 
initiales aux canoniques se définit grâce à (8) et (9) par les formules 


1 1 1 1 
2=n'+i, y= EE +2, = E + (7. 
2° procédé. On se base sur les résultats obtenus dans le problème 11.15. 
Au début, comme d'habitude, on écrit la matrice de la forme quadratique de la 
surface et la matrice-ligne des coefficients des termes linéaires: 


—1 O0 0 
A=| 0 1 —11||, a—(1, 3/2, —5/2) 
O —1 ‘1 


(on ne s’attarde pas ici sur les simplifications dues à la nature des coefficients de 
lequation donnée, comme on l’a fait en exposant le premier procédé). On trou- 
ve les valeurs propres et la base orthonormée des vecteurs propres et on écrit 


la matrice de passage S à cette base 
1 0 0 


ÀA= —1,2,0; S—| 0 —1/V2 1/2 


0 1/y2 1/V2 


Puis on trouve les projections p et g du vecteur {a sur les sous-espaces © et @. 
Dans le cas considéré, le sous-espace @ est unidimensionnel et est engendré par 
le vecteur e; = {(0, 1/V°2, 1/2). Donc, qg = (‘a, es) es = t(0, —1/2, —1/2), 

= la — q = (1,2, —2). Le nombre (la, es) — —1/V 2 définit le coefficient 
du terme linéaire de l’équation quasi canonique (les valeurs propres —1, 2, 0 sont 
les coefficients des carrés des inconnues). Par suite, l'équation quasi canonique 
peut déjà être écrite à cette étape 


— E + 20 — V2i = 0. 


Les coordonnées de l'origine du repère quasi canonique s’obtiennent à partir du 
eine cation (11) du $ 11 si on calcule au préalable le vecteur ta + q = 
= (1,1, —3): 

—z+2—=0, y—5+4=0, —y+2-4=0,r+y—-3:+1—=0. 
Le système est compatible, et sa solution unique définit les coordonnées du point 
O:r=1,y = —2, z — 0. Ce procédé a un faible avantage sur le premier de 
permettre le calcul direct des coordonnées de l’origine du repère canonique. 

11.22. 17) Fournissons une solution s'appuyant sur les résultats obtenus 


dans le problème 11.15. On écrit d’abord la matrice de la forme quadratique de 
la surface et la ligne des coefficients des termes linéaires : 


0 0 0 
A=|0 9 12, a—(5/2, 5, 5/2). 
0 12 16 
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On calcule les nombres caractéristiques de la matrice À : À, = 25, À, = À, = 0, 
puis on trouve Île vecteur propre normé associé à la valeur propre À — 25; il 
est égal à e, = {(0, 3/5, 4/5). Sans calculer les autres vecteurs propres, on dé- 
compose le vecteur {a en somme p + q. Dans le cas donné, le sous-espace @ est 
unidimensionnel et est engendré par le vecteur e, (comp. avec la solution du pro- 
blème 11.22, 16). Donc, p = (a, e1) e, = *(0, 3, 4). Le vecteur q est égal à la 
différence ta — p = {(5/2, 2, —3/2). Le vecteur q trouvé est l'un des vecteurs 


propres associés à la valeur propre À — 0. Normons le vecteur qg: e; = I = 


1 
— SV> (t(5, 4, —3)). Il reste à trouver encore un vecteur, plus exactement le 


second vecteur de la base quasi canonique. Bien que ce soit évidemment l'un des 
vecteurs propres associés à la valeur propre nulle, il s'avère plus utile pour faci- 
liter les calculs de le rechercher tout simplement comme vecteur orthogonal aux 
vecteurs e, et e: déjà trouvés, c’est-à-dire à partir du système d'équations 


3y + 4z = 0, 5z + 4y — 3z = 0. 


1 
Sa solution normée est, par exemple, e, = =—= ({(5, —4, 3)). On peut mainte- 
5y 2 


nant écrire la matrice orthogonale à partir des vecteurs e, e,, €: 


0 1/2 1/V2 
S=| 3/5 —4/5 V2) 4/5 V2 
415 3/5 V2) —3/(5 V 2) 
qui est la matrice de passage à un repère quasi canonique. Les nombres caracté- 


ristiques trouvés 25, 0, 0 et la valeur de 2 (fa, es) = 2 | q | sont les coefficients 
de l’équation quasi canonique de la surface donnée 


25E2 + 5V 2 = 0. 


La surface donnée est donc un cylindre parabolique. Il ne reste qu’à trouver les 
coordonnées de l’origine O du repère quasi canonique. Elles sont définies par le 
système d'équations (11) du $ fi. On calcule le vecteur qg + ta = ‘(5, 7,1) 
et on écrit ce système : 


y + 12 +3 —0, 12y + 162 + 4 = 0, 5z + 7y + z+11 = 0. (10) 


Le système d'équations (10) a une infinité de solutions. Toute solution convient, 
par exemple, © (—26/15, —1/3, O). 


12.60. 2) Désignons l'aire cherchée par S. La transformation 
2 = @z + by + es, Y° = ar + boy + ce (11) 


fait correspondre aux deux premières droites les axes Oy et Or. Trouvons l’image 
(D*) de la troisième droite en substituant les solutions du système (11) 


1 [2Z*— ci bd, 1 [a z*—c | ay bi 
L=—— ; Yy=—— Ôs — 
O3 | Y*—c2 be O3 | 42 Y*—c: Ge D: 
dans l'équation de la droite asz+b;y+c3—=0. Il vient 
z*— b a] z*—c1 a1 bi 
a b = 0, 
: ÿ*—Cz be + "las yt—cs re a a 
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ou 
ay Db1 z*—ci 
az ba y*—c:|=0, 
3 Ds — C9 
c'est-à-dire 
ay 0, z* ay D, ci 
Ge Va y* |—=| a bs cs | =A 
as bs 0 as b3 Ca 


Substituons y* = 0 et r* = 0 dans l'équation de la droite (D*). On trouve que 
A Re di sur les axes Ox et Oy, des segments de longueur | A/6, | et 
21, 0 


ai bi 


Qu be ô — 
as b3 i 


a bs 


Donc, la droite (D*) forme avec les axes de coordonnées un triangle dont l'aire 


Dr 7 o/S — : RE Re 
est S 2166, 1 Vu que S*/S = | ô,], on obtient S TC" 


14.24. 10) Notons A, le déterminant recherché. En le développant suivant 
la première ligne, on obtient la relation de récurrence A, = 244,1 — An-# 


Soit un q tel que 2a = q ++ (en résolvant l’équation quadratique, on obtient, 
par exemple, q = & + Va — + = aœ— VYVai—1). L'égalité A, = (a+ 


+ =) An-1 — An-. entraîne deux relations de récurrence 


1 
An —4Bn= 0 (An-1—4An-2), 


| (12) 
Bn—— An-1=9 (An-1—— An-) . 
On en déduit que 
Te A 1 An (13) 


constituent deux progressions géométriques de raison + et g respectivement. Cal- 
culons 


14 \2 1 1 
ra= ds qhi= hat —1—2qu= (94) —1—9(at+—) = ; 
q | g 
de façon analogue, on obtient s, = q?, d'où rn = e et s, = gt(n>fÂ). Il 


découle de la formule (13) que s,— r, = (a = —) An. Donc, An = (a — 


—à) ] (2-2) pour g% +1. Enf®mplaçant q par son expression en fonction de 
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-« et en développant les puissances suivant le binôme de Newton, on obtient 


+ Va (a Vai _ S 
= — NE = == 2R 2h e 
EEE 2 CRI Qn-2h-2 (at —1)*, 
= 0 


En remplaçant n — 1 par », on obtient la réponse du problème. 

Considérons le cas de qg = + 1 (&œ = + 1). Pour q = 1, les deux formules 
-(12) coïncident et montrent que les A, forment une progression arithmétique de 
raison 4. On a dans ce cas A, = 2, de sorte que A, = n + 1. De façon analogue, 
il vient que, sig = — 1(4 = — 1), An = (—1)" (n + 1). Ces cas particuliers 
sont pris en compte dans la formule indiquée dans la réponse. 

14.24. 13) Soit b 0. En mettant b en facteur commun pour chaque ligne 
du déterminant et en notant a/b = z, on obtient 


z 140 ... 0 O0 
A = bn 4 x 1 0 0 
0 0 0 4 zx 


Par suite, le problème se réduit à 14.24,10), ce E fournit, après substitutions 
adéquates des notations, la première des formules indiquées dans la réponse. 
Cette formule reste encore vraie dans le cas trivial de b = 0. Pour obtenir la ré- 
ponse sous une autre forme, on considère que z est une variable. A peut alors être 
traité comme un polynôme en x de degré n à coefficient dominant b". D'après 
le théorème de Bézout 


A=A(z)=0" [[ (z2—au), 
Ro 1 


-où a, sont les racines de l'équation A (x) = 0. La réponse au problème 14.24,11) 
-donne A, = 0 pour q = nt = 1, ...,n). En comparant A, et A, on s'assu- 


re que le polynôme A (x) possède n racines distinctes «= 2 cos d'où il vient 
n k LL k 
CS 1 . L a 
A= bn Il (+-—2 c0s pe }=II C 2 cos TT) . 
Rk=i 


Il va de soi que cette formule est encore vraie dans le cas trivial de b = 0. 


15.50. Chaque transformation élémentaire des lignes de la matrice À est 
équivalente à la RS Se de À à gauche par une matrice élémentaire obte- 
nue de la matrice unité par la même transformation élémentaire. Toute matrice 
régulière peut être réduite par des transformations élémentaires en matrice unité. 
On obtient donc dans ce cas Sy... S14 = £, d'où Sy... S1 = A°1, À = 

= S51...S5. Les matrices S71, ..., S;l sont élémentaires tout comme 
81, - - -, Si; elles s'obtiennent de la matrice unité par des transformations élé- 


mentaires « inverses » des lignes. 

15.51. 1) Considérations générales: en vertu de la solution du problème 
15.50, 4 = S:1... S;1, où les matrices S;, ..., S, correspondent aux trans- 
formations élémentaires des lignes de la matrice À, qui la font passer en matrice 
unité. Après avoir trouvé S1, ..., S,, on obtient S71, ..., S;1. L'exemple 


-ci-dessous montre que le processus peut être raccourci d’une étape. Soit à sim- 
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plifier la matrice À — IE . Multiplions la deuxième ligne par —1/2. 

ce qui équivaut à la multiplication de À à gauche par la matrice : : | 
11 vient 

Lo flo -2]-lo «72 W 

O —1/2 0 -2|l o 11 ve) 


La matrice B est élémentaire. Calculons 


14  O ||" 14 0 
lé _4/2 — L _2] = $. En mul- 
tipliant les deux membres de l'égalité (14) à gauche par $, on obtient le dévelop- 


1 { O0 4 1 
o—2|| s8=|6 _; Lo 1 f 

15.73. La matrice diagonale diag (1, 2, ..., n) est régulière. En utilisant 
cette matrice, on peut se servir du résultat obtenu dans le problème 15.69. 11 


s'ensuit que la matrice donnée À est diagonale. Il ne reste qu'à démontrer l’éga- 
lité de tous les éléments diagonaux de À. Si À est une matrice d’ordre 2, c'est-à- 


pement recherché: | 


-dire À = | : | | multiplions-la à gauche et à droite par la matrice S = 
2 


O0 —1 
1 0 
en recherchant S pour une matrice diagonale À d'ordre quelconque, on vérifie 
l'égalité des éléments diagonaux de À pris deux à deux. 

15.81. On cherche la matrice inverse par la méthode de Gauss en pu 
de la matrice || À | £ || (voir problème 15.53). Le processus de simplification 
s'effectue à partir de la ligne inférieure. Dans ce cas, les éléments des matrices. 
A et E situes au-dessous de la diagonale principale ne varient pas. En fin de. 
compte, on doit obtenir de la matrice unité une matrice triangulaire supérieure. 

15.118. Soit À la matrice de permutation donnée. Passons en revue toutes. 
les matrices A*. Ce sont des matrices de permutation (voir problème 15.108). 
Le nombre des matrices de permutation distinctes d'un même ordre est fini. 
Il existe donc des entiers naturels p, q tels que q > p et A1 — AP; d'où Aï-P — 


. En égalant AS à SA on constate que À, = À,. De façon analogue, 


16.26. 2) Soit b une colonne de la matrice À telle que b  o. Toutes les. 
colonnes de À sont proportionnelles à b. Si a est la ligne des coefficients de pro- 
portionnalité, À — ba. 

16.27. B — A1 (4B), C = (CA) A”!. En appliquant le théorème qui a 
précie le rang du produit de matrices (problème 16.25,1)), on obtient les inégali- 
tés Rg B< Rg 4AB< RgB, RgC< RgCA< RgC, d'où découlent les asser- 
tions nécessaires. 

16.35. L'équation AB = O est équivalente à l'équation (SAT) (T7 -!B) — 
= O0, où S, T sont des matrices régulières quelconques d'ordre adéquat. Choisis- 


sons S, 7 de telle manière que À’ = SAT = 0 | où E, est la matrice 
unité d'ordre r = Rg 4. Notons B’ = T-1B. On vérifie aisément que les r 


premières lignes du produit 4’B’ coïncident avec les r premières lignes de la ma- 
trice B’. L'égalité 4’B°’ = O n'est donc possible que si les r premières lignes de la 
matrice B’ sont nulles. Par suite, Rg B°<< n — r. Or Rg B’ = Rg B, Rg A’ — 
= Rg 4 = r, donc Rg 4 + Rg B = Rg 4° + Rg B’ < n. On obtient une 
autre solution du problème en interprétant les colonnes de B comme solutions du 
système d'équations Az — o. Le problème donné se réduit alors à l'estimation 
du nombre maximal de solutions linéairement indépendantes de ce système. 


18.17. 4) Considérations générales. Dans l'introduction au chapitre VII 
on a décrit le lien existant entre la matrice simplifiée À d'un système d'équations. 
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é DLo- 
de rétablir le système d'équations d’après la matrice fondamentale normale. Le 
problème se réduit ainsi à la recherche de la matrice fondamentale normale du 
système d’après sa matrice fondamentale donnée. Pour trouver la matrice fonda- 
mentale normale d'après la matrice fondamentale donnée, remarquons que toutes 
les matrices fondamentales d’un système d'équations s'obtiennent l’une de l’au- 
tre par transformations élémentaires des colonnes *). On donne dans le problè- 
me la matrice fondamentale 4,44. Transformons ses colonnes : 


et sa matrice fondamentale ©: si 4 — —D 


L Cela permet 


1 1 1 0 1 0 4 0 
1 2 1 1 1 1/2 1/2 1/2 
A — EU / Po = (D. 
si 4 1 4 0 41 O0 1 O0 
1 3 1 2 1 1 0 1 


Ces transformations sont évidentes et n’exigent pas de description détaillée. 
A la matrice fondamentale normale ® correspond le système d'équations de ma- 


trice 
4 0 — 1 0 
0 1 | —1/2 —1/2 


o | O0 


En supprimant les lignes nulles, simplifions les autres lignes de À (les transfor- 
mations élémentaires des lignes de la matrice remplacent le système d'équations 
homogènes par un système équivalent) 
1 0 —1 0 | 
T | 1 —2 O1 | 


141 0 —1 0 | 1 0 —1 0 

O 1 —1/2 —1/2 0 —2 1 1 
A la dernière matrice correspond le système d'équations donné dans la réponse : 
Zz—3=0,z—2y+t=0. 


19.6. 42) Le système d'équations est défini par la matrice complète 
Il Asa | Cse ll « On trouve dans la liste des matrices: 


1 3 5 7 91! 20 
lAsa1lCsell= | 1 —2 3 —4 5 |—5 
2 411 12 25 22 | 65 
Cette matrice complète correspond au système d'équations 
Zi + 3ze + 9173 + za + 9zrs = 20, 
T1 — ÎTs + IT — 4x4 + 57s = 5, (15) 
221 + za + 1223 + 25z, + 22r, = 65. 


En Dppiquenl l'algorithme de Gauss, on réduit la matrice complète à la forme 
ifiée 


simp 
4 0 19/5 2/5 33/515 
0 1 2/5 11/5 4/51 5 |. (16) 
0 O0 0 oo 0 |0 


Notons que le système est compatible car les deux premières colonnes de la ma- 
trice complète (16) sont principales. La matrice complète (16) correspond au sys- 


*) Dans l'introduction au chapitre VIII on a neue un autre procédé de 
résolution de ce problème (en termes d'espaces vectoriels). 
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tème d'équations 
2 
HT 23 T + a+ = 5, 
2 11 4 7} 
ZT + 7375 TE Ty = 9, 
qui est équivalent à (45). Les inconnues principales sont z,, z,, les inconnues non 


principales, z;, x4, xs. Désignons ces dernières par h;,, k,, h4. On obtient la solu- 
tion générale: 


19 2 33 
A hi he—— hs 5, 
2 11 4 
Ta li he hs 5, (18) 


Zs= h1; La — he, Zs — hs. 


La solution générale du système d’équations (17) peut être obtenue par un autre 
procédé. D'abord, en posant x; = z4 = z, = 0 dans (17), on trouve sa solution 
particulière : 


5 
5 
X9=| 0 (19) 
0 
0 
Puis, on examine le système homogène 
a+ rt + a+ zs=0, 
at + rt Er = 0. 
En posant z; = 1,x, = x, = 0, on trouve z;, = — 19/5, zx, = — 2/5. En posant 
za = 0, za = 1,7, = 0, on trouve z = — 2/5, x, — — 11/5. En posant 
za = zg = 0, z3 = 1, on trouve zx, = — 33/5, rs — — 4/5. Ainsi on obtient 


trois solutions particulières linéairement indépendantes du système d'équations 
homogènes (famille fondamentale de solutions) 


— 19/5 — 2/5 — 33/5 
— 2/5 — 11/5 — 4/5 
1 ; 0 ||, 0 
0 1 ) 
0 0 1 
On peut maintenant écrire la solution générale du système d'équations (15): 
— 19/5 — 2/5 — 33/5 5 
— 2/5 — 11/5 — 4/5 K) 
X=h; 1 [+ 0 ||+k, o |+| 0 (20) 
(® 1 0 0 
0 0 1 0 


Il est évident que (20) est une autre écriture de la formule (18). 
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Enfin, on peut obtenir la solution générale du système d'équations co) 
sous la forme matricielle. A cette fin, on utilise la solution particulière (19 
et on forme la matrice fondamentale © à partir de la matrice (16) en utilisant la 


règle 


E- | Dans le cas considéré on obtient 


— 19/5 —2/5 —33/5 
— 2/5 —11/5  —4/5 


O— 1 0 0 : 
0 1 0 
0 0 1 
et la solution générale prend la forme 
— 49/5 —2/5 —33/5 5 
— 2/5 —11/5 —4/5 5 
À = î 0 0 R+|O |, (21) 
0 1 0 0 
0 0 1 0 


où hk est la matrice-colonne des constantes arbitraires h,, k,, hs. Il est évident 
que (21) est l'écriture matricielle de (20). 


En remplaçant les constantes arbitraires h;, ha, ha par h1, hs, h, égales res- 
pectivement à —5, mu —5hs, on peut aussi rire la solution ‘générale du 
a 


système d'équations sous la forme 
19 2 33 5 . 
2 11 4 5 hi 
X=|—5 0 o0!%+|o!, où k=| ÿ, ||. (22) 
0 —5 O0 0 > 
0 O0 —5 0 


Dans la réponse au problème 19.6.42) on trouve la matrice 4,,, et la colonne 
Con. En se référant à la liste des matrices on trouve 


49 2 33 5 || 

2 11 4 5 
D= A9 = —5 0 O0, cu—=|lol, 

0 —5 0 0 

0 O0 —5 0 


ce qui correspond à la solution (22). RARREIORS que la famille fondamentale de 
solutions, ainsi que la solution particulière ne sont pas définies de façon univo- 
que. 
19.30. Vérifions si les conditions du théorème de Fredholm sont remplies 
pour le système d'équations (44) x — {4 b. Soit y, une solution du système 
omogène adjoint y (f4A)=0o. Alors y, (‘AA) (ty,) = 0, d'où (yo(tA)) ({yo (*A))) 
— 0, ce qui n’est possible que si y, (4) = o. En multipliant a dernière égali- 
té par b, on obtient y, (*Ab) = 0 pour toute matrice-colonne b, c'est-à-dire que 
les conditions du théorème de Fredholm sont remplies. Il s'ensuit la Conbetibi. 
lité du système d'équations ({4A) x = ‘Ab. 
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19.31. Admettons le contraire. Dans ce cas, le système d'équations 
n 


S aynzx= OU = 1, ..., n) possède une solution non triviale z9, ..., z9. 
Ram 


Si z° est une composante maximale en module de cette solution, x  Oet la 


j-ième équation du système donne a;;+ > a}h (zR/z9) = 0, d'où l'on a la; 
Ryj 
< >. laxlcar Izÿ/7$ 1< 1, ce qui contredit les données du problème. 
k#j 
19.34. Cherchons la droite Ar + By + C = 0 qui passe par ces trois points. 
Considérons les égalités 


Aa +Bb+C=0, 
Aa + Bb; +C—=0, 
Aas + Bb+C=0 
comme système d'équations en À, B, C dont la matrice des coefficients est 
ai b1 
M=| a, b, 1 


“Toute solution non triviale du système vérifie la condition À? + B? 0 vu que 
le dernier coefficient dans chaque équation vaut 1. Par suite, les solutions non 
triviales du système, et elles seules, correspondent aux droites qui passent par 
les trois points donnés. La condition Rg M—3 est nécessaire et suffisante pour 
que le système d'équations ne possède pas de solutions non triviales, c’est-à-dire 
Aer est nécessaire et suffisante pour que les trois points donnés ne soient pas 
alignés. 

19.35. 1) Cherchons l'équation de la droite passant par deux points donnés 
sous la forme Az + By + C = 0. Considérons le système d'équations pour dé- 
terminer À, B, C: 


Aa + Bb +C= 0, 
Aa: + Bbs + C = 0. 


a bi 


Sa matrice est | — M. Chaque solution non triviale du système 


3 be 
vérifie la condition 4° + B? 0 vu que le dernier coefficient dans chaque que 
tion vaut 1. Par suite, les solutions non triviales, et elles seules, correspondent 
aux droites contenant les deux points donnés. Si les points (a, b1) et (as, b:) 
sont distincts, Rg M — 2 et le système d'équations possède une seule solution 
non triviale linéairement indépendante, c’est-à-dire qu’il existe une droite uni- 
que passant par les points donnés. 

2) Pour que trois points de coordonnées (x, y), (a1, bi), (as, b.) soient ali- 
gnés, il faut et ilsuffit (voir solution du problème 19.34) que soit remplie la condi- 
tion 


ZT y 
&1 b: | —= 0. 
da De 1 


C'est justement l'équation recherchée. Notons que si les points donnés sont dis- 
tincts, l’un au moins des coefficients des inconnus est différent de zéro, c'est-à-di- 
re que l'équation obtenue définit réellement une droite. 
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19.42. 1) Cherchons tous les plans qui contiennent trois points donnés. 
Ce problème se ramène à l'étude du système d'équations 


Aa +Bj+Cau+D=0, 

Aa, + Bb, + Ces + D = 0, 

Aa; + Bbs + Ces + D = 0 
en À, B, C, D. Vu que le dernier coefficient dans chaque équation vaut 1, cha- 
que solution non triviale du système vérifie la condition 4° + B? + C3 0 
et définit en effet un plan contenant les trois points donnés. On s'intéresse au 


cas où la famille fondamentale de solutions contient une solution unique et il 


existe alors un plan unique contenant les trois points donnés. I] faut et il suffit 
pour cela que 


ay Db1 C1 1 
Rg|l a, b, cs 1|[=3. 
3 Ds Ca 1 
20.21. L'espace des polynômes impairs de degré au plus égal à 5 est de di- 
mension 3; représentons Îles polynômes donnés Lan les matrices-colonnes de leurs 


coordonnées dans la base (t. 43,5). Réduisons la matrice complète correspon- 
dante à la forme triangulaire: 


2 0 ! 5 1 —1 0 : 
0 1 11—11|-<1[0 41 1|]—1 
1 —1 0 2 0 0 11 —3 


I] est maintenant clair que les polynômes 24 + #6, #3 — #6, 9 H #3 forment une 


base dans l’espace des polynômes impairs de degré < 5. Continuons les transfor- 
mations élémentaires de la matrice complète: 


1 0 0 à 
0 1 0 2 
0 O0 11—3 


Le polynôme 5t — 1% + 215 possède dans la base (2t + #5, #3 — 95,4 + 13) la 
matrice-colonne de coordonnées (4, 2, —3) 


20.26. L'espace des matrices symétriques ‘gauches d'ordre 3 est de dimen- 
sion 3; les matrices 


0 1 0 0 0 1 0 0 0 
—1 0 0|, 0 O0 O0 ||, 0 0 1 
0 0 0 —1 0 0 0 —1 0 
0 a b 
forment une base de cet espace. La matrice || —a 0 c || est définie dans 
—h —c 0 
1 3 ïi 
cette base par la colonne de coordonnées f(a, b, c). Vu que 4 5 0 |— 
—1 23 


= 13 Æ 0, le second système est une base. Le fait que le premier système 
est une base peut ne pas être spécialement vérifié car il résultera des calculs 
ultérieurs. La matrice de passage S est recherchée à partir de l'équation G = FS, 


21—340 
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c’est-à-dire de 


1 3 1! 1 O0 —1 
1 5 O—=|| —2 —1 2 ||S. 
—1 23 3 4 —2 


Pour résoudre cette équation matricielle, écrivons la matrice || F | G{||. Par 

des transformations élémentaires de ses lignes, réduisons la partie gauche à la 

matrice unité (on vérifie ainsi automatiquement que le premier système est 

Que base) ; dans ce cas la partie droite se transforme en matrice recherchée S. 
na 


1 O0 —1 1 8 1 141 0 0 9 40 9 
—2 —1 2 1 5 ON 0 14 0]—3 —11 —2 
3 4 —21—1 2 3 0 O0 1 8 37 8 
Les relations recherchées entre les coordonnées sont de la forme: E, — 9E; 
+ 4OËS + 965, be = — 361 — 1155 — 265. Es — 886; + 3783 + 86s. 


21.7. 4) Ecrivons les systèmes d'équations définissant les sous-espaces don- 
nés P et @. On a (voir introduction au ch. VIII): 


1 O 1 |7: 1 0 1 T1 

2 14 117, || 0 1 —1 LZa— 27] ; 
3 1 2|1z 0 O0 0 || za—zo—71 

4 1 5!|7z: 1 0 2 Ta 

3 1 3[r|=10 1 —3| f—32 : 
1 0 2|zx; 0 0 0 | z1—2Zo—73 


le premier sous-espace est défini par l'équation r3 — r, — r1 = 0; le second, 
par l'équation x, — r, — rs = 0. On remarque de plus que dim @ = dim @ = 
— 2. La base de P se compose, par exemple, des vecteurs a, et a, ; la base de 
& se forme, par exemple des vecteurs b, et b.. 

Déterminons la dimension et la base de la somme À + G.Ona 


1 O0 4 1 1 0 4 1 
213 1||<|10 1 1 1 |; 
3 1 1 0 0 0 3 1 


dim (P + @) = 3, c’est-à-dire que la somme ® -+ @ coïncide avec tout l'es- 
pace tridimensionnel ; la base de la somme est engendrée par exemple par les 
vecteurs &Gjy, Go, 1. 

L'intersection P fN & est définie par le système d'équations 


nHa—zs=0, m2 0. 


La matrice de ce systéme se réduit par les transformations élémentaires des li- 
gnes à la forme 

Î cl PE 

{1 —1 —1 0 14 oO! 


Le rang de la matrice est 2, donc dim (f MN G@) = 3 — 2 = 1, ce qui d’ailleurs 
pouvait être déterminé auparavant d'après la formule 


dim (® MN @) = dim? + dim @ — dim (8 + G). 
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Le vecteur de base de l'intersection a des coordonnées vérifiant les conditions 
Z, — Zs = 0, rx, = 0; on peut le définir par la matrice-colonne #(1, O, 1) 


. 24.26. Soit À la matrice de la transformation œ@ dans une certaine base et 
soi 
det (4 — ÀE) = (À — À)...(À4, — À). 
1) En remplaçant À par —À, on a aussi 
det (4 + ÀE) = (ii + À)... (An + À). 
En multipliant ces égalités, on obtient 
det (42 — À2E) = (A5 — À°)... (A2 — À), 
ou 
det (42? — tE) = (Â —1t)...(A2 — 1), 
où t — À2. 
2) Dans la décomposition du polynôme caractéristique, remplaçons À par 
Âeh (k — 0, ..., m — 1), où e — e27T1/m (em — 4): 
det (A—ÀE)—(Àk1—2À) ... (An—-À), 
det (4A—&E)— (A1 —2e) ... (Ân—4e), 


Puisque les matrices À — ÀehE (k — 0, ..., m — 1) commutent, on obtient 
en multipliant les égalités termes à termes: 


det (AM — ÀÂME) = (AM — Am)... (Am — Am), 
ou, en posant À" = 1, 
det (AM —+t£) = (M — 1)... (7 — 1). 
On a utilisé ici la décomposition am — Am — (a — À) (a — Àe) ... (a — Àem-1), 


Pour l'obtenir, il suffit de noter que le polynôme a" — Am a les racines a, 
at, 55, QE, 


j 
26.25. 1) Le polynôme p; (t) — De — 1), j < k, s'annule aux points 
t— 1ett— — 1. En intégrant par parties k foiseten notant que p(*) (9) — 0 


pour j << k, on obtient pour j < k 
i 


1 
2 À 50 pu to ar=(— 0% À po «rit ao. 
- | 


2) En utilisant la formule précédente, on a 


1 
4 k 
| (PR dE \ = «3—1#) (t5—1)4 dt — 
“1 =1 


Î 
(24)! 
AR (GDS ( (1— #2)8 dt. 
1 
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On calcule la dernière intégrale en intégrant par parties 4 fois: 
1 ; 1 
\ (A+ {sh d= ( (+ A4 (1 — jh dt= 


Eu | 1 


Î 
: (kl) na (I): 2348 
HE) .… Ch) ( (HO de SET 


1 
32.8. 12) Procédons au changement de coordonnées 
n= Han —ers= ss (23) 
Dans les nouvelles coordonnées, la forme quadratique s'écrit 
2 — 2 + 2rirs = (x + 25)? — 25° — st. 
Après le deuxième changement de coordonnées 


= mt = sm, (24) 


la forme quadratique donnée se met sous une forme canonique 


F2 — 72 — 


L'indice d'inertie positif de la forme donnée est égal à 1, le négatif à 2. Le rang 
de la forme est 1 + 2 = 3, la signature est 1 — 2 = — 1. 

On peut écrire le changement de coordonnées qui transforme la forme donnée 
en canonique comme un composé des changements (23) et (24): 


= æ æ ” Le ” ” ” _— æ 
T1 = Zi Ta — Zgn Ta = Lj — Lo — Ts Ta = Ts. 


32.27. 10) La matrice B = ÀA,,2 associée à la forme quadratique donnée 
possède les nombres caractéristiques 3 (de multiplicité 2) et —3 fe multiplici- 
té 1). Le sous-espace invariant associé à la valeur propre 3 est défini par le sys- 
tème d'équations linéaires homogènes de matrice B — 3E ; on obtient deux vec- 
teurs propres linéairement indépendants a, a, définis respectivement par les 
matrices-colonnes de coordonnées {(1, 0, —1) et {(2, 1, 0). Le sous-espace propre 
associé à la valeur propre—3 est défini par le système d'équations linéaires homo- 
gènes de matrice B + 3E£ ; on obtient un seul vecteur propre linéairement indé- 
pendant a; défini par la matrice-colonne de coordonnées {{(1, —2, 1). Les vecteurs 
Ar Tao Ag forment une base propre de la transformation associée à la forme qua- 
dratique donnée. Or c’est à la base propre orthonormée qu’on s'intéresse. Vu que 
les vecteurs propres des transformations linéaires auto-adjointes de l'espace eu- 
clidien, associés aux valeurs propres distinctes sont orthogonaux, on a (a;, as) — 
= (a,, as) = 0. Il ne reste qu'à QRAOsOne ne le système des vecteurs a, a. 
Posons b, = a, bs= a; — aa; & est choisi de telle manière que (b,, b,) = U, 


c'est-à-dire & — rs = 1, d'où l’on conclut que le vecteur b, est défini par 
1, 1 

la matrice-colonne de coordonnées {(—1, —1, —1). Les vecteurs b,, b., a; forment 
une base orthogonale propre de la transformation associée ; en normant ces vec- 
teurs, on obtient la base propre orthonormée recherchée. Pour plus de commodité. 
on change le signe de toutes les coordonnées du vecteur b,. Les matrices-colonnes 
de coordonnées des vecteurs obtenus forment la matrice de passage de la base or- 
thonormée donnée à la base (b,, —b,, a), c'est-à-dire la matrice S = 4... 
Dans la base trouvée, la forme quadratique s'écrit 3xi? + 3x, — 3z:°. En se 
servant de la matrice S, on peut écrire le changement de coordonnées réduisan 
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la forme quadratique donnée à la forme diagonale: 
CR 
A7 SET-D Ts + Ve © 
z be Fr 
2 V3 2 VE 
tn Te 
—— V2 Zi + V3 Ts + V6 L3. 


32.36. 11) Indiquons deux procédés de résolution du problème. 

1er procédé. Les deux formes seront étudiées dans l'espace arithmétique 
tridimensionnel des matrices-colonnes. Ecrivons les matrices associées aux for- 
mes données dans la base initiale: 


6 O0 3 2 O0 1 
F=| 0 1 —3|[, G=| 0 1 —1 
3 —3 6 1 —1 2 
Tous les mineurs principaux de la matrice G 
5.0 2 0 1 
2, | et 0 1 —1 |=1 
ne 1 —1 2 


sont strictement poses donc d’après la loi de Sylvester, la forme g est définie 
positive. Considérons la forme bilinéaire 


1zGy = 2raÿa + ZaYs + ZsVa + ZaVa — Taÿs — Zsÿa + 279ÿs 


qui lui correspond et traitons-la comme produit scalaire, de sorte que l'espace 
onné devient un espace euclidien. La méthode exposée dans l'introduction au 
$ 32 permet de trouver une base orthonormée de vecteurs propres de la transfor- 
mation linéaire auto-adjointe q associée à la forme f. Les valeurs propres et les 
vecteurs propres se calculent d'après les formules (6) et (7) du $ 32: 


6—2X 0 < Pa 
det(F—A6)=| 0 1—X —3+X ||= 
3—À —3+A 6—2À 
2 oO 1 
=(3—2)21 0 1—X —34N [= —(3—2)(3+A); À1=+3. 
1 —1 2 
12 O0 6 0 00 
F+3G—=| 0 4 —6|, rF—36—| 0 —2 0 
6 —6 12 0 O0 0 


La solution fondamentale du système d'équations (F + 3G) £ = o est x — 
— Î{(—1, 3, 2). La valeur de la fonction g (x) sur le vecteur !(—1, 3, 2) est le 
carré de sa longueur. En calculant cette valeur, on obtient un vecteur propre nor- 
mé associé à À — — 3; soit e;— t(—1/ 3, V3, 2/ V3). Du système d'équations 
(F — 3G) & = o on trouve qu'à la valeur propre À — 3 correspond le plan pro- 
pre z,= 0. Cherchons-y deux vecteurs propres orthogonaux. A titre du premier 
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vecteur on peut prendre toute solution non nulle de l'équation x, = 0, par exem- 
ple, b — 4 0, 0). Pour obtenir le deuxième vecteur propre c = ‘(r,, z., r3), 
Joignons à l’équation x, = 0 la condition d'orthogonalité des vecteurs b et c; 
soit bGc — 2r,+ 73 = 0. Des deux équations x, = 0 et 2x; + rs = Oontire 
que c = t(1, 0, —2) à un facteur numérique près. Normons maintenant les vec- 
teurs trouvés b et c en calculant le carré de leurs longueurs g (b) — 2 et 
g (c) — 6. Notons que les vecteurs b etc sont orthogonaux à &, vu que les va- 
leurs propres associées sont distinctes et la transformation œ est auto-adjointe. 
On a obtenu la base orthonormée des vecteurs propres de la transformation ®, 
soit e, — {(—1/}/3, V3, 2/73), e:= t(1/y/2, 0, 0), e,= (1/76, 0. —2/1/6). 
RÉ tes base, la matrice F” de f est diagonale. par suite, f est de la forme dia- 
gonale : 


F' = diag (—3,3,3); f(x) — — 3752 + Br? + 3782. 


Vu que la base (e;,e;,e;) est orthonormée par rapport au produit scalaire intro: 
duit, le carré scalaire du vecteur (valeur de la fonction g sur le vecteur) s'y ex- 
prime sous la forme canonique 


ga) = 2 + rt + ri. 
I] reste à écrire avec e;, es, es la matrice de passage 


—1/V3 1/V2 1/V6 
2/V3 0 — 2/6 


et d’après cette dernière les formules de changement des coordonnées 


1 1 1 = 
mi ———— x tree : CRE RuS S a — 3 qi 


2 


2 , 2 

T= = Li ——— I. 

3 V3 1 V6 3 
Attirons l'attention du lecteur sur la non-unicité de la base recherchée, fait ap- 
paraissant déjà au cours de la résolution (comp. avec la réponse). 

2 procédé. Donnons sa description abrégée. On constate tout d’abord 
que la forme g est définie positive et on introduit le produit scalaire à l’aide de 
g. Ensuite, on trouve une base dans laquelle g est de la forme canonique. On y par- 
vient par la méthode de décomposition en carrés ou par les transformations élé- 
mentaires. La nouvelle base e’ est orthonormée pour le produit scalaire intro- 
duit. Soit S; la matrice de passage à la base e’. On calcule la matrice F” associée 
à la forme f dans la base e’. Vu que la base e’ est orthonormée, la transformation 
y associée à f dans cette base a la même matrice F’. On trouve les valeurs propres 
et la base orthonormée e” de vecteurs propres de d'après sa matrice F’ en utili- 
sant le procédé habituel fourni par les équations (1) et (2) du $ 24. Soit S, la 
matrice orthogonale de passage de la base e’ à la base e” (elle est formée par les 
coordonnées des vecteurs eï, e; et -; dans la base e’). La matrice de la transfor- 
mation @ dans la base e” est égale à la matrice de la forme f ; elle est diagonale 
et ses éléments diagonaux sont les valeurs propres de ®; la forme g exprime tou- 
ou le carré scalaire du vecteur dans la base orthonormée et, par suite, est éga- 

e à la somme des carrés des coordonnées du vecteur. La matrice S de passage de 
la base e à la base e” se définit par la formule S — S,S,. En effet, e” = e’S. et 
e’ — eS, entraînent e” = eS,S,. Les colonnes de la matrice S contiennent les 
coordonnées des vecteurs e’, e; et e; par rapport à la base initiale e. 
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36.7. Exprimons les anciennes composantes du tenseur en fonction des nou- 
velles. A cette fin multiplions les deux membres de l'égalité a°: = cola, par 
titi et sommons sur i et j. On obtient 


ES PS l — £Shsl A 


Donc, apq = Tete + Ces égalités peuvent être écrites sous la forme matricielle. 


1 172 2 , 
&i1 TITI OTATS TITI TT ST 
aus] || tits Tité Tite 1 dia (25) 
… it! <! 2 1257! T2 2 , : 
&21 Tots Tati Lits TT ET 
Age T2T2 OTots Tata 1242 22 


Rappelons-nous maintenant que dans un espace vectoriel arbitraire (et, par sui- 
te, dans l’espace des tenseurs de type (0, 2)) les anciennes composantes du vecteur 
s'expriment en fonction des nouvelles par la formule & — SE’. Cela signifie 
que la matrice des produits TT dans la formule (25) est justement la matrice 


de passage recherchée. On vérifie aisément qu'elle est égale à {7 @ !T. 
37.15. En se servant du résultat obtenu dans le problème 37.7, 1), on 
obtient les composantes du tenseur associé au produit pp" : 


Csh = Ems0T gligina; — a,?ay;. 
Si l'on introduit les notations b,; = Eine = akj, il vient 
Ch = EUbabngs Chs = 8 bpibse 


En utilisant la symétrie du tenseur g!}, on est en mesure de vérifier que les ex- 
pressions de c4, et cs ne différent que par la notation des indices de sommation 
et par l’ordre des facteurs numériques. 


RÉPONSES ET CONSEILS _ -:- nn. 


4 


1.4. (—12, —1), (0, 0). 1.5. aœ—2/7, B—13/7. 1.6. c(1/16, 11/16). 
d(0, —2). 1.7. (0, 0, O0), (1, —7, —3). 1.8. a=0, B=—1, y= —4, 
1.9. 1(1, 1, 1), m(0, 2, 0), n(0, 1, 1). 1.10. ._9 oui; 1+m+n= 0; 2) non; 
2: oui, 21+<m—n— me 1.11. B'a æ. 1.12. BD (—4, 1), CO (—1/2, — 1/2), 

— 
KD(- 4, 1/2). 1.13. A (2, O), 10 (1/3, 1/3), MO (—1/6, 1/3). 1.14. rs (3/5, 
—> 

— 2/5), BC (2/5, 2/5), CD (— 2/5, 3/5), DA (—3/5, —3/5). 1.16. BC (1, 1), 
— — — — — — 

CD (0, 1), DE(—1, 0), EF(—1, —1), BD(1, 2), CF(—2, 0), CE(—1, 1). 

— —? — — 

1.17. 1) AB(—1, 1, 0), BC (0, —1, 1), AC (—1, 0, 1), 2) XL (—1/2, 1/2, 0), 
—> —> —+ —}> 

PQ(—1/2, 1/2, 0), NC(1/2, 1/2, —1), MP (1/2, 0, 0), dr 1/2, 1/2); 


— — m 
3) OS (4/3, 473, 1/3), KS(—1/6, 173, 1/3). 1.18. 1) OM (=, —): 


— | on m | AC | | 4B | 

2) ON ’ | . 1.19. (ie. te) 

n—m Mm—n > — ap — 

| AB1+14ACI | AB|+14C1| 
1.20. A1(0, 0), B(2/3, —1/3), C (1, 0), D (2/3, 25) E (0, 1), F(—1/3, 2/3), 
0 (1/3, 1/3); O est le centre de l'hexagone. 1. A (0 F pe ne D, C'(1/4, 1); 
D (1, 0e M (1/5, 4/5), S (0, 4/3). 1.22. C(1, 1, 0), B 1), C1(1, 1, 1)» 
K (1/2, 0, 1), L (1, 1, 1/2), EM (1/2, 1/2, 1), N (2, 0, 4 10 (1/2, "4/2, 1/2). 


NZ mx nya + 
1.23. D(z1—2o +25 y1—Yatys). 1.24. 1) M (Re, Er + . 
NZ1 + M2 D N NTy— Mis  NY1—MY) are | 
m+n D Am °° n—m °° n—-m 
servir du problème 1.18. 1.25. 1) (—3, 16); 2) (9, —20). 1.26. (atets . 


Ya Va Ys 21 22 + 2 ] 
3 : ) : 


Conseil: se 


1.27. FrC= re + ral Flo tal lp, = 


m 
=Fgt la Hé ra— ri. 1.28. rp="+ Fe (rs—rs), ry= 
n ‘n 
nn LE a DIE PRET “ner SM le 
1.30. n=nintinnnintinnn ir . 1.31. O est le point d'in- 


lra—rel+lra—rsl+lrs—-nl 
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tersection des médianes du triangle; en dehors du plan du triangle Ée points: 
1.32. . 1.3 (es Tr le 


n'existent pas. 


M+...+Mn 
22 23 on 1 rate) m re 
1.34. (+. )- 1.37. |BOI:ION|= ARE, |CO|:10M |= 
= trans, 1.39. |DMIl:IMKI=3:2, |BMl:|ML|—16:9 
n1 2 
— 98 
1.40. an . 1.41. Conseil: se servir du problème 1.15. 1.42.  s- 


1.45. ve 1.46. 2 :3. 


2.1. 1) 3/V2; 2)—21; 3)0; 4) 5; 5) —6. 2.2. 1)6; 2) 38. 2.3. 1)3; 
2) —133)0. 2.4 41) 0: 2) Arc cos (4/5); 3) 9°; h), Arc cos (—3/V 10): 
5) 180°. 2.5. 1) 10: 2) 5: 3) 0. 2.6. 1) 22; 2) —1; 3) 0. 2.7. 1) Arc cos (5/9) : 
2) 180°: 3) O0: 4) 90°: 5) Arccos(—1/3]. 2.8. 1) 52: 2) 2; 3) 3. 
2.9. 1) (—28, —14); 2) —13: 3) 77. 2.10. 1) (2) —20, 5); 2) 11: 
3) —28. 2.12. Non. 2.13. —3/2. 2.14. 1) 0: 2 —4; 3) 2. 2.15. 1) 


VF TeN-20, 0; 2) VIP Ie +206, d; 3) VD Telt-6, ci. 


Le 1?—(b, ©) |b1?—(b, c) 
246. (Tpren-26 0 prier og). 218.1) 
|ABl=1bl, |BCI=VTb+Iel—24, 9, |ADI=3|BC|, |CD|— 


_ 3 1— a en nd D == — = 
V91bI?+4]|c1?—12(b, c), cos À [b]-18C] . B—180°— 4, cos D 


21ce12+3 l'b|?-5(b,c) : a D 
Re C—180° — D; 2) | SM =7 V4albl?+lcl3—4 (b,c). 


2.19. Les longueurs des diagonales sont 5 2 et 10, l'angle aigu est 


égal à 45°. 2.20. |4B1=—6, |AC|—4/3, |BC|=2V/3, Â= 30°, B= 90°, C — 60°. 
2.21. Les longueurs . côtés sont 3 et 5, l'angle aigu vaut Arc cos (4/5). 


(a. b) 3 
2.22. y/9,4. 2.23. 40, .—1 1, —2). 2.24. FILS 2.25. a. 
2.26. 1) (—1, —1) et (2, —2); 2) (0, 0) et (14, —1); 3) (8; 3) et (0, 0); 
4) (—2, —2) et (0, 0). 2.27. 1) (2, —2, 4) et (0, 0, 0); 2)—-(1, —1, 2) et 


— (1, 5, 2); 3) (0, 0, O) et (4, 0, —2). 2.28. (5, 2) 2.29. (1, —1, 3). 
2.30. x— a. Conseil: chercher le vecteur x sous la forme Àa. 


2.31. 1) L’ ble des extrémités des vecteurs x vérifiant l'équation (x, a) — 
— Ppest une droite (tous les vecteurs sont issus d'un point arbitraire O). 
Le vecteur normal à cette droite est le vecteur a. La projection du 


P 
FE a. 2} 
L'ensemble des extrémités des vecteurs x vérifiant l'équation (x, a) — p 


est un plan (tous les vecteurs sont issus d’un point arbitraire O). Le 
vecteur normal à ce plan est le vecteur a. La projection du point O sur le plan 


point © sur la droite est l'extrémité du vecteur x, = 


est l'extrémité du vecteur x, = a. 2.32. 1) Le rayon vecteur du point 


Pr 
[a |? 
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d’intersection de deux droites (voir problème 2.31). 2) Le rayon vecteur du point 


commun de trois plans (voir problème 2.31). 2.33. Deux solutions: 
1 : Î 1 
E—— (1, —2, —3). 2.34. Deux solutions: — (0, 1,1) et — (5, 
V'14 | 1/2 7 V2 | 
—3, —8). 2.35. L'angle au sommet cest Arc cos +. 2.36. L'angle aigu est 
mi— n° —_— 
égal À AC COS —————— , 2.37. 90. 2.38. 1) VmE=E ni mn ‘ 
VmsE ni—2min? cos 2œ 
: Vmn; 2) Vm: Vn; 3) Arccos "©", 2.40. | AC, = a+ b2+ 
Vmi+n—mn 
29 
+ c2+ 2ab cos y+ 2bc cos a+ 2ac cos B. 2.42. Arccos (1/18). 2.43. 3 — 4. 


2.44. |EM]|:|MF|=]ICNI:IND|—3:1. 2.45. 6 V3. 
3.1. 1) (11, 49, —7): 2) (0, 0,0): 3) (0,0, —15) 3.2. 1) 2[b, a]: 
2) La, bj+4[b, c++ le, al. 3.4. A=+ V3. 3.5. 1) [eu el=es, [e., es] = 


—@1, [es C1]—0e, 2) [ey, eol——€x [Ce €sl= —e1, [es €e1]=—e:; 
le lle | les l-lesl leal-lel 
) [ 1° 2) | e: | KO [ 29 sl | e; | 1° [ 3° 1) | la | 2 


3.6. Soit les vecteurs a, b, c sont tous nuls, soit ils engendrent une base 
orthonormée (le triplet des vecteurs de base a, b, c est direct). 3.7. Pro- 
1 


V14 nn = 
: 1 5 = 4 3 5 4 3 
ne De e ar : 2 era 7 7 
tion unique Æ (0, 1, 1). 3.8. 1) 5 V3; 2)5 K * 73 9 14 
cos a — cos BP cos y 
sin psin y 


angles plans B, y. Les autres dièdres se déterminent d'après les formules 
analogues. Conseil: utiliser dans les calculs la formule du problème 


blème 2.33: une solution unique 


(—1, 2, 3); problème 2.34: une solu- 


3.9. 18. 3.14. cos 0 — , où 6 est le dièdre formé par les 


3.13, 3). 3.15. = Re . Conseil: chercher le vecteur x sous la forme 
Aa, bl. 3.16. L'ensemble des extrémités des vecteurs x vérifiant 
l'équation [x, a] — best une droite (tous les vecteurs sont issus d'un point 
arbitraire O). Le vecteur directeur de cette droite est le vecteur a. La projection 
du point O sur la droite est l'extrémité du vecteur x, = [a, b]/ | a | *. 3.17. 
d=+f#/1fl, f—=lallb, l+l|bllc,al+lclla,bl; riGsigne pas 
correspond au triplet direct des vecteurs a, b, c, le signe moins, au triplet rétro- 
grade ; 2) le signe plus correspond au triplet rétrograde des vecteurs a, b, c, 


le signe moins, au triplet direct. 3.18. PL 2,0). 3.19. 1) O0: 2) —23; 


3)0:;:4)6. 3.20. 1) oui; 2) non. 3.21. À = 3, — — 4. 3.22.1) | (a, b, c) |/2; 


2) | (a, b,c) 1/6. 3.23. 1) 1/3: 2) 1/30. 3.24. 10 y 2. 3.25. L'ensemble 
des extrémités des vecteurs x vérifiant l'équation (x, a, b}—p est un plan (tous 
les vecteurs sont issus d’un point arbitraire O). Ce plan est parallèle aux vec- 
teurs a et b. La projection du point O sur le plan est l'extrémité du vecteur 


D PE SE [a, bl; ce vecteur est une solution particulière de l'équation 


donnée. Conseil: se servir du résultat obtenu dans le problème 2.30. 
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3.26. Conseils: 2) utiliser la formule du produit vectoriel double (problè- 
me 3.13, 2)) ; 3) et 4) utiliser la formule du problème 3.26, 2); 5) poser d — 
—=[x, yl dans la formule du problème 3.26, 3), pour le calcul des produits mix- 


tes utiliser la formule du problème 3.13, 3). 3.28. 2) b, = ae 83) . b. = 
(&1, A2, as) 

— __[as, a) Less 2) 4, oh, + Eu 

_ bi 3.29. b (+. Tr) (5. 


(&1, A», As) ’ (az. a:, 82) ‘ 


1 { 1 7 1 P{b, cl+glce,a]l+sl{a, D) 
7 6 ! 3): (5 12 ° +): ue (a, b, ©) 
3.31. 2 a. 3.33. 2: 1 ou 1:2 (deux solutions). 3.34. h1. 3.35. Es S 
43 15 
4 15 Ta à 2 ma lou 0N21 
ou S. 3.36. 2/24. 3.38. J/ 2 Si+S:+a1+ | _ |. 
4.1. 1) @ = —@i + 203,0 = ai — Tai; 2) ai = —Ta; — 24, a = 


= — 341 — Ge; 3) e1 (—7, —3), e2(—2, — 1). 4.2. “ Œ1 = LA — LS + 


Has M Qi — 20 + Jus, Qs — Gi — Jus + Gas; 2) a 
+ &s, n AS Œs = y — ZA + ss: 3) ee: (3, 3, le e: (— 3, 
se) es(l 2, 1). 4.3. 1) z = 2r'+y —1, y= 32° + y +3 :2)z = 
= —z+y—4, y = 37 — 2y +9; 3) O (—4, 9), a (A 3) e: (1, —2). 
4.4. 1) x = 4x’ 1° y + 3z +1, Mu +23 +1,z2—= 2 + 2y + 
Hz +2; 2) r'=r—-y—3+2, y +22—3, z = — x + 3y — 
— 9%: +2; 3)O (2, — 3, 2), ec ( 0, 1 EXO … 3), es (—1, 2, — 2). 
RS Dont pr at D oO (+ =) 
Dos Bu S ot Lo Û Fi 2 5° 5]: 
€! (+. —+) . Ce (+. +) : 3) 0’ (5,2), ei (2,3), e; (—1,1). 4.6. 1) r°=— 
= z—y+z+e6, = —z+y—2:—-8,  =z+z:+3; 2) O(6, —8, 
3), et de —1, 1), €2 (—1, 1, 0), es (1, —2, 1); 3) O" (— 1, 3, —2), ei (4, 
—1, —1), e:(1, 0, 5, e; (1, . 0). 4.7. &œ = — Ta! — 17, Le = 94, + 
+12a. 4.8. a — + ai++ a + 4, = a+ ai — 180, Gs = 
Éd AQ a Loiopile e  r S e 240 >= 
= JA; LA Je a y g 3 y 9 : 10. T— 
=4x + 3y +62, y = — 8x — 3y" — 137 — 1, z = 13x° + 4y +237 +1. 
AL Re RS ne he Dis, 
A =: z 3 Ÿ CE deb 1: 3 Ÿ ge Alès z — 
, dre? , 2 er 2 4 2  ,_ À, 
—Y+by=r ss +y. 4148 z=— 3 Pad st 
+y ++. 4.14. r=s+ y, y = — 3x° + + 3. 4.15. = 7 — 
—Y +2 y=—-2 + y +1. 4.16. PRES TES y = 


HS +e. 417. z= —2 —2ÿ +2, y= —22 —y +2. 
4.18. z = —2r — 2 — 2 +2, y=y +z,2z=2. 4.19. x = 22: +y + 
1 , Dr 1 , ER .- 2 , 1 , 
Taser y=y +7 Z', 2=—2 y"—+1. 4.20. a ne ve ue 
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dt do, tout to 4, 
4. +7: = — 3 T ++ y Te +7, 3— : z 3 y 
Rs +. D OO Re LS Se 

z +1. 4.22. z=—2 +1, y=7y à 

. 4.23. af, + ai, =1, af tañ=1, ont anas= 0. 4.24. 1) ai, 


+2. 4 

+ a, + a%, = 1, ah + ah + ab = 1, af + ah + 4% = 1, ER ES 
+ Gs1dse — 0,  Gy@is + Gn1025 + Ag0ss = 0,  G12013 + Gua@2s + 32033 = 05: 
Gj1 ia is 
do os os 
As1 se ss 


+ y" cos p + vos 2) z° = (r—20) cos p + (y— Yo) Sin p, y = (y— a) cos p— 
—(z— 70) Ssinp; 3) O0 (—z0cosp—yo Sin P, zo Sin p—ÿy, Cos p). 4.26 a z= 


>0. 4.25. 1) zx = zx’ cosp — y’ sinp+re, y = z’ sin p+ 


1 V3 _y3 | 1; 
= Dar + 1, Ve € + y" +3; 2) T5 a" + 
+4, = a + +3; 3) = y +1 ver +3; dr 


y 2 2 

+i,y= —y + 3. 4.27. 1)z=zx" cos + y’ sin P+Zo y=zx" sin p — 
— y" COS P + ÿoi 2) 2° = (x — z0) COS P + (y — yo) Sin p, y —(z— 79) Sinp— 
— (y — Yo) COS P; 3) O(—roCOSP—Yo sin, —rosinP+yo cos p). 4.28. r— 
48 4, 3 36 1 


lo, 0 2 2 
+5. 4.80. 2 2 Ep EE, yes ty — se 


5.1. 1) a, et a, ne sont pas colinéaires; 2) a, et a, sont colinéaires, a: 
et r.—r, ne Je sont pas; 3) a, a, r—" ss colinéaires. 5.2. 1} 
| (a, a) | < | (n:, n.) | 5.3. ne — (ro, n) a. 5.4. 1) To-|- 


Arc cos 2) Arc cos 


[a l-1& | Iml-inm | (a, n) 

D—(re, n) D— (ro, n) ao ro, n)—D].,, Ifro—r. a)l 
LE D 2) +2 n. 5.5. DE PURE | 
5.6. 1) (1, k); 2) (—B, À). 5.7. 1) 2z—3y+5—0; 2) z—4t, y—1+3,. 
c'est-à-dire Li; 3) 5.8. 1) z—2y+11=0: 2 +: 3) z 


= —3; 4) y=4; 5) z=—3<+1, y=4—7t. 5.9. 1) z—4y+7=0; 2z— 
—! y+2=0; 3) x=2; 4) y——3. 5.10. Les droites se coupent au ü point. 
(5/7, — 3/7); 2) coïncident; 3) sont parallèles; 4) se coupent au point 
(5, —1). 5.11. 1)aÆ +2; 2) ee 3)a—2 5.12. a—1, a——1, 


G = 9; 5.14. y =  , y= +1, y= —1, y—=5. 5.15. (—4, 3); 


5z+2y—13—0; z—5y+19—=0; 4x + 7y—5 =0. 5.16. 43rz+12y— 67 —0. 

Conseil: la droite recherchée est la petite diagonale du parallélogramme- 
dont les côtés sont situés sur les droites Le et dont le centre est au: 
point 4. 5.17. 10z+11y—21=0; 4z+5y—9—=0; 2z2+y—15=0. 5.18. Deux 
droites: 4z—y<+9—=0, Oz 3y—13—0. TR Trois droites : r—3y+7=0, 
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Bz+käy—18—0, 2r+71y—12=0. 5.20. 5:18. [5.21. 1) (—k, 1); 2) (4, B). 
5.22. 1) 2z+y+2=0; I+$ =#—+ ; 3) y=4; 4)z=—3; 5) z— —3+ 
+71, y=4+t. 5.23. Se Sz—y+9=0, z+5y—19=0, z+ 


+Sy+7=0. 5.24. z—y VB+L3 V3—1=0, z—y V3+V3—-1=0, z+ 
y V3—3 V3—1=0, z+y Le ee 5.25. (3, 11). 5.26. 1) p/13; 
2) 1; 3) 2; ; 4 0; 5) 6; 6) 11. |Ce—Cl/V AH BE 5.28. 2r—y— 
_14=0, 2r—y+6—0. 5.29. d © ou (—3, — 2/3). 5.30. (3, 5) ou (—37, 
45). 5. + Un couple de droites: Air+Biy+C1= + À (Aer+ By+cC), où 
= kV'(AI TE B/LAS + B1). 5.32. 1) 2 3); 2) (—5,4), 5.33. z—3y+ 
L7—0. 5.34. 5z—10y—11—=0. 5.35. z—5. 5.36. (7, —5); 2 y 
L41—0; 2zLy—9—0: zty—2—0. 5.37. 3z+4y—11=0, 3z+-4y+1=0, 

63z + 59y— 205 — 0. 5.38. z+y—-4=0, z+y—=0, y—=5, zx =: 

5.39. 1) Arc cos (1/ V/10); 2) Arc cos (2/ V5); 3) 90°; 4) 0; 5) Arc cos (4/ V 65). 
5.40. Deux droites: 2z+y—7=0,z—2y—1=0. 5.41. 2=2+y(2+ V3), 
z—2+y(2— V3). 5.42. 2z—11y+16—0 ou 2r—411y+6—0. 5.43. (3, 12). 
5.44. nn 5.45. z+3y+9=0. 5.46. Tete 0, 7z— 


‘données ce st le centre du cercle circonscrit a pour coordonnées 
(— 3/16. 51/4). 5.48. 6r+y—11=0, z+6y+4—=0, 1467+ 99y—641 —=0. 
5.49. (—3, 5). 5.50. 11z2—15y+11—=0. 5.51. Deux ‘solutions : 1) le rayon 
est égal à 2 Y?, le centre a pour coordonnées (—3, 1); 2) le rayon vaut 
3/2, le centre a pour coordonnées (—2, 4). 5.52. x—3, y=—1 ou 3z+ 
L4y—5=0, 4z—3y—15—0. 5.53. (Aa, + Bas) x’ + (Aaye + Bass) Y’+ Aa10 + 


9 
Lie Pa 5.54. 3z'—y'+3=0. 5.55. 1) cz + v'+t, 
y= — + +1: 2) 2z'+5y —4=0. 5.56. 5z°+ y'3y—4 7/3=0. 


9 
57. 1) D = Hi, y= —— 2 — eV ‘+23; 2) 6x —7y"— 
: V5 +73 CVS V5 
— 6 y 5=0. 


1. 1) (r, [a. bJ)=(ro, a. b); 2) {r, aj=[ro, af; 3) rs É DL + as ; 4) 
Ir. (ms, n,)]= Den — Din, ; 5) = PE at, a={m ml. 6.2. 9 
[ni n.]£0; 2) [n,, n.]=0; si n,= An, on a D: nr , Pr n:]= 0 
n,=Àn., on a Di=hDe 6.3. 1) [ai. ES mie = 2) (a 
a.] 0, (r—rs, a ae) == 0; 3) [ai, a.]—=0. [re —r,. a: ; À) [a. al? 
rar, a1)=0. 6.4. 1) qe, 0 2 UE 00 de D 20: du 0 

- (ro, n) fa. b]  DIal?—(a, b, n) 
{ro: n) = D. 6.5. 1) + EE a; 2) [a ar CAS ETETT VE HRNE a 
6.6. 1) r=ro+nt; 2) (r—ro, a)=0. 6.7. (r—ro, ri —ro, a) =0. 6.8. 1) ro+ 
| D — Ÿ n) . , ) To — ® " ‘ 
LEE n; 2) ro RE 6.9. d)r + Len R) à: 2) 21— 
+208 à 6.10. 1)(r,n)=D,(r-r0, a, n)=0; 2)(r—ro, r1—ro,a)=0, 


(r—ro, a)=0; 3) (r—ro, F1—Fo a1)=0, (r—ro, Fe— ro, as) =0; 4) (F—r, a, 
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n) — D | 


[a1, a2]) = 0, (r—r2, a2, [a1, a2]) — 0. 6.11. 1) [ro l(r1— re, a, b)|. 


; 2) 


In! [la b]1 ” 
| D; — D, | | fro—r:1, a] | L{ro, a] —b | |{[r1—r2, a)] 
3) Li el, 4 Me mL, 5 Met, 6 Ia ; 
ury )— Ja] ) "Ta DE + 
7 | b;, —b, | : 8) (ri— Fe, A1, A2) | : 9) [(@1, be) + (a,, b) . 6.12. Deux 
la] | [a1, al (ar, a) 

solutions : er 6.14. 1) 4r—y+3:+1—0: 2) z=u, 
y = UV, 2= —1—2u + 3v. 6.16. 1) z—+ 3y —11—=0, y+z—4=0; 2-1 
tn _ 27 y _ 5 
EE 2) z=7+3t, y—11+5t, z=t; en 4 6.17. 1) r— 


—3y+22—8—=0; 2) z—1; 3) y—=—1,; 4) :=2; 5) rz=i—-u+v, y— —1+ 
Lu, 2=2+ 7u+ 30. 6.18. 1) zby—2—3=0, 2r+3ytz—12= QT 


3 
==; 3) z=1,y—3: 4)z=1,2—1: 5) y—3,2—1. 6.19. 1)z+ 
+ 3y—10= 0, 2y+2—5—0; 2) zty—5—=0, z2=5; 3) y—1, 2—2. 6.20. 1} 
2y—2+1—=0; 2) 6r+y—102+25=0; 3) 4r—12y+3z—12=—0; 4) r=2; 
5) trois points donnés sont alignés et ne définissent pas un plan. 6.21. Les 


Y+ 2—— 
plans se coupent suivant la droite = ——< ; 2) coïncident : 


3) sont parallèles; 4) se coupent suivant la droite 


3 1 

6.22. 1)a# +3; 2)a— 3; 3) a— —3. 6.23. 1) La droite appartient au 
plan; 2) l'intersection est au point (53, 24, 18) ; 3) l'intersection est au point 
(—3/4, 1/4, 1/2); 4) la droite appartient au plan; 5) la droite est parallèle 
au plan. 6.24. 1) à + 1/2; 2) a — —1/2; 3) a — 1/2. 6.25. Les droites 
se coupent au point (—3, 0, 4) et appartiennent au plan 2r — y + 6z — 18 — 
—0; 2) sont non coplanaires: 3) sont parallèles et appartiennent au plan 
5r — 22y+19:+9—0, 4) coïncident; 5) se coupent au point (—3, 5, —5) 
et appartiennent au plan 9x + 10y — 7z — 58 — 0. 6.26. 1) a = 3; 2) a 
£ +1,a#3; 3) a — —1; 4) a — 1. 6.27. 1) Les plans ont un seul point 
commun (1, 4, 1); 2) les plans n'ont pas de points communs: sont parallèles 
deux à deux; 3) les plans coïncident (l’ensemble des points communs 
est le plan x + 2y — z — 1 = 0); 4) les plans forment un prisme (l'in- 
tersection de chaque couple de plans est une droite, trois droites d'’in- 
tersection sont parallèles deux à deux); il n'existe aucun point appartenant 


LJ e e L 
aux trois plans; 5) les plans se coupent suivant la droite commune -—-— 


= >. 6.28. 39z+27y—11:—120—0. 6.29. 47+y—8:+6— 0. 
6.30. 1) x+7y—6:16—0: 2) 107+2y—24+10—0. 6.31. 1) r—0, y—36, 
z—1—1t; 2) z=0, y—42+3—0. Conseil: en éliminant x des équations 
de la droite donnée, on obtient l’équation du plan projetant. 6.32. 1) r— 
= —5 — 4t, y = —3 + 5t, z = —3 + 2t. Conseil: établir les équations 
paramétriques du plan projetant. 2) 2r + y + 5z — 6 = 0, zx + 2y — 3z + 
+2—0. 6.33 z—3:+4—0, 2r — 4y +52 +9—=0, 6r+y+z+2—=0; 
RE PE an =. 6.34. 4zty—32+5—0, 107+y—3z+41—0, 207+ 


2 1 
+ 5y+3z2—29—0, z—2y—32+8—0. 6.35. 1) 57—6y+7z2—=0, x—3y+2z= 


RÉPONSES ET CONSEILS 335 


—0; 2) 2r—y+z—0, 25r+12y—202—0. 6.36. 1) 137 12y + 112+36— de 
z—2y+:+4— de 2) —y—2+1—=0, 8x + 14y + 19z + 13 

6.37. 2x — 3y + 52 + 21—=0, rx —-y—z—17 = 0. 6.38. Dans lens. 
11xz — 13y + 8z + 18 = 0, 20r — 8y — 5z — 22 = 0. 6.39. Quatre plans: 
z+äy+z—5 = 0. 640, Sept plans: 6e + 2r + y +2z — 10 = 0, 2r + 


40. Sept plans: 5x + y — 7z + 13 = 0, 3z — y — 
Poe 18 = 0 5-8 = 0.2 Lo) le TU 2 4-0 y 
_3LS 0 z—2%+16=0. 6.41. 1) a) P (11/3, 0, 0, Q (11/2, 0), 
R (0, 0, 11/4), 8 (5, 13,0); (La) a + 2 + he — 12 0 2 = 05 (00 de + 
D) Las 110 y = z + 2y+4z—11—0, z 0: b) 
P (7/2, 0, 0), Q (0, 1 7.0) À 00.7, 5 02,7 à: (La) :2x + y + 22 —7 = 
= 0,2=0; (La) : RP TE (Ls):2z +y+22:—-7—=0, 


z = 0; c)_P (2/8, 0, ne , 0), R (0,0 2,5 3. PE LE LENS AL 
+s—2— 0! z — 0: (La) :3 EU + z—2— s (Ls) :3z + y + z — 
— 2—=0, z = 0;2) a) P (413, Ts), Q (1/2, 33, Ge Pol (Li):u — 
—v+1=0, (La) zu + 20 + 2 = 0, (Ls):u = 1/2; b) P (—1/ —3/2):0 (3° . 
2), R (—1/2, 2), (Li): u—v—1=0, (oi = 4/2, As c) P (1/3 


2) 
1/3), Q (1, 1), À (— 1, 1), (Liu — vu = 0, (Li): u + 20 — 1 = 0, (Liv = 1. 
6.42. 18:125. 6.43. 1) (4, ; C) ; 2) In, n,), où n; (a;, b;, cy), à = 1, 2, 3. 


6.44. A RE me 2)y= —1,2—=2;,3)z=1, z2=2;4)r=1, 


RU À 5) pr LE. 6.45. 1) 4r—3y+z+4—0; 2) 3z+4y+ 


Fos — 36 = 0: 831; 4)y 8; 5) z = 1. 6.46. 5x — 10y—3z — 3 — 
—=0. 6.47. a a 6.48. zx — 
y + 2 3x + 5y — 4z + 30 — 0. 6.49. (1, —3, 6.50. 1) y3; 
2 1: 3) 2: Ds: 5) 0: 6) 2; 7)4;8)1. 6.51. 1) 2: 2) 5; 340. 6.52 1) 6z— 
— 3y+ 22426 = 0 et 6z—3y + 2z — 16 = 0; 2) x + 3y — 2 + 4 VW 11 = 0: 
et z+3y—2—2 y11—0; 3) 2r + 2y—2+2—0 et 2r + 2y — z— 
— 16 = 0; 4) 3x + 4z + 15 — 0. 6.53. (1, 0, —1) ou (—1, —3, —2). 
6.54. (0, O0, 1) ou (—6/97, —18/97, 127/97). 6.55. 2r — 2y — z — 2 — 0, 
z L2y—2+5—0, Or Ly+2—5—0, 2z — 2y—2—11—=0, x + 
+ Qy — 22 +14 = 0, 2z + y +22 —14 — 0. 6.56. x V2 + z— 3 y 2 — 
= 0,2WV2—3+3V2—0,y y 2+ z— 0. 6.57. 1) (3, —1, 0), (3, —1, 4), 
(3, 0, 4), G, ‘. 1), (0, —1, 1” (—3, —1, 1); 2) (2, —3, —1), (1, —5, —3); 3 
z+S_ _y—2 : —4 
(1, —4, —5), (—1, —7, —11). 6.58. =. 6.59. 1) z+ 
LH 5y—2—925—0, 17z — 7y — 182 + 35 — 0; 2) x + 5y — z — 25 — 
= 0, 7z — y + 224 8 = 0; 3) un point unique (0, 5, O). 


6.60. 1) Arc cos(1/6/3): 2) Arc cos a : 3) Arc cos + ; 4) 90° ; 5) 90° : 6) 0. 


6.61. 1) Arc cos — vi; : 2) 90° ; 3)0. 6.62. 1) Arc sin (11/9 V/6) : 2) Arc sin (62/63): 


3) 90° ; 4) 0. ee 1)y=3, z= 2our=1,z2-=2; 2)2r — y +1—0, 
z=2our—-2y+5—0, z—=2. 6.64. 2 +y+z—1—0 ou 14z + 
+ 13y — 112 — 1 = 0. 6.65. z — z + 4 — O0 ou zx + 20y + 7z — 12 = 0. 


Zz __y—95 _z—2 Z _y—9 2—2. Z—3 _y—2 _ z—1 
RE RE D D Dm ep 2° 
Sd DS 

1 —1 1 7-2V3 7—3V3 —74+6V3  7+2V3 
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y—9 Z—9 


= = —————— , 6.67. 90°, 45°, 45°; 4z+3y—21—0. 6.68. 1) 3, 
7+3V3 —7—6y3 ES 


: z—2__y+i __z, 9 .,5 [91 4 
(4, — 3, 1), (6, 5, 2), 792 — 2 CE 1 ’ 2) 3 V2 Q ? ” 9 
16), (4, _1, 3%), st ut _ 5, 331 
—75): CE g ? ) 13 5 = 5 
(= 15  _2 (—= __23 —+) z—2 _y+i 7 
7 A 7 : 14° 7 7 7) 114, 8 2 


6.69. (3, 0, 0) ou (2, —1, 2). 6.70. 1) y/26/7; 2) V/ 62; 3) 1/9 59. 6.71. 1) 5z+ 
+ 4y —z—24 = 0, 4x — y + 2z — 43 = 0; (5, 3, 13) et (6, 1, 10); V 14; 
2) 2x — 5y+ 8z — 9 = 0,z—3+8 —0;(—4,3,4)et (—1,9,7); 3 V6;3) 3z— 
CRRRRESS hdd a (7, 3, 9) et (3,1, 1); 2V/21. 
6.72. 1) 1/V 2; 2) + VS: 3) — - TR 4) Arc cos (3 y/2/10); 5) Arc sin (1/10). 
6.73. 1) 2/V 3; 2) . V6; 3) le segment AC, est partagé dans le rapport 2: 1 


, a 30 . 45 SAS 9 Dre 

le segment CD, l’est dans le rapport 1 : 1. 6.74. 1) 7 5 2) 13 y 29; 3) ii V 655» 
| 118 3 : 15 

4) 6:;5) Arc COS 273 : 6) Arc cos — 3; 7) Arc sin 10 50 


(A142 + BB; + Ci1Ce) * (41 Zo + Bio + C120 + Di) (A4 270 + Baÿo + Ca20 + 
+ D: à) est strictement; négative ; 2) la même expression est strictement positive. 


6.75. 1) L'expression 


6.7 3y —4z = 0 où 4y — 3z = 0. 6.77. z+y+2z2+5=0, x — 2y + 
Hz—9—0. 6.78. 8r + 5y —z—25—0. 6.79. 2z — 5y — 9z — 25 = 
= (. 6.80. 1) z — 10y + 13: — 18 — 0; 2) x — 10y + 13z — 18 = 0, 
3x + 2z — 3 = 0. 6.81. Le rayon de la sphère inscrite vaut 1, le rayon de la 


sphère circonscrite vaut 1/14. Le centre dela sphère inscrite possède les coordon- 


nées (2, 3, 4), le centre de la sphère circonscrite a les coordonnées (5/2, 5, 15/2). 
6.82. Deux solutions : 1) le rayon est égal à y/2, le centre possède les coordon- 
mées (0, 2, 1) ; 2) le rayon est égal à y/2/3, le centre possède les coordonnées (0, 2/3, 
1/3). 6.83. Le rayon du cercle inscrit vaut y/2, le rayon du cercle circonscrit, 


=-y/2. Le centre du cercle inscrit possède les coordonnées (2, 18/5, —4/5), le 


entre du cercle circonscrit possède les coordonnées (31/8, 6/5, —29/40). 6.84. 
Le rayon du cylindre inscrit est égal à 1/3, le rayon du y'en circonscrit vaut 


È . L'axe du cylindre inscrit est défini par les équations = = L= £ ss ; 
l'axe du cylindre circonscrit l'est par les équations = = 48. 


ITS 6.85. Do. 6.86. A4? 6.87. PV3 a. 6.88. (Aa + 
+ Baa + Casy) + (Aa + Bas + Con LE ge Fe + Con )z + 
+ Atio À+ Bago + Cayo + D = 89. 3 = 6.90. 1) 
= —z + 4z + 1, re ne ee oo + 
+ 207’ +1: PANNES I co Dre, 


72 Z go V2 
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= Li,s= —: —1:9) 4: +y —2 +4Y2=0. 6.92. 1)r— 
2. 2, 2, 4, 2, D 2. 

SC 
1: nm ES +3 2 x —1 y _z —1 Fo ra%e 

en qe D D nor ue nt Arc cos (2 y/2/3); 


7.1. 1) 25 (0, —2); 2) 7; (— 2,5, 2,5); 3) 11/4; (3, —1/4); 4) 9/14; 


(4/7, 1/2). 72 A=B#0, C?+D?5> AE. Le rayon est égal à 
y Ci D? — AE/] 4 |, les coordonnées du centre sont (—C/A, — D/AÀ) 
7.3. (z—2)+(y—2)=10.7.4. 1) | Aa+ Bb+C | >RV ATH Bi; 2) | Aa+ Bb+- 
+C|<R V A+ B;3) | Aa+Bb+C|=RYV A+ 3.7.5. 1) 4r—3y+15—0; 
2) 4z+3y—16—0, 4z—3y+8—=0. 7.6. 57—12y+29=0, 5z—12y —23—0. 
7.7. 1) zty—9=0; 2) r+2y—16—=0. 7.8. z—5=0, y—2—=0, 3r—4y+ 


L5—0, 4r+3y—20—0. 7.11. rl 48. 7.12. a, Via. 


7.13. a, 4 _ | AB |*—-a?, 7.15. 1) Disque fermé de rayon 2 


et de centre au point (0, —2); 2) extérieur du disque fermé de rayon 
5 et de centre au point (—1/2, 3/2); 3) partie du disque de rayon 

3/2 et de centre au point (—3/2, 0), située dans le demi-plan inférieur (sans 
points frontières) ; 4) partie du plan, comprise entre deux cercles concentriques 
de rayons 1 et 3 et de centre au point (1, —1) (avec les points de ces cercles); 
5) intérieur de l’ellipse de demi-axes 4 et 3, dont le centre est le point (0, 0) et 
dont les ee se trouvent sur l'axe Oz (avec les points de la frontière) ; 6) exté- 
rieur de l’e lipse de demi-axes 3 et 2, dont le centre est le point (0, 0) et dont les 
foyers appartiennent à l'axe Oy (sans points frontières) ; 7) partie du plan, compri- 
se entre deux ellipses de centre commun (0, 0) et de foyers situés sur l’axe Oz; 
l’une des ellipses a pour demi-axes 9 et 3, et l’autre 3 et 1 (avec les points de la 
frontière) ; 8) intérieur de l'ellipse de demi-axes 1/2 et 1/3 et de centre au point 
(1/2, —1/3), dont le grand axe est parallèle à l’axe Oz (sans points frontières) ; 
cette ellipse est inscrite dans le quatrième quadrant ; 9) intérieur de l’ellipse de 
foyers aux points (1, 0) et (—1, 0) et de demi-grand axe égal à 3 (sans points 
frontières) ; son demi-petit axe vaut 2 V2; 10) extérieur de l'ellipse de foycrs 
(0, 1) et (0, —1) situes sur l’axe Oy et de demi-grand axe égal à 2 (sans points 
frontières) : son demi-petit axe vaut V3; 11) partie du plan, comprise entre les 
branches de AU perDe e de centre au point (0, 0) et de foyers situés sur l'axe Or 
(avec les points de la frontière) ; le demi-axe focal vaut 4 et le demi-axe non focal 
est 3 ; 12) parties du plan se trouvant à droite de la branche droite et à gauche de 
la branche gauche de l’hyperbole de centre au point (0, O) et de foyers situés sur 
l'axe Oz (avec les points de la frontière) ; le demi-axe focal de l’hyperbole vaut 
2 et le demi-axe non focal est 3:13) partie du plan se trouvant au-dessus de la 
branche supérieure et au-dessous de la branche inférieure de l'hyperbolc de cen- 
tre au point (0, 0) et de foyers situés sur l’axe Oy (avec les points de la frontière) ; 
le demi-axe focal de l'hyperbole est égal à 3 et son demi-axe non focal à 2 ; 14) 
partie du plan, comprise entre les quatre branches de deux hyperboles de centre 
commun au point (0, O0) (sans points frontières) ; les foyers de la première hyper- 
bole appartiennent à l'axe Oz, le demi-axe focal vaut 2 et le demi-axe non focal 
est 6 ; les foyers de la seconde hyperbole appartiennent à l'axe Oy, son demi-axe 
focal est égal à 6 et le demi-axe non focal a 2 ; 15) extérieur du domaine compris 
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entre les quatre branches de deux hyperboles de centre commun (0, O) (sans 
points frontières) ; les foyers de la première hyperbole appartiennent à l'axe 


Oz, le demi-axe focal est 1/ 7/3 et le demi-axe non focal est 1/3 ; les foyers de la 
seconde hyperbole appartiennent à l’axe Oy, le demi-axe focal est 1/3 et le demi- 


axe non focal est 1/ }/3 ; 16) partie du plan se trouvant à droite de la branche gau- 
che de l’hyperbole de foyers (2, 0) et (—2, 0) et de demi-axe focal égal à 1 (sans 

oints frontières), le demi-axe non focal vaut J/3; 17) intérieur de la parabole 
he sommet (0, 0) et de foyer (1, 0) (avec les points de la frontière) ; 18) extérieur 
de la parabole de sommet (0, 0) et de foyer (1,5, 0) (sans points frontières) ; 19) 

artie du plan, comprise entre deux paraboles de sommet commun (0, 0) (avec 
Les points de la frontière) ; le foyer de l’une des paraboles est au point (1/4, 
0), celui de l’autre au point (3/4, 0) ; 20) partie du plan, comprise entre la parabo- 
le de sommet (0, 0) et de foyer (—1/2, 0) et le cercle de rayon 1 et de centre (1, 0} 
(sans points frontières). 7.16. 1) Cercle de rayon 3 et de centre au point (0, 
0) ; 2) cercle de rayon 2 et de centre au point (1, 2); 3) partie speneUR du cercle 
de rayon 1 et de centre au point (0, 0). 7.18. L'autre branche de l’hyperbole 
est définie par les équations paramétriques x = r, —acht,y = y, + bsht;: 
les deux branches sont définies par les équations r = x, +acht,y = y, + 
+ bsht. 7.19. 1) Cercle de rayon 1 et de centre à l’origine des coordonnées : 
2) branche de l'hyperbole dont le foyer se trouve à l’origine des coordonnées, le 
sommet au point (—1/3, 0). le centre au point (—2/3, 0), et dont le demi-axe fo- 
cal est égal à 1/3 et le demi-axe non focal à 1/y/3 ; 3) ellipse dont le foyer gau- 
che se trouve à l’origine des coordonnées, le centre au point (1, 0), le demi-grand 
axe est 2, le demi-petit axe est }/3 ; 4) parabole dont le foyer se trouve à l'origi- 
ne des coordonnées et le sommet au point (—1,0). 7.20. Branche de l’hyperbo- 
le dont le foyer se trouve au point À, le demi-axe focal est la droite AB, la lon- 


eur du demi-axe focal vaut a/3, celle du demi-axe non focal est a/ 3 (a est ici la 
ongueur du segment AB). 7.21. L'excentricité est égale à zéro, les deux foyers 
coïncident avec le centre du cercle, les directrices sont absentes (se trouvent 


à l'infini). 7.22. 1) a et b; J/1—(b/a)°; (V'a5 — b?, 0) et (— y/a? — b3, 0); 
z= +a?/ Vla?—b?; 2)bet a; V1 — (a/b}° ; (0, 7/b? — a?) et (0, — V/b2—a?): 
y = + b/Vbt — at; 3)5 et 3; 4/5; (4, 0) et (—4, 0); rx = + 25/4; 
4) 1 et 1/2; y/3/2; (0, y/3/2)et (0, — y/3/2): y=+ 2/V 3. 7.23. 1) En dehors 
de l’ellipse ; 2) appartient à l'ellipse ; 3) à l’intérieur de l'ellipse. 7.24. 8/3. 


z? Un 4. SE US L EE CR z? y3 | 
7.25. Dat+s =; D TS — 1: 3) 4 173 = À; 4) 3 ? 32 — Le 


64 ‘ 39 
22 en um TN eg 5 4. 9) 
5% 12 1; 6) 2 A 157) 9/32 ‘ 174 15 8) 8 La 4 =19g+ 
= 1. 7.26. 1) 4/5: 2) 1/2: 3) 1/2: 4) 4/23 5) V 2/3: 6) (y/5 — 1)/2; 
" b ab 4ab 
7 5 — 1)/2. 7.21. ER EE ee ————# 
) (1 ) 1. x VAR y VER ivre 


7.28. Une partie de la droite 18r — 25y — 0 située à l’intérieur de l'ellipse. 
7.29. z+2y — 7=0. 7.30. Deux solutions :y = 3 + +. 7.31. 1) Quatre points 


(+ y 873, + 1/3); 2) deux points (0, + 1);3) ces points n'existent pas. 
z° Re 4. oi ENT 2 4 où0 
7.32. 1) PE SUP Rent D , OU a > | C | : 2) a lat qdi 05) = 1,o0u <a<ldl|. 


= 2 Se 2 2 es 2 
7.33. 1) ET, nr À: 2) EL, Sur == 4 ou 
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(z + 22 | G =. 2)? 2 1. ( ei 1)° = 1, (x si is 
76 320 18 9 162 
QG — 7 _ Œ@— 3), (4 +3} | W+ 8 
ST RE LT 8 ‘ 16  ! 


= 1 ; 3) quatre solutions: 


OA À OB? as 2) max AB — Va? + b!, min AB = 
— Vaste : 7.35. 1) a et b; V 1 + (b/a}? ; (y'a? + b3, 0) et (= V'a?+6?, 
a 


0), z= +a/Va +03: bz+ay—= 0; 2)beta; VIi+ (ab): (0, 
Vai + b2) et (0, — Va? + b2), y = + b/V a+ b?; br + ay = 0; 
3) 4 et 3; 5/4; (5, 0) et (—5, 0); x = + 16/5; 3x + 4y = 0: 4) Âeti: V2; 
(0, V2) et (0,—V2);y = + 1/V2; y+z=0; 5) V2 et 1/2; V2; 
(V2, V2) et (—V£2, —V2); z + y + V2= 0;z = 0 et y = 0; 6) 2 et 2; 
V2; (—2, 2)et (2, —2);y—z+2—0;zxz— O0ety — 0. 7.36. 1) Le point 
A appartient à l'hyperbole ; 2) À est situé à l’intérieur (à droite) de la branche 
droite ; 3) À se trouve entre les branches; 4) À est situé à l’intérieur (à gauche) 


22 y? 2 y 
de la branche gauche. 7.37. 24,5. 7.38. 1) DE v (ns 1 ; 2) FFT 1; 


y? 


2 _ N° 23 La eV VA 
SL = Lou Se "7760 li “og if 1%) 55 2 


1/5 
Pan RS Lu g se _ À — 1. | 
6) 0 DS 18); —7 =1;9) pas de solutions. 
X? y? = = je E 
7.39. 7 1. 7.40. 1) V 2; 2) 2; 3)V 10 ou Y 10/3. 7.41. 1) 3/15 ou 

—_— = 2 2 
V 41/5; 2) 3/95 ou 6/5. 7.42. 1/e. 7.43. Xe — 1. 7.44. Deux demi- 
droites d’équation z — 4y — 0 situées à droite de la branche droite et à gau- 
che de la branche gauche de l'hyperbole. 7.45. 4r — 3y — 4 — 0. 7.46. 1) Quatre 


points (+ 3/V5 + 4/V5); 2) quatre points (+ V 17/5, + 43/5). 


x? CRT Do. 
7.47. Das = Loù0<a<lel; 2-75 aï(a? — d°) 


z° y? ° 
a>ldi; 3) St. 7.48. 1) 2(6— 4 — 2 Yy+2— 1; 


(+2) (y — 3} (+ 142 (y — 3) _ , +2) 
SU ur eu ET CE 
2b3 

2 .7.50. a. 7.51. 1) (p/2, 0), x =—p/2; 2) (—plä, 
0), x = pl4; 3) (3/2, 0), x = —3/2; 4) (—3/4, 0), z — 3/4; 5) (0, 1/4), y — 
— — 1/4,6) (0, —V 3/4); y = V 3/4. 7.52.1) A l’intérieur de la parabole; 2) 
à l’extérieur de la parabole ; 3) appartient à la parabole. 7.53. 1/5. 7.54. 1) 
y = 57; 2) y? = 24z; 3) y? = Yr. 7.55. Demi-droite y — —9/4 située à 
l'intérieur de la parabole. 7.57. z — y — 2 — 0. 7.58. 1) (15/2, 5V/3) et 
(15/2, —5y/3) ; 2) (2/5, 2) et (2/5, —2);3)(5/4,5/V 2) et (5/4, —5/V°2); 4) (8, 
4V 5), (8, —4V5), (10/3, 10/3) et (10/3, —10/V3). 7.59. Segment [0, 2/V 3]. 
7.60. 1) (y — db} = 2p(z — a); 2) y—b# = 2p(a—7x); 3) (x — a} — 


— 1,où 


— 1. 7.49. 1) 


19e 


340 REPONSES ET CONSEILS 


= 2p (y —b); 4) (&— a} = 2p(b — y). 7.61. 1) yÿ° = p° + 2pz, p Æ 0; 
2) yÿÿ= — p+ 2pz,p #0. 7.62. 1) y? = 127 — 48; 2) y3 = 15—2r; 3) 
z? = 4y; 4) quatre paraboles + 6y = x (x + 6). 7.63. p. 


8.1.1)z+y—=4;2)z — 3y — 12 = 0:;3)r = — 3; 4) 3x — 2y — 16 = 
— 0:5)z+2y—8— 0: 6) 2r —2y+3= 0. 8.2, =D 2, 
, (y — À) (y —$) _ : (x — à) (z0 — &) (y — B) es 
a on À 2) SE 0 GP Ge D ;, 3) 
L yzo = 2k; 4) (y — B) (yo — B) — + r9 — 2a). 8.3. 1) a24° 
LB C?: 2 das E pe GP 207 3 aa oups GC 
£ 0: 4) 4ABk = C?, CZ 0; 5) pB? = 2AC.8.4.a|B|—>blal.8.5. 1) (6, 
—3) ; 2) (5, 3); 3) (—4, 3/4); 4) (1, —2). 8.6. 1) (2z — y + 12 = 0; 2) x + 
+ Qy + 3V14 = 0; 3) 22+y+12=0; x — 2y + 3V14 = 0. 8.7. 1) 
4x — 3y + 16 = 0; 2) x = + 5; 3) pas de solutions. 8.8. 1) x — 2y + 10 — 
= 0; 2) x = 0; 3) pas de solutions. 8.9. 1) (—2/3, —2/3), 1/15 ; 2) 1 


3V 3‘ 
-À) ci ee 7) ,0:3)(2,—1),1:4) (2, —1)et (—2, 1). 19/13; 5)(9, 


24), 8. Conseil: étudier les tangentes parallèles à la droite donnée. 8.10. 1) 


3V2+1.,z RTE HGzt Qt 
Er 12) V3. 8.11. 1) +8 = lou Hindi DSL = 1. 
8.12. 1) 1 où is 2) 2t— 1 813. + — 


3 
— =4 814. 1)y=22#+ +; 2) y=47. 815. Quatre droites 


z+y+/ 2=0. 8.16. zty—2—=0our—y—2— 0. 8.18. 2) ab. 


8.21. z+ty+ 3 — 0. 8.22. 1) z = —3, z+ V3y — 2V3 = 0 ou x = 3, 
z+EVay+2V3—0; 2) y=—1,+rzV3+y—-2VT—=0 ou y= 1, 


= _ 2 2 
+rzV3+y+2y7—0. 8.23 1) TS > 1 (le point est situé à l'exté- 


2 2 
rieur de l’ellipse) ; 2) 0 He <1 (le point est situé entre les branches de 
l'hyperbole, mais n'appartient pas aux asymptotes) ; 3) yÿ > 2pz, (le point est 
situé à l’extérieur de la parabole). 8.24. 1) 2r + 3y + 12 — 0; 2) 10x + 
+3 V7y — 48 = 0 et 107 + 51V7y — 384 — 0; 3) 8z + 3V 2y + 36 = 0 
(le point est sur l'ellipse) ; 4) le point est à l’intérieur de l'ellipse, il n'existe au- 
cune solution. 8.25. 1)z+2—0et 5x + 8y — 6 = 0; 2) 5x + 6y — 8 — 
= 0; 3)z— Y3y — 1 = 0 (le point est sur l'hyperbole) ; 4) le point se trouve 
à droite de la branche de l'hyperbole, les solutions n’existent pas; 5) 17r — 
— 30y — 16 — 0 (le point est sur l'asymptote); 6) le point coïncide avec le 
centre de l'hyperbole, il n°y a pas de solutions. 8.26. 1) Le point est à l'inté- 
rieur de la parabole, il n'y a pas de solutions ; 2) 2r — y + 2 = 0 (le point cst 
sur la parabole) ; 3) z — y + 4 — O0 et 4z — y + 1 = 0; l’aire du triangle vaut 
37,5. 8.28. 1) Quatre tangentes r + 4y + 10 — 0; 2) quatre tangentes 


z + y+ 1— 0; 3) deux tangentes z + V6y + 3 — 0; 4) deux tangentes 
z+ V2y+1=0; 9) quatre tangentes z + V' 2y + 1=0,z2+ V6y +3 = 0; 
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6) quatre tangentes x + y + 3 — 0; 7) deux tangentes x + 6y + 8 = 0. 
‘8.32. 1) 6z + 17y — 10 = O0 et 6x + 17y — 46 = 0; 2) 24r + 41y — 22 = 0 
et 24r + si — 94 — 0; 3) les solutions n'existent pas (la courbe donnée est 
une hyperbole et la droite donnée est son asymptote). 8.33. 1) z + 3y — 12 — 
= Oet 3z + y — 12 = 0; 2) 13xz + 15y + 12 = 0 (le point est sur la courbe) ; 
3) il n’y a pas de solutions (la courbe donnée est une ellipse et le point donné se 
trouve à l'intérieur de cette ellipse). 


: 7 X° 2: 3 
9.1. 1) Ellipse (cercle de rayon 77) 29/80 49/80 —! , © (— ; 
1 | X?2 y? { 
—) , En({, 0), E(0. 1); 2) hyperbole ——-=1; 0° (+ —) , Ei(t, 0), 
E, (0, 1); 3) ellipse RTE O* (—<. +) , E1(0, 1), E.(—1, 0); 


4) parabole Yi x; 0* (=. 1) , E1(0, 1), Es(—1, 0): 5) couple de 


droites parallèles y— 16/9, y——1; Y2—(25/18)?; O*(0, 7/18), E;(1, 0), 
E. (0, 1); 6) couple de droites imaginaires se coupant au point réel O*(—1, 
3); 7) ellipse imaginaire ; 8) couple de droites parallèles imaginaires ; 9) deux 
droites confondues z=— 3/5; Y2=0; 0*(3/5,0), E,; (0, 1), E2 (1, 0); 10) couple 


de droites concourantes 3 W5(z—1)= +2(3y+1); EVANS Tri 0; O*(1, 


3 è 
—1/2), E,(1, 0), E. (0, 1). 9.2. Notons K= + E. 1) La courbe est 


une ellipse si et seulement si 4, B, ÆÀ sont non nuls et de mème signe; le 
centre est au point (—C/A, —D/B). Pour A—B, on a le cercle de rayon 
V/AJA, les deux foyers coïncident avec le centre. Pour |A|< |B|, le demi- 
grand axe vaut V/X/A, le demi-petit axe est VX/B; les foyers sont aux 


points (—<+ V ++ - +) . Pour |A] > |B1|, le demi-grand axe 


B 
vaut }'Æ/B, le demi-petit axe, y A/A; les foyers sont aux points (—< ; 
+ + V $5-+) . 2) La courbe est une hyperbole si et seulement si 


A, B, K ne sunt pas nuls et AB<0; le centre est au point (—C/À, — D/B). 
Pour AX > 0, le demi-axe focal est égal à y X/A et le demi-axe non focal, à 
—— C K K D 
fLKIR: ape ; H REA VV &-+ —+) 

Y —K/B; les foyers sont aux points ( 4 + 4 EG : B )- 
Pour BK > 0, le demi-axe focal vaut y/X/B, le demi-axe non focal est V —K/A. 

| ere C D 4 K K 
les foyers sont aux points (——. FE + ++) . 9.3. L'origine 
du repère canonique coïncide partout avec l'origine du repère initial. 1) Ellipse 

X° r? 3 1 1 3 
—+—=1; E (—— ——) E |——= , —— =) ;2) hyper- 
TI | V10' y10/° (7 75) JADE 

X° F2. { 1 Î 1 . 

de de me rl (7): 


3) hy perbole FR =i; E, (+. Y5) ME: er +): 4) el- 
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X2 y? 


lipse 375 479 1; E(—+, +) , E (—<. +); 5) parabole 


Y2= V2X; E(—1/V2, —1/V 2), E(1/V 2, —1/V2); 6) couple de droites 
parallèles 3z—y+ YW10—0; Y?—1; E,(1/V 10, 3/V 10), E,(—3/ 7/10, 
4/V10); 7) deux droites confondues 9z—2y—0; Y2=0;: E,(2/V/85, 9/85), 
E, (—9/ y/85, 2/ y 85) ; 8) couple de droites concourantes (ÿ/5 + EE 0; 

x2— _ = 0; E,(1/8/3, 2/3), E(—2/3, V5/3). 9.4. 1) Ellipse += 


=1; 0*(—3, —1), E,(2/V/5, 1/5), E.(—1/Y5, 2/V5); 2) hyperbole 
D —Y2=1; O*(—1,1), E(—1/V5, 2/V5), E,(—2/V5, —1/V5); 3) pa- 


rabole Y2=— X/5; O* (6/25, — 8/25), E; (— 4/5, — 3/5), E, (3/5, — 4/5); 4) ellipse 


er Le RL À. 
EC ET US EL DE (7 =). e | V2 75) : 
y? 


X2 
5) hyperbole = 1 ; O*(—1, —2), E 


(er 7): En (—73. 


_. < 2— 4 }/2X : O*(: 1 + 
75): © parabole Y A VX; 0%, 1), 5 (7. 3). | e: 


2 
me CRU ET _ 3 2 


2 3_\. Ne Le E 
E, ( TÉ As): hyperbole = =; O*(1. 1), 


E, (7 3) » Ea rs mr 5 | 9) parabole Y?—=— TE X ; 


11 10 5 5 d À. 
(ra 7) € ER x): 
10) couple de droites concourantes z == — 1/2, 4r + 3y+1—0;: = — Y® = 0; 
O* (—1/2, 0) E, (3/V 10, 1/10), E, (—1 7/10, 4 10): 11) couple de droites 
parallèles 2z + 3y — 5 = 0, 2z + 3y + 1 = 0; > 9/13 : O* (4/13, 6/13), 


E, (— nm LES 3, AVI 13), E, (— 2 VA 13, —3/ y 13); : Le ne confondues 
15z — 8y = 0; O*(—15/289, 8/289), (8/17, 15/17), 
E, A 8/17). 43) couple de droites parallèles z + La A 0, zx + y — 
—1 = 0; Y?— 9/8; O* (5/4, 5/4), E1 (—1/V 2, 1/V2), E, (—1/V2, _11yD;: 
14) couple de droites i imaginaires se coupant au point réel D (1, 2); 15) couple 
de droites parallèles imaginaires : 16) ellipse Re  — 17) couple de sos 
concourantes 3xz — 5y — 13 — 0, 5x CE 3y +1—=0; X2 — Y2 — 0: * (1, 


—2), E (1/17, 4/V 17), E, (—4/V 17, UV. 9.5. Les longueurs des ps 
axes sont égales à V2et1,l TAN vaut 1/y/2, le centre est au point (1, 
—1), l'équation du grand axe est 3x + 4y + 1 = 0, celle du petit axe, 4xr — 
— 3y — 7 = 0. Au foyer F, (1/5, © 2/5) correspond la directrice 4r — 3y + 
+3 = 0, au foyer F, (9/5, —8/5) est associée la directrice 4x — 3y — 17 = 0. 
9.6. Les longueurs dés deux demi-axes sont égales à ÿ/2, l'excentricité vaut 
V2, le centre est au point (1, 1), l'équation de l'axe focal est 4x + 3y — 7 — 
_— 0, l'équation de l'axe non focal est 3z — 4y + 1 = 0. Au foyer F;, (—1/5, 
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13/5) correspond la directrice 3z — 4y + 6 = 0, au foyer F, (11/5, —3/5) est 
associée la directrice 3x — 4y — 4 = 0. Les équations des asymptotes sont 
z+ 7y—8—0et 7z —y—6—0. 9.7. Le paramètre de la parabole est 
V/ 2/8, le sommet est au point (—1/16, —13/16), le foyer est au point F (—1/8, 
—1/8). L’axe de la parabole est la droite 4x + 4y + L— 0, . irectrice est la 


À X 

droite . Fe 1 — 0. 9.10. 1) Hyperbole 2007147 20063 1; 2) el 
lipse à + 7 = 1; 3) parabole Y?— 0,16-V/5X. 9.13. 1) Hyperbole; 
2) ellipse ; 3) hyperbole ; 4) couple de droites parallèles 4r + 3y = 0, 4x + 3y + 
+ 14 = 0; 5) lipee: 6) parabole ; 7) hyperbole ; 8) ellipse imaginaire; 9) cou- 
le de droites concourantes z—3y + 4 = 0, 2x + y + 1 = 0; 10) couple de 
roites parallèles z + 5y — 1 = 0, x + 5y + 3 = 0; 11) couple de droites 
imaginaires se coupant au point réel (1, 1) ; 12) couple de droites parallèles ima- 
ginaires : 13) deux droites confondues r — 4y + 3 — 0. 9.14. 1) 11x72 — 20zy+ 
11y2 — 3x — 3y — 8 = 0 (ellipse); 2) zx? — 4zy + y? + 3x + 3y — 4 — 
— 0 (hyperbole); 3) x? — 2ry + y? — 1 — O (couple de droites parallèles 
z—u+i1=0, z—-y—1— 0); 4) 3x? — 10ry + 3y° + 6x + 6y — 9 = 0 
(Coupe de droites concourantes 3z — y — 3 = 0, 3y — x — 3 = 0); 5) quatre 
es cinq points appartiennent à la droite z — y + 1 = 0, et les cinq points 
donnés ne définissent pas de façon unique une courbe d'ordre 2; 6) r° — 2ry + 
+y — 2r — 2y +1—=0 (par oies 9.15. 1) Ellipse si | À | << 2, hyperbole 
si | À { > 2, couple de droites parallèles si À = + 2; 2) ellipse imaginaire si 
À << 41/8, ellipse si 5 < À << 41/8 et si À < — 5, couple de droites imaginaires 
se coupant au point réel si À = 41/8, parabole si À — 5, hyperbole si — 5 << À1< 
< 5, couple de droites parallèles si À — —5; 3) ellipse si À > 2, hyperbole si 
À < 2, # 0, couple de droites confondues si À = 2, couple de droites concou- 
rantes si À — 0; 4) ellipse si À > 1/2, hyperbole si À << 1/2, À + 1/3, parabole 

A1 Bi 
A; Be F 
ZÆ 0, les équations données définissent : 1) une parabole ; 2) une ellipse ; 3) une 
hyperbole ; 4) une hyperbole ; 5) un couple de droites sécantes. Si A = 0, les 
équations 1) à 4) peuvent définir un couple de droites parallèles, un couple de 
droites parallèles imaginaires: l'équation 5) peut définir un couple de droites 
potes: deux droites confondues. Au cas de À = 0 et pour certaines valeurs 
es coefficients, il arrive que les équations 1) à 5) ne définissent aucune conique. 
9.17. 1) Aix + Bay + Ci = + (Aoz + By + C3); 2) Az + Biy + C1 = 0, 


—6), 5z° 


si À — 1/2, couple de droites concourantes si À—1/3. 9.16. Si A — | 


10.3. 1) Ellipsoide pour À > 0, point pour À — 0, ensemble vide pour À < 
< 0; 2) ellipsoide pour À > 0, cylindre elliptique pour À = 0, hyperboloïde 
à une nappe pour À << 0; 3) ellipsoide pour À > 0, droite pour À = 0, hyperbo- 
loïde à deux nappes pour À << 0; 4) hyperboloïde à une nappe pour À > 0, 
cône pour À = 0, hyperboloïde à deux nappes pour À << 0; 5) hyperboloïde à deux 
nap pour À > 0, cône pour À = 0, hyperboloïde à une nappe pour À < 0; 
6) ellipsoïde pour À > 0, couple de plans parallèles pour À = 0, hyperboloïde 
à deux nappes pour À << 0; 7) ellipsoide pour À > 0, plan pour À — 0, hyperbo- 
loïde à une nappe pour À << 0; 8) paraboloïde elliptique pour À # 0, droite pour 
À = 0; 9) paraboloïde elliptique pour À > 0, cylindre parabolique pour À = 0, 
paraboloïde hyperbolique pois À << 0; 10) paraboloïde elliptique pour À # 0, 
plan pour À = 0; 11) paraboloïde elliptique pour À > 0, plan pour À = 0, pa- 
raboloïde hyperbolique pour À << 0; 12) paraboloïde elliptique pour À > 0, 
couple de plans parallèles pour À = 0, paraboloïde hyperbolique pour À << 0; 
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143) cylindre elliptique pour À > 0, droite pour À = 0, ensemble vide pour À < 
< 0: 14) cylindre hyperbolique pour À # 0, couple de plans sécants pour À = 0. 
10.5. 14) 22 + y2 + 22— Dr — y — 92 = 0; 2) 234 y + 22— Or — 4y — 67 + 


+13 — 0.10.6. 1) C (2, 2,2), R = 2V38;2)C (—1, —2, —3),R = 5/2. 10.7. 


4) Ellipsoïde ; centre C(—1, —1, —1), demi-axes y/6, y/3, V2, plans de symé- 
trie x — —1, y — —1, z = —1; 2) ellipsoïde; centre C (—1, —1,—1), demi- 


axes 2, V6, 2V 3, plans de symétrie z=— —1,y — —1,z— —1. Les ellipsoïdes 
sont semblables. 10.8. 1) Hyperboloïde à deux nappes: centre de symétrie 
C (—3, 1, 1), sommets À (—5, 1, 1), B (—1, 1, 1), axe de symétrie y = z = 1, 
plans de symétrie z = — 3, y — 1, z — 1; 2) hyperboloïde à deux nappes; 
centre de symétrie C (—1, 0, —1), sommets À (—1, 0, —1 — y3), B (—1,0, 
—1 + ÿ3), axe de symétrie z = — 1, y — 0, plans de symétrie x = — 1, 

— 0,z2— — 1. 10.9. 1) Hyperboloïde a une nappe ; 2) cône ; 3) hyperboloïde 
a deux nappes; 4) paraboloïde elliptique ; 5) paraboloïde hyperbolique ; 6) cy- 
lindre elliptique. 10.10. 1) Plans de coordonnées Ozz et Oyz ; 2), 3) cylindre hy- 
erbolique dont les génératrices sont parallèles à l’axe Oz et la directrice est 
‘’hyperbole donnée dans le plan Oxy; paraboloïde hyperbolique dont les plans 
de symétrie sont z — + y. 10.11. Cylindre de rayon 1/2 et d'axe z — — 1/2, 
z — 0. 10.12. 1) Paraboloïde de révolution d’axe Oy et de sommet C (0, 1/2, 
0) ; 2) cône de sommet à l’origine des coordonnées, dont l'axe de révolution est 
la droite z — y, z — 0. 10.13. Hyperboloïde à une nappe de centre à l'origi- 
ne des coordonnées et d’axe de révolution x = 0, y + z — 0; son cercle de gorge 
de rayon 1 se trouve dans le plan y — z et a pour équation x? + 2yz — 1 — 0, 
y = 2 10.14. 1) (0, 0, O0) et (2, 2, 8); 2) aucun point d'’intersection; 3) (3, 1, 
10). 10.16. A l'extérieur. 10.17. Au-dessous. 10.26. J[r—r,, a] | = 
= Rlal. 10.27. |r—r,l—R. 10.28 |(r—r,a)|=[r—-r,| x 
X|allcos &æ|.10.29 |r—r |+]r—r,|=— 2a.10.30. 1) x° + y° — zx — 
0; 2) x — y° + 22.10.31. 1) Hyperboloïde à deux nappes x? — y? — 2? — 2; 
) hyperboloïde à une nappe zx? — y? + =? = 2. 10.32. Tore (x? + y° + 2? + 


4 | 


+ 8)? — 16 (rx + 27). 10.33. x? (y? + 22) = 1 et y? (x? + 27) = 1. 10.34. 
1)z=tcos8,y = 1tsin6.z=/f{t)({t>0,0<8<2n); 2) r = p(t)cos86, 
y = Ÿ (t)sin6,z— 4 (1) (0 O0< 2n). 10.37. 2x? + y? + 2 — zy — r2 — 
— yz + 3x — 32 — 0. 10.38. x? + y? + 22 — 2y — 22 — yz + 3x — 32 + 
+ 2 = 0. 10.39. zy + xz + yz = 0. 10.40. Hyperboloïde à une nappe 
s® + y — 27% + 4: — 4 — 0. Conseil: voir problème 10.34, 2). 10.41. 
Cône r° + y? — (2— 1) = 0. Conseil: la droite coupe l'axe Oz. 10.42. 
Cône zy + zz + yz = 0. Conseil: voir problème 10.28. 10.43. zy + zz + 
+ yz — 2r — 2y — 22 +3 — 0. 10.44. x = u + 2 cos v, y = u + 2sinv, 
s 


z—= 4 +u—2cosv — 2sinv Conseil: voir problème 10.35. 10.45. 
Cylindre (2x — y — =}? + (2y — zx — 2)? = 9. 10.49. Cercle x = 2 cos t#, 
y = 2 sin t, z: — 2. 10.52. Ellipse x? + 2y% + 9x + 4y — 2 — 0. 10.54. 
z—= —1<+2cost,y = — 1 + 2sint,z = 3 — 2cost — 2sint. Conseil: 
en éliminant = des équations données, on obtient l'équation de la projection de 
l’ellipse sur le plan Ozy, c'est-à-dire l'équation du cercle (x + 1)? + (y + 1)? = 
— 4, En guise de paramètre on choisit le paramètre angulaire du cercle. 10.55. 
Suivant L'hyperbole: Conseil: trouver l'équation de la projection de la ligne 
d‘intersection sur le plan Oxy. 10.56. C (10/3, —14/3, 5/3), R — 3. 10.57. x — 
= u(—1+2 cos v)}, y=u(—1+2sinv), z= u (3 — 2 cos v — 2 sin v). 
Conseil: utiliser le problème 10.54. 10.58. zx? + y3 = 2. 10.59. r3 + 
+ y = 4. 10.60. x? + y? + 2x + 2y — 2 = 0. Axe x = y —= —1À, R = 2. 
Conseil: voir problème 10.54. 10.61. (x — z + 2)? + (y — z + 2) = 4. 
10.62 zy + yz + zz — 0. 10.63. 37? + 4y? + 52° = 36. 10.65. 1) (2, 1,1); 


CEE HAE _—— 
2) (4, 1, 1). 10.66. (4,2, —2). 10.67. Dites = 13 (5, 7, 20); z = 5 + 
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Lty=T+t, 2= 2042; z=5—3, y=7+1t,z— 20 +1. 10.68. 


Le diamètre z2=—6t,y=3t; z=2t (ei a V à) . 10.69. Le diamètre z = 


= 3t, y — 3t,z2— —t. 10.70. Le diamètre z = y—= 1,221. 10.71. 3x + 
+ 4y+4z—21— 0. 10.72 2—2—=0(|z|<3V2); y +22—=9; 
2z2 + y? — 0. La section est un couple de cercles situés dans les plans z = + z. 
10.73. 22 + y = 2; y+ 32 = 2: 322 — xt = O(|z|< V2). La section est 
un couple d’ellipses situées dans les plans zx = + W3z. 10.74. x + y + V2= 
= 0; z+zV2+1—=0; z+ yy2— 1— 0. La section comprend quatre- 
droites: r=t,y = + (t+ V2),2= —1—1V2etz=t,y = + (t — V2), 
= —1+1} 2 10.75. 22+2— 3; 2—2—=5,|y|<2(121< V3) 


(deux arcs d'hyperbole) ; z? + y = 4,|y|> V5/2(1z1< V/3/2) (deux arcs 
de cerele. 10.76. Les points d'intersection sont M, (V/2, 0, —2), M, (—V2, 
U, —2) ; les rayons R = 2. 10.79. @œ (x — y) = B, B (x + y) = « (a? + P?) 
# 0). 10.80. aœ(z— y) = Pr, B(z+ y) = ar (a?+ BP? 0). 10.81. z — 
ti y=dA—4, 2—=1—Â; z—t,y— 4 — 2, 2— 6—1. 10.82 3r + 

— 22 —2— 0. 10.83. zx — 2y — 3z — 6 — 0. 10.84. Le plan est r + 
+ y+z—= 0, les droites sont r=t—2,y—=t,:—2—2tetz—t,y— 


h° 
— D — ? € d 2 : : ER 
— —1t,z— 0. L'angle est n/2. 10.85. 1) 4/2; 2) x/3; 3) Arc cos PE 


10.86. 1) Cercle x° + y°® — 1, z — 0; 2) couple des droites y + x = 0, z = 0; 
3) hyperbole 4r° — 16y? + 3 — 0, = = — 3/8. 


Conseil pour les problèmes 11.1 à 11.11: dans les calculs et les démonstra- 
tions, utiliser le tableau donné au début du $ 11. 11.1. 1) Ellipsoïdes, hyperbo- 
loïdes. cônes ; 2) cônes et cylindres ; 3) couples de plans non confondus; 4) cou- 
ples de plans confondus; 5) ellipsoïdes, hyperboloïdes, cônes ; 6) paraboloïdes, 
cylindres (sauf cylindres paraboliques), couples de plans sécants; 7) cylindres 
paraboliques, couples de plans (sauf plans sécants). 11.2. À = 4 > 3. 
11.3. 1)R=r+2;,2)R<£<2; 3) R— 2>1. 11.4. 1) « Ellipsoïdes imagi- 
naires », «cylindres elliptiques imaginaires », « couples de plans parallèles ima- 
ginaires », R = E > r; 2) «cônes imaginaires » (points), « couples de plans sé- 
cants imaginaires» (droites), = Z=r>1. 115. R>3,R—ZX>2. 
11.6. 1)R— 4,2 — 0; 2) R = 3, 3 = 1. 11.7. Ellipsoïdes, hyperboloïdes, 
cylindres, couples de plans parallèles, À — r + 1. 11.8. (E'AE’ + 2 (fb4A + 
+ a) & + (tb Ab + 2ab + k) = 0, a’ = ‘bA + a. 11.9. Paraboloïdes. 
et c-lindres paraboliques. R = r + 2. 11.10. Cônes, couples de plans sécants 
et couples de plans confondus, À = r. 11.11. 1) O, 1 ou infiniment beaucoup; 
2) paraboloïdes et cylindres paraboliques ; 3) ellipsoïdes, hyperboloïdes, cônes ;. 
4) cylindres (sauf cylindre parabolique) et couples de plans. 11.13. 4b + 
-- {a — o où b est la colonne des coordonnées du centre de symétrie. 11.15. 1) 
ÀA' = ISAS., a’ = (tbA + a}S, k’ = tb Ab + 2ab + k. 5) Conseil: véri- 
fier les conditions du théorème de Kronecker-Capelli. 6) Conseil: utiliser 
la réponse du problème 1). 11.16. 1) La matrice À et toutes les racines de l’équa- 
tion caractéristique sont multipliées par u; 2) det À ne varie pas. 11.17. 1) 


t 
B = LR: Fe. 2) r=| à . ”. 11.18. Conseil: calculer les invariants 


k 
R,r. 11.19. 1) Cylindre hyperbolique ; 2) couple de plans parallèles ; 3) cylin- 
dre parabolique ; 4) cylindre hyperbolique ; 5), 6) paraboloïde hyperbolique ;. 
7) couple de plans sécants:; 8) cylindre parabolique; 9) cône; 10) cylindre- 
phresolque 11) hyperboloïde à une nappe; 2) hyperboloïde à deux nap- 
pes; 13) hyperboloïde à une nappe; 14) « cône imaginaire »: 15), 16) « cou- 
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ple de plans sécants imaginaires »; 17) ellipsoïde ; 18), 19) cylindre elliptique ; 
20) «cylindre elliptique imaginaire ». 11.20. (+y+z)( —y+z) = 
= (2 — y<+ 22). 11.21. 1) Hyperboloïde à deux nappes pour k > 7/4, 
cône pour k — 7/4, pee à une nappe pour k < 7/4; 2) hyperboloïde à 
deux nappes pour 4 < 0, "T lindre hyperbolique pour k = 0, hyperboloïde à à une 
nappe pour k => 0: 3) «ellipsoide imaginaire » pour #4 > 6, « cone imaginaire » 
pour k = 6, ellipsoïde pour k < 6; 4) ellipsoïde pour k > 8; cylindre elliptique 
pour k — 8, hyperboloïde à une nappe pour k < 8; 5) paraboloïde hyperbolique 
pour # 3, cylindre hyperbolique pour k — 3; 6) hyperboloïde à à une nappe pour 
k > 1, cône pour k — 1, hyperboloïde à deux nappes pour k << 1. 11.22. 
Dans les réponses de ce numéro on donne: la matrice formée par les colonnes des coor- 
données des vecteurs de la base quasi canonique (dans le cas où il y a raison de procé- 
der au changement de base dans l'un quelconque des plans de coordonnées, on four- 
nit, dans la réponse, la matrice correspondante d'ordre deux), les coordonnées de 
l'origine O du repère canonique, l'équation quasi canonique de la surface donnée, 
écrite en coordonnées &, n, &, la classe de la surface donnée. Pour la résolution comp- 
lète du problème, c'est-à-dire pour la définition du repère canonique et de l'équation 
canonique de la surface, il est quelque fois nécessaire de faire une ou plusieurs trans- 
formations peu compliquées de l'équation et du repère. Le passage de l'équation quasi 
canonique à l'équation canonique est décrit en détail dans l'introduction au présent 
lite raphe. Voir également les solutions des problèmes 16) et 17). 1) As; © AU 0, 

u: 2 L 2n + 1082 = 1; ellipsoïde ; 2) Aya; © (0,0, 0); E2 + 6n° — 61° — 


== . cône; 3) A5; © 0, 0, 0); V3 — &; cylindre parabolique; 4) Ass; 


0 (0, 0, 0); E+ n° +235 = 0; pars bolarde elliptique ; 5) 40: O (0, 2, —1); 
E — 2 Les = 0; cOnes 6) Au: O (1, —1, 0): 2n? + E3 = 1: cylindre ellip- 


tique ; r An ; 9 Le se 0, —1): 2+ n° — p2 — = 1 hyperboloïde à ; une nappes à 
8) Aw: 0 (0, 0): E2 + 6n? + €? — 60; ellipsoïde ; 9) An ÿ 0 (1, 4); 
2 — 9n? — 2 — PE ay rboloïde à deux nappes; 10) A4; O (—1, —1, —1); 
E + anf + & — 4; ipsoïde; 11) Au; O (3,3, —7); 2£? + 'én° = = 9Ù; 
paraboloïde Fa 12) Au; O (0, 2, —3); 2E2 + E2 — — 8n}/2; parabolo- 
‘ide elliptique ; 13) 443; O (2/13, —3/13, 0); y 13n° = 25; cylindre parabolique ; 
14 Aea à O (= 0, 0, 1); E? — 9n? — £? — —90; hype rboloïde à une nappe ; 


15) 44: O (1, —3, 0): 9E? + 4n° = 361; paraboloïde elliptique; 16) Au: 
-O (1, —2, 0); —E2 + 283 — V 21; paraboloïde hyperbolique:; 17) A317; 


O (—26/15, —1/3, 0); 5£2 = — V2; A ns parabolique ; 18) 4,4, ; O (3, 4, 2); 
25E? — F2 = 157; paraboloïde hyperbolique ; 19) Aa 2) (. . 0) ; 3E2 — 71 — 
— EE = 21; hyperboloïde à deux nappes; 20) 4 sai O 1 0. 8)5 Ê — 16n° + 
+ 92 = 1 : hyperboloïde à À une nappe ; 21) An : 0 (—1, —1), E3 + n° — 
— 93 = 0; ‘cône : 22) As ; O (1, 2: —1); 4E — n° :- At: Trarabulotde hyper- 
bolique ; 23) Ases : O 4, 0. 0); 2n° -- 7t: cylindre parabolique; 11.23. 
Les réponses de ce numéro contiennent : la matrice formée par les colonnes 
des coordonnées des vecteurs du repère quasi canonique, les coordonnées de l'ori- 
gine O du repère canonique, les équations quasi canoniques des surfaces pour les 
valeurs données du paramètre k, la description de la classe des coniques données pour 
toutes les valeurs possibles du paramètre. Voir également les remarques se rapportant 
aux réponses du problème 11.22. 1) Aug; O (—2, —3, 0); 25° + 4n° + 782 = 28; 
po ue k 77, point O pour k — 77, ensemble vide pour 4 > 717; 


2) Agy3; O (—2, 2): 63 + 2n° + 1082 — 10: ellipsoïde pour k << 9, point 
© pour 4 = 9; ble vide pour # > 9; 3) À ga, 5 O Se —2,0,1); a) &? + 6n° 
— 6€ = 6; b) &* + En? — 66? = 0, c) E2 + 6n? — 68? — — 6; Lnerboloïde 


à une nappe pour k << 5, cône pour k — 5, hyperboloïde à deux nappes pour 
pie De Fo Ayo; O (—2, 2, 0); Et + n° + 483 = 4; ellipsoïde pour k < 8; 

pour k = 8, ensemble vide pour k >8; 5) Agp; © (1, —1, 0): 
ES Es “A an +B=4; bE=n=&—-0; ellipsoïde pour ; < 8, point O 
pour k = 8, ensemble "vide DU k > 8;: 6) A0 O6, —1, 2); E=5; 
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couple de plans parallèles x — y + 2z — 6 + y/36 — k — 0 pour k < 36, 

plan z—y+2z—6— 0 pour k — 36, ensemble vide pour k > 36; 
7) Asao3 O (2, 0, 2); &?—= — 2 y/2& cylindre parabolique pour tous les k;: 

8) Asa; O(0, 0, 0); 68 = — y5n; cylindre parabolique pour tous 


les k; 9) Asie; 0 ({, 1, 2); ein 1; bE=n = 0; cylindre circu- 
laire droit pour #4 < 18, droite x = y — 3 — 2 pour k — 18, ensemble vi- 


de pour k > 18; 10) Aus; © (—1, —1, 2); E? + n° = 2 Vät ; paraboloïde 
de révolution ROUE tous les k; 11) A 322: O (—2,1,1); a) E? + 342 = 1; b) E — 
= £ = 0; cylindre elliptique pour 4 < 9, droite y=212=1z+3 pour k= 9, 
‘ensemble vide pour & > 9:12) A sgo ; O (—1,5, 5): PA + 32 = — 6 3n; para- 
boloïde elliptique our tous les 4; 13) À 3: 0 (10/9, 5/9, 8/9); a) E? + on 2 — 
— 9 — —9;b) 1 On? — 92 — 0; GEL Mn 2  9p3 9: hyperboloïde à 
deux nappes pour k << — 3, cône pour k= — 3, Eyperbéloïde à une nappe pour 
k> —3; 14) Aus 0 A mA 3); a) SE? + n° — 52 = 0; b) 5E? + n°? — 
_ ar = SE — — 5; hyperboloïde à une nappe pour k > 
— 75, re pour ve — LA hyperboloïde à deux nappes pour k << —75; 
5) A 23: O(0,1.0); a) &+n— = 1; b) E+n—t=0; c) + 
n° = —1;h ecboloide à une nappe pour k < 2, cône pour k = 2, 
hyperboloïde : à deux nappes pour k > 2; Fa À 329 :0(1,—1,2);a) E + n° — 
—6F=1; bDE+n—0=0;c) E + — 1; Byperboloïde à une 
nappe pour k << — 36, cône pour k = 36! f hyperboloïde à à deux nappes pour 
k> —36; 17) A 39; ) (8/9, —4/9, —10/9) : a) JE? — n° = 0; b) 9E? — n° — 
07 cylindre hyperbolique pour k + 0, couple de plans sécants x a 2y = 0 
‘et 2y + z + 2 = 0 pour 4 = 0: 18) À 16; O (2/9, —1/9, —16/9) ; n°? — 9E° — 
— 6ÿ; paraboloïde hyperbolique pour tous les k; 19) À se : 5 O(—1/7, —1/14, 
3/14) ; 14€? = 5 An ; cylindre parabolique pour tous les k: 20) À 528; O (—8/7, 


27/14, 3/14); 1482 = 2 5n; cylindre parabolique pour tous les k 21) Ass; 
© (— —1/7, 1/14, 3/14) ; a) £2 — 0; b) £? — 1 ; couple de plans parallèles 2r + y — 


—3z+1+Vi—Kk—0 pour ds plan 2r + y — 3z + 1 — O pour 
k — 1, ensemble vide our k > 1; 22) A sas O (1/6, 413, — 13/6) ; a) £2 + 
+ 67? — 3€? = 6; b) 2 + 6n° — 35 = 0 5€) E2 + 6n° — 37 = — ; hyper- 
boloïde à une nappe pour k << —14, cône pour k— —14, hyperboloïde à à deux 
ra pour k > —14; 23) À 5225 O (— 1, —1,1); a) Ë + n° — = 1; b) E? + 
— L2= 0;c)E +1 —F= — : hyperboloïde à à une nappe pour k . 5, 
Ar pour k=—5, FR RerHolU ide à à deux nappes pour k > 5; 24) À 503 O (0, —2, 2); 
V6E — y’6n°? = &; paraboloïde hyperbolique pour tous les k: 25) 4330; © (0, 
—2, —1); a) E—n% = 1; b) &? — n° = 0; cylindre hyperbolique pour k # 
 — 6, couple de plans sécants (V3 + V2) zx + (13 + V2) y F V2: + 
+2V3+37y2— 0 pour k — —G6. 


12.2. nl. 12.3. 1)n'", nl; 2) 27; ee 12.4. 1) Non; 2) non. 12.6. 1) 
est l’ensemble des entiers relatifs, ‘g l'ensemble des entiers Le ne L @) _ 
— 2%; 2) X — Y est l'ensemble des entiers relatifs, f (x) — 2) 
CA onseil. Soient Æ, % des ensembles infinis “dénombrables,* À — Re 
I = {yn}s E = {zn}, Ï (en) = Un (= À, 2, DE pose P (rsn-s) Æ b: 
p (2h) = — 2. Dans ce cas, p: À + Y 1 x est le ication recherchée 
D'une façon générale, soit {y,} une suite de ee distimts de # telle que 
f (Zn) = Yn. On admet que  (t3n1) = Yn» D * t @ (2) . (x) si 
zÆtn. 12.11. Conseil: se servir du pro pe 129. 12.14. 1)1 n'y a 
pes de points immobiles si a — 1 et b 0. Pour a — 1, b — 0, tous les points 
e la droite sont immobiles. Si « # 1, b Æ 0, le r immobile est unique : 


= b/(1 — a). 2) fr? (y) = +. 12.15. f (z) = e S(—a)+e 1246. 
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{g) (z) = acz + ad + b, (gf) (x) = acx + be + d; fg = gf pour d(a —1) = 
= b(e—1). 12.17. 1) L'ellipse +2 = 1; 2) non; 3) [2nn, 2x (n + 1)]. 
n ET. 12.18. 1) La branche gauche de l'hyperbole x? — y? = 1; 2) oui;. 


3 t=In(y+ Vy+1) WER, 2° — y? = 1). 12.19. 1) a) oui; b) non; 
2) le point O (0, 0) n’a qu’un antécédent O (0, 0); le point M* (z°, y*) Æ 0 


a deux antécédents M (zx, y), où zx — Lx V'a+ Vrtihyti, y = 


1 
= + 7 
ou les deux signes inférieurs). 12.20. 1) Non; 2) par exemple, les bandes 


sgn y* V —2+ Vz*2-Æy*3 (on prend les deux signes supérieurs. 


a<y<b, où 0<b—a< 2n, et leurs sous-ensembles; 3) = in (z*2+ 


arc tg (y*z*) si z*>0, 
+ y"), y = { n + Arctg(y*/z*) si z*<0, 12.23. Ô (x) = (x; x). 
n/2 si z*=0(. 
12.24. 1) D. 12.25. 1) = r +k(r—ro); 2) r = —-r+2r; 3) r° = 
=r<+a; 4) m=rt (en à; 5) = 2 —r+2f en à 


6) r=Àr+{t—àr, + (1 — à) tee a. 12.26. Le point immobile 


de la transformation est le point d'’intersection des médianes du triangle ABC. 
La transformation est orthogonale si et seulement si le triangle À BC est équila- 
téral. 12.27. La transformation cest l’homothétie de centre O et de FAREOrE 
—1/2. Les points X, L, M se transforment en milieux des médianes correspondan- 
tes, le point O est immobile. 12.36. ab Arctg (5 tg +) si 0<p<r; rab/2. 


12.37. 1) 2° = kr, y* = ky; 2) xt = 2) + kr — zx), y* 


si P= 7x7 à = 
= yo + k y — Yo); 3) = —z + re, y = —y + 2yo; 4) = z+a, 
y* — + B. 12.38. 1) (—6, 1), (—3, o), (—4, —2), (—1, 2); (1, —18) n 2) 4x — 
— 3y+27—=0, 3z+2y+16—0, zx — 5y — 6 = 0, r — 5y + 28 = 0, 
18r — 5y — 6 — 0. 12.39. 1) (2, —1), (0, 0), (1, 1); 2) 3x + 4y — 2 = 0, 
2x + 3y — 1 = 0, z+y= O0, 5x + 7y—4 = 0, 5x + 7y—2= 0. 
12.40. 1) z°——42+3y+1, y*—3r-—5y+2; 2) = —4y, y*—Trz—1Â; 
{ 


à 
Æ : 
3) z° = +3 vs ÿ, pis y; 4) z°= = sue s P= Ty. 
12.41. 1) Le problème n'a pas de solutions (les points À, B, C sont alignés, les 
points ÀA*, B*, C* ne sont pas alignés); 2) z*—7zx, y*—=1 (la transformation 
est linéaire mais non pas affine) ; 3) le problème a une infinité de solutions; z* — 
= pz+(p+4)y +2 — 2p, dirt on nent ee où p et q sont 
des paramètres prenant toutes les valeurs réelles possibles ; 4) le problème n’a 
pas de solutions (les points À, B, C sont alignés, À étant le milieu du segment 
BC, les points 4A*, B*, C* sont alignés, mais B* est le milieu du segment A*C*). 
12.42. 1) (0, 0) ; 2) la droite immobile y — 6z; 3) il n’y a pas de points immobi- 
les ; 4) (—3, 0) ; 5) la droite immobile 3x + 3y — 1 = 0; 6) tous les points sont 
immobiles. 12.43. 1)rz+y=0,y=0;2)z+y=0,z—y—= 0; 3) 3z + 
+ y — 13 = 0, 3xz — y + 7 = 0; 4) pas de solutions; 5) z+y—3—= 0, 
22 —y+C=0; 6) zty—1—=0; 7) z—-y+C—=0. 12.45. x* = 


TE ethuytT, peer y. 1246. 1) 2°=2+y—2, y°=22— 
5) 5) 5 ? 5 s) 5 DOS , 
—y+3; 2) 2° = 3r —4y —5, y* = 4z + 3y + 1. 12.47. 1) 2° = 
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16 44 33 4 41. 32 
mes-L LS = Tir 5! 2) 2% = (Aiz + Biy+ Ci)/(A1z0+ 


Biyo+ Ci), y° = (Aer + Bay + Ca)/(Aoro + Bovo + Ca). 12.48. 1) 347 — 
ss ne DE — + 2) 10 4 pose 1: 3) le ee té 
L2— 0; 4) 9x2 — A2ry + 4yt + 307 — 18y — 0: 5) (3x — y — 1) (29z — 
!_ 18y +1) = 0; 6) (Cr —y—1)(2r—y+1)= 2. 12.49. 1) 107? — 
— 22zy + 29y? — 8x + 14y — 2 — 0: 2) 357? — 38ry — Qy? — 22r + Ey + 
+7— 0: 3) 9x? — 12ry + 4? + 8x — 40y = 0: 4) (2x + 3y — 1) (7y — 
—äz+i=t; 5 Gr+y—3)(Gr+y+1)=0. 12.50. 1) 2° — 


V3 1 . 8 — 1 7 d y3 ! 
ZT Sy) x =—52—V3y, nn dE 


Hu 12512 VS y, = + VS (zu). 1252. 0 


À: y3y y= 


=2z+2, y*=z+y+i; 2) z*=z+C, = a tyt ©. 12.53. 1) r° — 
= 2 COS @ — y sin P, y* = zx sin p + y cos p; 2)z° = zo + (x — zo) cos p — 
— (y —y)sinp, y* = yo + (z — 20) Sin p + (y — yo) COS P; 3) r° = z, 
y — 0; 4) 2° = (9x + 3y — 1)/10, y* = (8x + y + 3)/10; 5) z° — — 2, 
y = y; 6) z° = (7z — 24y + 6)/25, y* = (—24r — Ty + 8)/25; 7) z° = 
= 2, y* = y; 8) z° = (27 — y) + 2)/3, y° = (—z + 2y + 2/3); 9) z° = 


d'angle 1/4 autour du point O; 9) symétrie par rapport à la droite y = (W2— 
— 1) z; 10) homothétie de centre au point P (3, —1) et de rapport 3 ; 11) rota- 


fa à-a/ 
tion d'angle x/3 autour du point M (—L | À 1) : 12) symétrie par 


rapport à la droite zx — W3y + 2 = 0; 13) symétrie par rapport au point 
K (—1, 1); 14) contraction vers la droite 3r — 4y = 0 de rapport 1/2 ; 15) cont- 
raction vers la droite x — y + 2 — 0 de rapport 1/3; 16) rotation d'angle 
21/3 autour de l’origine des coordonnées ; 17) projection orthogonale sur la droi- 


te y—=1. Conseils: 9) déterminer les images des vecteurs de base ; 10) à 
13) déplacer l'origine des coordonnées au point immobile. 12.56. 1) (7 : 
1 - 1 " : 
1—+— }) et (0, 1 19): 2 (——, 137 — et (— 2, 1): 3) y = 1 
+3) (0, 1+ 7/2)  (—3" +53) ); 3) y=z+ 
1 5 1 
et y=1+— ; 4) y=z+i 2et y—=1+——. 12.57. 1) tgp= —3/4; 
ET +1+V2 et y 7 gp 


2) —5n/12, —1x/12, 7x/12, 11/12, ... 12.58. z + 2y — 6 — 0, 2z — y + 
+1—=0, 2r—y+7—=0. Conseil: utiliser la rotation autour du point P. 


12.59. V3z + y — 3 = 0, le 3/4, V3z—-y—-3—=0, V3rz+y—6—=0, 
y=9,/4. Conseil: utiliser la rotation autour du point P. 12.60. 1) | (d, — 


A2 : a bi € 
— 1) (de — Ca) (a10e — asb1)71 | ; 2) 2] 61636 | » où A = le be Cal» Ô, = 
as Ds €s 
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__|@i di __[da be _|Ss ds _ … 

me: Ô, — dl? Ôs — sl: 12.61. y—13 et 15z7+7y+14—0. 
12.62. 1) HA one 207—6y+84=0; 2) r2+y—10r—0; 3) z2Ey2+ 1422 + 
+32y—108—0. 12.63. 1) fg: 2 —Tz+5y— 2, y*=3z+4y+ 1: g:2z*— 
= 4z+3y+1, a 2; 2) f£: 29 — —4z—6y +4, y=z4yti: 
gi: 2—7z—3y+6, — 137 — 7y +025. 12.64. 1) CLS RAS y* = 3y —3 


(homothétie de centre À (3/2, 3/2) et de rapport 3); 2) z° — ls y = —+ 
(homothétie de centre B (0, —5) et de rapport 1/2). 12.65. 1) z° — 3z — 
Ro Dar 2) x = 7x — 4y — 32, De nt 


“A 3 4 11 9 
3) z° — Letiyts Sri yes 4) 2° = Ted y + 33, 


y* = —S 734$ y—19; 5) 248, de, set: : la transforma- 
tion inverse n'existe pas; 7) zx* — 3€ La + 3y), y* = GE Las + 4y); 


8) r° = JE (4z-+ y), “=> (3x — 4y); 9) 2° = rl (x cos p + y sin p), y* = 


= ri (—z sin q + y cos . : 10) z* = r”l(x cos q + y sin y), y* = 
= r'l(rsinp—ycosçp). 12.66. 1) r* — x cos na — y sin na, y* = x sin na + 
+ycosna; 2) a% = 3 COS + y sin VU — 3 sin + y cos ; 
3) z*=z<ny, y*=y; 4) z°=3nz,y* = (39 — 2n)r + 20y. 12.67. 1) r° = 
= 3r + 4y +6, y* — 4x — 3y — 16; 2) zx — (5x — 4y — 1)/3, y* = 
— (—4z + 5y — 1)/3; 3) z° — 2. y = 2:+2V3y+ 
+5—2p3; 4) 2° — (—33r + 9y + 55)/26, — (18xz — 51y — 0e 
12.68. Dans les prop 4), 5), 7), “ 12), 13), j = f: 1)z* = z2,y* 
contraction de rapport 1/3 vers l'axe des abscisses : 2) 2" — zl2, y* = yl2, vou 
mothétie de rapport 1/2 et de centre à l'origine des coordonnées ; *3) 7° = 2 + 
+ 1, y* = y — 1, translation de vecteur a (4, —1); 6) z° = y, y* = —2Z, 
rotation d'angle —x/2 autour de l’origine des coordonnées ; 8) z* — (x + y)/ V2, 
y*=(—2z+y)/ V2 2, rotation d'angle —x/4 autour de l’origine des coordonnées ; 
10) z * — (zx + 6) 13, y* = (y — 2)/3, homothétie de centre au point M (3, —1} 
et de For 1/3; 11) z° = (x + V3 y + 1 — V3)/2, y° = (— V3z + y — 
— 1 — y3)/2, rotation d'angle — x1/3 autour du point Mt (1+ y3)/2, 
(14 — y/3)/2) ; 14) z° — (14z — 12y)/15, y ® — (—12r + 21y)/15, contraction de 
rapport 2 vers la droite 3z — 4y = 0; 15) = 22 —y+2,y*—=—2+2y—2, 
contraction de rapport 3 vers la droite x — y + 2—= 0. 12.69. 1) fg:r* = 
= —y +3, y —=z—-1; ga —-y+1, y =z—-1; 2) fe = ef: 


FR een y = + (4z—3y)—3 ; 3) fes at (—2+ Var) — 


2 VB y (VE rt y)—2, gi a (a Vây) = (-Vz+ 


+ y)+84; à fe = 4. 2 =2— 21," = y; 5)fg:z =z+1,2, y = y— 
— 0,4, gfizt = z—1,2, y = y + 0,4; 6) fe: 2° = —y — 0,2, y° = z — 
— 0,6, gf:z* = —y + 0,6, y° = z+ 0,2; 7) fe: =z+ (41 — V3)/2, 
= y+ (V3 —3)/2, get = 2 + (V8 —3)/2, y° = y + (1 — V3)/2. 

1 


12.70. 2} _ (z—vocotg +) 7 (vo+zoc0tg +) : 3) fg est une rotation 
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d'angle n/2 autour du point P (2, 1); gf est une rotation d'angle x/2 autour du 
point © (1, 0). 12.71. 1) r sin g/2— y cos g/2—0; 2) x, cos (p/2)+ y, sin (p/2) — 
— 0, (2r — zo) sin (p/2) — (2y — y,) cos (p/2) = 0. 12.72. 3) a (À cos (p/2), 
À sin (q/2)), où À == r, cos (p/2) + y, sin (p/2). 12.73. 1) produit d'une sy- 
métrie par rapport à l'axe Oz par une translation de vecteur a (1, 0) ; 2) produit 
d’une symétrie par rapport à l'axe y—1 par une translation de vecteur a (1, 0); 
3) symétrie par rapport à l’axe y — 1. 12.74. 1) Toutes les transformations. 
sont de ee espèce ; 2) la transformation g est de première espèce, les autres 
sont de deuxième espèce ; 3) la transformation f est de première espèce, les autres 
sont de deuxième espèce ; fg est le produit d’une symétrie par rapport à la droite. 
z W3—y+2=0 par une translation de vecteur (— 3/3, —3), gf est le produit 
d’une symétrie par rapport à la droite x Wÿ3--y—2—0 par une translation de 
vecteur (— y/3, 3) ; 4), 5) f, g sont de deuxième espèce, /g et gf de première espè- 
ce ; 6) toutes les transformations sont de première espèce, fg est une rotation d’an- 
gle x/2 autour du point P (1/5, —2/5), gf est une rotation d'angle x/2 autour du 
point @ (1/5,2/5); 7) toutes les transformations sont de première espèce. 


12.75. z*— 1 (z—y)+1, = (z+y)+1— y/2, c'est une rotation d'angle. 


72 


1 


x/4 autour du point A (1, 1). 12.76. z° — 1 + 2/2 — 7 


(z + y), 


= 1 s 1 1 
y*=1+ VV 2+— (y—7x); vecteur de translation a ( ——1, —) , axe de 
V y 2 y 2 V2 
symétrie z+y(W2—1)=y2+1. 12.77. 2) fg=gf, symétrie par rapport 
au point À (1, 0); 3) fg est une translation de vecteur a (6/5, —2/5), gf est une 
translation de vecteur —a. 12.78. 2) fg est une translation de vecteur 
PE V3—3 V3—3 ne) 
2 1 2 Due 2 ° 

12.80. 1) Produit de symétries par rapport à deux axes qui passent par le point 
M et font un angle œ/2 ; 2) produit de symétries par rapport à deux droites perpen- 
diculaires au vecteur a et qui sont distantes l’une à l’autre de | a [/2. 
3) Conseil: f—hg, où g est une symétrie axiale et À une translation (voir 
problème 12.72, 3)), on décompose k comme dans 12.80, 2). Les axes de symétrie- 


peuvent être choisies de façon non univoque. Voir également le proper 12.77, 1). 
12.81. 1) (1, 0), (0, 1); 2) (1,0), (0, 1); 3), 4) tout couple de vecteurs ortho- 


gonaux non nuls; 5) (2,1+ÿW5), (2, 1—V5); 6) (1, 0), (0, 1); 7) (4,1), (—1, 


1); 8) (1,2), (—2, 1); 9) (1,3), (—3, 1) ; 10) (1, 3), (—V3,1). 12.82. 1) gest 
une transformation identique, h, une contraction de rapport 3 vers l'axe des ab- 
scisses, k, une contraction de rapport 4 vers l’axe des ordonnées; 2) g est une sy- 
métrie par rapport à l'axe des abscisses, k, une contraction de rapport 3 vers l’axe 
des abscisses, À, une contraction de rapport 4 vers l’axe des ordonnées; 3) g 
est une symétrie par rapport à l’axe des ordonnées, h, et h, sont des contractions 
de rapport 3 vers deux droites perpendiculaires quelconques ; 4) g est une rota- 
tion d’angle x/4 autour de l’origine des coordonnées, h, et h, sont des contractions 


de rapport Ÿ 2 vers deux droites perpendiculaires quelconques ; 5) g est une rota- 
tion d'angle — Arc cos (2/V 5) — autour de l'origine des coordonnées, k, une 


contraction de rapport (V5 + 1)/2 vers la droite (1—ÿ5)z + 2y = 0, h, une 


contraction de rapport ( 5—1)/2 vers la droite (+75) z+2y=0; 6) gest 
une rotation d'angle —x/2 autour du point M (—2/13, 8/13), h\ une contraction 
de rapport 3 vers la droite y— 8/13, k, une contraction de rapport 4 vers la droite 
z— —2/13; 7) g est une rotation d'angle — Arc cos (3/5) autour de l’origine des- 


] , &f est une translation de vecteur 
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coordonnées, k, une contraction de rapport 15 vers la droite 7r--y:=0, k, une con- 
traction de rapport 5 vers la droite 77—y=—0; 8)g=— gg, où g, est une rotation 


d'angle — Arc cos (3/ J/10) autour de l’origine des coordonnées, g, une symétrie 


par rapport à la droite y = z: k est une contraction de rapport 3/10 vers la 


droite y=z, ksune contraction de rapport 2 y 10 vers la droite y= —z; 9) g est 
une rotation d'angle —3zx/4 autour de l’origine des coordonnées, h; une contrac- 


tion de rapport 572 vers la droite 2z + y — 0, k, une contraction de rapport 
10V 2 vers la droite x — 2y + 5 = 0; 10) g est une rotation d'angle — x/3 
autour du point M (—1/9, —2/V3), h; une contraction de rapport 6 vers la droi- 


te y— —2/V3, h, une contraction de rapport 2 vers la droite x = — 1/9. 
12.83. h est une homothétie de centre à l’origine des coordonnées et de rapport 
k:4)k = 5, g est une rotation d’angle Arc sin (3/5) autour de l’origine des coor- 
données ; 2) # — 5, g est une symétrie par ADO à la droite x = 3y; 3) k = 
= r, g est une rotation d'angle œ@ autour de l'origine des coordonnées ; 4) k = 

= r, g est une symétrie par rapport à la droite x sin (/2) = y cos (p/2). 
42.85. « est partout un nombre arbitraire non nul ; 1) À, = 7, & (2, —1); À, = 
= 5, a@ (0,1); 2) 4 =1, œ (1, —1); À, = 4, a (1,2); 3) M = 3, a (2,1); 

— —3, a (1, 2); 5) tous les vecteurs non nuls sont propres, À = 2; 6) À1 = 1, 

@ (—1, 1); Às = 0, & (1,1); 7) il n'y a pas de vecteurs propres; 8) À = 3, 
-& (1, 2). 12.89. 1) Produit d'une rotation d'angle p autour de l’origine des co- 
ordonnées et d’une homothétie de centre (0, 0) et de rapport r ; 2) produit d’une 
rotation d'angle q, d’une homothétie de rapport r si a = r (cos @ + i sin y), 
et d’une translation de vecteur représenté par le rayon vecteur du point b, ou 
produit d’une translation de vecteur représenté par le rayon vecteur du point 
‘“ba”1, d'une homothétie de rapport r et d'une rotation d'angle ®. 


13.1. 1) Oui; 2) oui; 3) non; 4) oui si À € (D); non si À # (D); 5) non; 
-6) oui ; 7) oui ; 8) oui ; 9) non ; 10) oui ; 11) oui ; 12) oui ; 13) non; 14) non; 15) oui; 
16) oui ; 17) oui ; 18) non; 19) oui. 13.2. 1) Non; 2) oui; 3) oui ; 4) non; 5) oui; 
6) non; 7) oui; 8) oui; 9) non; 10) oui; 11) non; 12) oui; 13) oui; 14) oui. 
43.3. 1) Non; 2) oui; 3) oui; 4) non; 5) oui; 6) non; 7) oui; 8) non; 9) oui; 
10) non; 11) oui; 12)oui. 13.4. 1) Oui ; 2) non; 3) non; 4) oui; 5) oui; 6) non; 
‘7) oui; 8) non; 9) oui; 10) oui; 11) oui; 12) oui. 13.5. 1) Oui; 2) oui; 3) non; 
4) non. 13.10. Groupe des rotations du plan autour du centre du carré, qui 
‘font coïncider ce carré avec lui-même (ou Île groupe, qui lui est isomorphe, des 
racines complexes 4-ièmes de 1 pour la multiplication) ; groupe contenant quatre 
transformations du plan: transformation identique, symétrie par rapport à l'ori- 
-gine des coordonnées, symétrie par rapport à l'axe des abscisses et symétrie par 


rapport à l’axe des ordonnées. 13.11. 1) + 1; 2) + n; 3) eTUAR où1Lk< 
<n—1,ket nr sont premiers entre aux ; 4) rotations de # k, où ket n sont pre- 


miers entre eux. 13.12. 1) #2, où # est un nombre entier; 2) m2, où m est 
un multiple de n ; 3) racines m-ièmes de 1, où m est un diviseur de n ; 4) rotations 
d'angle 2xk/m, où m est un diviseur de n. 13.13. 1) Conseil: soient a 
un élément générateur de £&, # un sous-groupe dans % et m le plus petit entier 
naturel tel que b = am € SG, alors b est l'élément générateur de «#. 13.16. 
Conseil: montrer que b-1ab est une rotation si a est une rotation et b une sy- 
métrie axiale. 13.19. Conseil: trouver un élément inverse de a parmi les 
puissances positives de a. 13.20. Conseil: 1) b € a si et seulement si 
age = db; 2)sicC ar N bb, ag = cH = bF ; chaque élément a € ÿ ap- 
partient à la classe a, puis appliquer le point 1) ; 3) l'application / : b% —aÿt 
définie par la formule f (bh) — ah est bijective. 13.21. 1) Conseil: se ser- 
vir des assertions du problème 13.20. 13.22. Soient a la rotation du triangle 
d'angle 2x/3 autour de son centre, b la symétrie par rapport à l’une des hauteurs. 
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On a alors $ = fr, a, a -- b, ab,a”tb}, 3 = fr, b}, b “lab = a”, Les 
classes à ÉUche suivant e re FH. a — {a ab}, a”i = {a”l, a-lb}. 
Les classes à droite suivant <Æ sont: %, Sa—{a, ba = ab}, at —{a"t, 
ab}. 13.24. 1) Conseil: démontrer que b-lab est une translation si a est 
ne. translation et b une transformation orthogonale ayant un seul point immobi- 


13. 26. 2)Conseil: démontrer que les conditions a% = a'% et b3% = 
=b'G impliquent (ab) € = (a’b') Y€. 13.28. 1) Groupe de tous les nombre, 
réels, muni de l'addition. 2), 4), 6) Groupe des nombres complexes de module 1, 
muni de la multiplication. 3) Groupe des nombres réels strictement positifs 
muni de la multiplication. 5) Groupe HUE bi d'ordre n. 13.29. 1) 3; 2) 3; 


A 
3)4;4)1. 13.30. 1) nl. 13.31. 1) SE D x. 3) 1,4) ee. : : à et È : | ) 


En 123 
13.32. 1) 1; trois groupes d'ordre deux à éléments générateurs ( j À ; 


(, 1 Ç 2. | upe d’ordre trois à élément générateur ee M tout 
132J' 3 2 4) le groupe à (2 3 


le groupe «/ s- 2) Outre Let ,, ce sont: le sous-groupe des permutations Fred 
(d'ordre 12) et le de non cyclique 7° composé de quatre éléments : 


1234 1234 2 3 4 
. 13.33. nt/2. 
re en ue 33. n! 


14.3. 1) 10, paire ; 2) 13, Le pr . 3) 3, impaire ; 4) 7, impaire ; 5) 36, paire; 
6) 12, paire; 7), 8)n (n — 1)/2, a permutation est paire si n — 4k ou n = 4k + 
1, et impaire dans les autres cas; 9) n (7 + 1)/2 la permutation est paire si 
n — 4k ou n = 4k + 3 et impaire dans les autres cas. 14.4. 1) 0; 2) 1; 3) 0; 
4) 0; 5) 1; 6) —1487600. 14.5. e. 14.6. r. 14.7. 1)—1 ; 2) —2 : 3) —27: 
4) —27 : 5) —7; 6)0:;:7)—1;:8)4;9)0 ; 10) —2(z + y3);11)(a—c)(b — cc) X 
X (b — a); 12) 0. 14.8. 33 3. 14.9. r° cos w. 14.10. 1) 3, re 2: 2) 
3, 3, —2; 3) 0, 0, 6. 14.11. 1) 24; 2) 120. 14.13. 1, O ou —1. 14. 1) 1; 
2) 1, 3) 1; 3) 4)0; 5) —1 ; 6) 1; 7) 18; 8) 1; 9) 1; 10) —5; 17° 2); 
13) 0; ie "0; 15) 1. 14.22. 1) —2; 2) —10 ; 3) 0; 4) Fais 5) 0. 14.23. 1) nl; 
2)M4-..An:3)1;4)3";5) 1; 6) (— —1}70m- D. 7) (—1)"*1; 8) (—1)"*1; 
9) 1 — nr; 10) nl. _ (—1)" (4 — 2n); 12) (— apr (5n — 2); 13) (—1)""1; 
14) (—2"- (—n); 15) (—1)" M DE nn (n + 1)/2; 16) n + 1:17) Osinn 
est impair, (—1)"/? Ce — 1)llsin A 18) (—3)#. 14.24. Dans ce pro- 
blème on désigne par A, le déterminant d'ordre n.1) [1 — (—1)"]/2. Conseil: 
An = 1 — An-1: 2) 07 LAN — Ain (n + 1)/2]. Conseil: A, — 


= n (—À)"-1— 14, ..3) nt(2+5+++ 7 ++). .Conseil:A,=nAn + 


+ (n — 1)1. 4) [1 + (—1)"J/2 Conseil: A, =1—A4, ) 0 si n est 
impair, et (—1)"/3 si nest pair. Conseil: A, = — A,_.. 6) 1? Fa (—1)"]/2. 
Conseil: A, = A,_a2 7) I] ue Conseil: notons 4, = 
n>ioh>1 
1 1 1 1 | 
|" PRE. 2  — Zi cie net , Vu que pla=0, t= 
LCR A To 0e a LUI 
=1, 2, ..., n—1, on a p(z)=C(rz—7x1) . . (Z— Zn). Le coefficient C du 


terme dominant du polynôme p (z) vaut A, n-1 d'Où An = An-1 (Zn — 71) ... 
23—340 
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+ (Zn — Zn-1). 8) [| (a — ap) (b; — b,). Conseil: une fois 
n>i>hk>i 

réalisé la division, représenter le déterminant sous forme de produit de 

deux déterminants de Vandermonde. 9) [2z1z, . .. zh — (z1 — 1) (za — 1) … 

... (zn —1)] | | (z: — zx). Conseil: compléter la matrice en haut par 

n>i>Rk>! 

une ligne composée de zéros, puis à gauche par une colonne d'unités. 10) 
[n/2] 

D CH Ian-2h (a? — 1)4. 11) 
k=—0 

(—1)"(a+1) pour p = (24 +1) x (4 = 0, +1, +2, ...). Conseil: la 

solution est identique à celle de 10) pour g — cos @ + i sin p. Sig #Æ + 1,0on 

calcule A,_, en futilisant la formule (ef%)" — ei"® — cos nq + i sin ny. 


sin nr 
sin 


pour œ # ka; n + 1 pour q = 2kn; 


[n/2] 
h n-2k 
12) SH pour gæO;n+1pourp=0. 13) D, C4 (+) (a®— 4h?)à = 
Rk= 0 


n + 1 


—4)"(+1)/2, 14.28. Le déterminant ne varie pas. Conseil: utiliser le 
problème 14.27. 14.29. Conseil: multiplier la première colonne de la matrice 
par 1000, la deuxième par 100, la troisième par 10 et ajouter la somme des colon- 
nes obtenues à la dernière colonne. 14.30. Conse i 1: l'expression donnée est le 
développement suivant la i-ième ligne du déterminant de la matrice obtenue de A 


n 
k 
=] (a—28 cos | . 14.26. 0. 14.27. Le déterminant est multiplié par 
=! 


aya(t) -.. Gin(t) 
par répétition de la 4-ième ligne à la i-ème place. 14.31. 2) ne nn di a = 
an: (t) ann (t) 
a;y(t) ... a&in(t) aya(t) ... ayn(t) 
[en ee. an@ |, 4{en() ... an (0 a 


ani(t) ... änn (t) ans (t) ... ann (t) 

démontrant a formule, se servir du raisonnement par récurrence sur 
l'ordre de la matrice. 14.32. Si l’on note det (4 — ÀE) = (— À)" + 
+ a (—À) +... + an (—À) + an, a, est la somme de tous les mineurs 
diagonaux d'ordre s de la matrice À ; en particulier, a, est la trace de 4, a, 
le déterminant de 4. Conseil: si l'on désigne p (t) = det (4 +tE),on a 
__ 1 dÂp(t) 

Gn-kh Le k! dt 
résultat du problème 14.31. 14.33. Les identités 1), 2) sont en général fausses, 
3), 1 sont vraies. 14.34. Conseil: selon le problème 14.30 et la formule de 
developpement du déterminant suivant une ligne À (fC) = diag (det 4, ... 
. ., det À), d'où l’on obtient det C si det À Æ 0. La matrice B s'obtient de C 
par multiplication de la i-ème ligne par (—1)i et de la j-ième colonne par (—1)? 


(pour tous les i, j). 14.35. Conseil: utiliser la formule det À = det À. 


14.41. (—2)"aî. Conseil: dela (r+k)-ième colonne de la matrice HO sou- 
straire le double de la k-ième colonne (k = 1, ..., nr) et appliquer le résultat du 


ue. Dans le calcul desçdérivées de la fonction p (t), utiliser le 
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problème 14.40. 14.42. 0. Conseil: les lignes de la matrice || A? A4 1 
sont les combinaisons linéaires des lignes de || À A? IE (à coefficients des li- 
gnes de la matrice 42). 14.43. 1)Conse il: les lignes de la matrice || BC B]|l- 
[14 B1O 
CE | E 
Ensuite, appliquer le résultat du problème 14.40. 


sont les combinaisons linéaires des lignes de || C £ ID. Par suite, det 
A— BC O 


C E 
2) Pas toujours. 14.44. det A -(det B)'. 


77 
Lun 


= det 


4 
15.1. Les matrices doivent être de même type. 15.2. 1) 0; 2) | — 11 ||; 


— 16 
: 4) 5E ; 5) 240: 6) Ag-a: 7) Cuse 15.3. 1), 2), 4) 


3 | —3 —8 21 Es 
| 3 —8 —19 19 
sont vraies si les matrices sont de même type ; 3), 5) sont toujours vraies. 


8 —12 0 
15.4. 1) On peut le faire si m—=n; 2) oui. 15.5. 1) |] —1 || ; 2) [6 —9 O0; 
2 3 0 
8 14 
8) 8 ni 5 4) 111 1115 5) 10 3 211; 6) ciz25 7) Ans; 8) 1 6 9 1211; 9) c1:5; 


10) E ; 11) A s06; 12) À 607; 13) A 246; 14) E ; 15) As; 16) nAgye- 15.6. 1) Le 
nombre des colonnes de À est de au nombre des lignes de B; 2) le nombre 
des lignes de À est égal au nombre des colonnes de B ; > le nombre des colonnes 
de À est égal au nombre des lignes de B, le nombre deslignes de À est égal au 
nombre des colonnes de B. 15.7. Le nombre des colonnes de AB est égal à 
celui de B, et le nombre des lignes de AB à celui de À. 15.8. B est de ty 

(n, p)}, ABC est de type (m, g). 15.9. Les identités sont vraies si sont réali- 
sables les opérations qui y figurent. 15.10. 1) Le produit n'existe pas; 


8 4 1 
2) | 16 : 3) 118 1611; 4) [|—1200 13001 15.11. 1) 27-1 } |: 
0 0 O0 1 
1 1 1 
0 0 0 0 
2) [O0 O0 0; 3) 0 0 0 0 5 4) O pour n>1; 5) Ays; 6) 4135 7) Ae0s ; 
0 0 0 
0 0 0 0 
7 5 ° : 
8) E; 9) O. 15.12. 4) 4 52 : 5 3121; 4)1123411: 5) 4; 
+ 3 


M 
6) A1a25 7) Ass 5 8) —Assse 15.13. Les identités 2) à 4) sont vraies si sont réa- 
lisables les opérations qui y figurent ; 1) est toujours vraie. 15.14. P s'obtient 
de E par permutation de la i-ièéme et de la k-ième ligne. 15.17. À, B sont des 
matrices carrées du même ordre. 15.18. 1) 24, ; 2) O. 15.20. 1) 4, ; 2) —t4,4. 
15.22.1)£ ;,2)0;:3)0; 4) —E ;5) Aus. 15.23. 1)0 ; 2) Aus. 15.24. Les identités 
4) à 3) sont vraies si les matrices À et B sont commutables. 15.26. La k-ième 
ligne de AB est qe au poste de la k-ième ligne de À par la matrice B. 
15.28. La k-ième ligne de la matrice AB est égale à la combinaison linéaire des 


23* 
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lignes de la matrice B, dont les coefficients sont les éléments de la k-ième ligne 
de A. 15.29. Conseil: voir problème 15.26. 15.30. 1) Si on permute deux 
colonnes de la matrice B, les colonnes correspondantes de 4 B sont également per- 
mutées ; 2) si on multiplie la k-ième colonne de la matrice B par le nombre À, 
la k-ième colonne de 4B est également multipliée par À ; 3) si à la k-ième colonne 
de B on ajoute la j-ième colonne, la matrice À B subit la même transformation 
élémentaire. 15.31. Conseil: pour une colonne composée de deux élé- 


a | a+ b a+ b 
b b | b—(a+b) 
15.32. CPE si À = || G;k I]. 15.33. 1) Matrice 


ments, les transformations sont les suivantes: 
a—+b | b b 
— — Q 


dont toutes les lignes sont nulles à l'exception de la i-ième à la place de laquelle 
se trouve la j-ième ligne de À ; 2) matrice dont toutes les colonnes sont nulles à 
l'exception de la j-ième à la place de laquelle se trouve la i-ième colonne de 4. 
15.34. Conseil: prendre en guise de E, n toutes les colonnes possibles de la 
matrice unité. 15.36. 1) Multiplier À à droite par la colonne {| 1 O O ...0{||; 
2) multiplier À à gauche par la ligne||1 0...01/. 15.37, 15.38. La 
matrice À s'obtient à partir de Æ par une même transformation élémentaire. 


b 
15.40. Conseil: !si A — : nr 4"= (G@+44)m2A. 15.48. L'asser- 


tion 1) n’est pas en général vraie pour les matrices rectangulaires 
Exemple: 393 * Ayes — Æ£ (a, b, sont des nombres quelconques). 15.44 


Gj1%1 +... F@intn =0, 


Fu 


Pas 


aniZ1 +... +@nntn =0, 


9 5 1 1 1 
la j-ième colonne de E. 15.45. 1) +| 5 |: 2) 14 2 2||;: 
2 3 4 


2 3 
0 An! 
3) |." |54 Aus 5) 4:35 6) Aui D Aus 8) Aus 9) + Aoos : 
Àï! 0 
120 
—1/2 0 0 1 1 0 
As09. 15.47. 1 2 ; | ; 
10 4e 1547. 0] fol fo fs isole 
001 
1/3 O 0 1 0 O0 1 0 0 1 O 0 
5) | 0 1 O0; 6) 0 1 O1; 7) | 0O —1 01; 8) | 0O O0 1 ||; 
0 O0 1 —2 0 1 0 O0 1 0 1 0 
1 —1 1 —n : Fa 
9) 0 x |: 10) 0 ; 5 11) 4,90. 15.48. L'assertion 6) est en général 
1 1 
fausse. 15.51. On fournit l’une des réponses possibles 1) o 2 : NÉ 
100 


4 —1 2 0 4 0 — 2 | 4 0 0 1 
e . tre e . Ils 
É lo | lo (| |: (| ] 0 À |; IH: | . Rs & 
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1 0 0 1 O0 0O 
XII1 14 0-10 1 2 15.52. 1) E = A1; B=<A-1B; 2) E = A’: 
0 O 1 0 O 1 
B = BA71. 15.53. 1) On effectue avec les lignes de la matrice || À £ 10 
(c'est-à-dire avec les lignes de À et E) les transformations élémentaires qui 
réduisent À en £. On obtient ainsi la matrice £ à la place de 4, et la matrice 


CG 
les 


A 
E 
transformations élémentaires qui réduisent À en E. De ce fait, à la place de E on 


A1 à la place de E. 2) On effectue avec les colonnes de la matrice 


0 O 1 0 2—3 10 

0 O0 0 —1 1 [—2 0 20 
trouve la matrice À “1.3 15.54. 1) 41 9 © ‘ol 2) + g 3-320l° 

0 1 O0 oO 0 O0 02 


1 —1 disss 0 


0 4 —1 ...0 : 1 
3) 5 4) — 44305 9) — 3325 6) 350: 7) 7 Ass: 8) A0; 


0 0 0 ... 

9) A0: 10). lAg1s5 11) Agiz5 12) Ans 13) gs: 15.55. AÀ71= —(A+E). 
15.62. 1) On effectue avec les lignes de la matrice ||A B|| les transformations 
élémentaires qui réduisent la matrice À en £. Il en résulte qu’à la place de À 
on trouve E et à la place de B on obtient la matrice À “1B. 2) On effectue avec les 
A 

| 
B en £. De ce fait,à la place de À on trouve la matrice AB”. 15.63. 1) 44; 
2), 3) — Auos 5 4) + Asos: 5) Aus: 6) As 15.64. 1) O: 2) A-1B: 3) BA-1; 


ci} 
colonnes de la matrice les transformations élémentaires qui réduisent 


4) A-1BC-%; 5) A-1B—C. 15.65. 1) Le 2, |: 2) . |: 3 | s 
21 —14 —10 2 11 

4) || —10 7 5 ||: 5) | Le nl 6) pas de solutions. Dans les 
— 4 3 2 

réponses auz problèmes T) à 11), a, b, c sont des nombres quelconques: ÿ) : ! , 
PA b a Â—a a b a b à 

8 |,°, Ra D Nav 9 op M to 28 4—0||; 


12) A32- ; 13) TG: 14) À 392 ; 15) pas de solutions; 16) A,4s- 15.70. Co n- 


seil: poser B —E;,, puis calculer AB et BA, et appliquer lerésultat du problème 
15.67. 15.71. Conseil: utiliser le problème 15.70. 15.72. Voir le problème 
15.71. 15.73. Matrices scalaires. 15.74. 1) —4%; 2) 4ys:3) gs; 4) Ags. 
15.76. 1) Antihermitienne ; 2), 9) symétriques, 3), 4) hermitiennes; 5), 10), 
11) orthogonales ; 6) diagonale ; 7) triangulaire ; 8) symétrique gauche ; 9) unitaire, 

a b+ic ia b+ic 
b—ie  d —b+ie id 


(a, b, c, d sont des nombres réels quelconques) ; 3) EF (| ; |: o| . 15.87. La 


° 9 


10) matrice de permutation. 15.79. 1) | 
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matrice inverse est la transposée de la matrice donnée. 15.88. La matrice 


inverse est l'adjointe de la matrice donnée : 1) 4,4; 2) sde 15.89. Soient 
A = [all B = bill, C = AB = || c;j |]. Dans ce cas, on a sur la diago- 


nale principale de C: cy; = a;;by3; sur la diagonale non principale: c;,5+1 = 
= Gjib;,j4+1 À Gi,i+adi+1,i+as SUT la m-ième diagonale non principale: 


Ciitm = Gb ttm À Git+iditritm À + ee À Gii+mbitm.ism. … AU-dessous 
de la diagonale principale se disposent des zéros. "15,92. AB = —BA. 


15.94. La décomposition est unique: = (4464) + (414). 
15.95. 1) Asp 4005 2) E + 4205 3) ose + Ao53 15.100. La décomposition est 


unique : Am (A+ A++ (4— 17. 15.104. Ces propriétés garantissent 


l'orthogonalité de la matrice. 15.107. Conseil: vérifier les propriétés 
formulées dans le problème 15.104 pour une matrice orthogonale. 
15.108. Conseil: la multiplication à gauche par une matrice de 
permutation équivaut à la permutation des lignes de la matrice multipliée. 
15.109. Les éléments diagonaux sont égaux ou 1, ou —1. 15.110. Pour tous 
les ion a | À; | — 1. 15.111. 1), 2), 3), 6), 13) stochastiques ; 4), 7), 8), 9), 
12), 14) nilpotentes avec indices de nilpotence égaux respectivement à 2, 3, 2, 
2, 3, n; 1), 6), 10), 11) périodiques de périodes égaux respectivement à 2, 2, 
4, 4; 5) périodique pour & — 2xp/q, sa période est q pour p # 0 (p un entier, 
q un nombre naturel, la fraction est irréductible) et la période est 1 pour & = 0. 
15.113. Conseil:utiliser les problèmes 15.112,15.40. 15.115. Conseil: 
si AR — O, Bl = O, on a (AB}*l — O et (4 + B)jh*! = O0. 15.116. AB est 
de période k — im, où !, m sont des périodes de À, B. 15.117. Conseil: 
multiplier les deux membres de l'égalité par £ — 4. 15.123. Conseil: 
utiliser les résultats des problèmes 15.121, 15.122. 15.124. Par toujours. 


| 
Exemples: 4,4, n’est pas inversible, (+ 42e) n'est pas stochastique, mais 


les matrices de permutation sont stochastiques avec leurs inverses. 15.125. Si 


n 
la matrice est une matrice de permutation. 15.127. > a, si A —|| a;;|] (i, j = 
1 


—1,...,n). Conseil: voir problème 15.89. 15.128. 1) à° a%,; 2) Ÿ° | an [* 
ik 4h 

si À = [Jap ll. 15.131. Si À = || A;;|l, B = || B;311] (i = 1, 2), pour que 

AB existe, î faut, outre la condition qui découle de À définition d'une matrice 

composée de blocs, que la largeur de 4,, soit égale à la hauteur de B,, et que la lar- 


geur de À,, soit égale à la hauteur de B,1. 15.132. Es : [10 À C _ 
_IMD MF+NG|F .. 4 [| A1 1e _||[B1l| ; 
=|l"o PG 15.133. 1) Si À — An Al” B= B, | il faut, 


outre les conditions qui découlent de la définition d’une matrice composée de 
blocs, que la largeur de la matrice À,, soit égale à la hauteur de B, et la largeur 


 & : GeO — [| AnB1+ 412B: | 
de 4,4, soit égale à la hauteur de B,. 3) A-B- — ABi+4nB: | 
15.134. 1) à 3) Les nombres des blocs sur les diagonales des matrices À, B coïn- 
cident, de même que les ordres des blocs diagonaux ayant les numéros identiques. 
4) Pour que AB = BA, il faut et il suffit que soit remplie la condition 1) et que 
les blocs diagonaux de numéros identiques soient permutables. 15.136. 1) —4,:.; 
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E —A|D 
2) Aueï 3) E 4) Aussi 5) Ami 6) As 15137. 1) |S 6]: 


1 __ 4-1 L{I0 — DO DC bIIO 
2) | Ed | . 15.138. 1) | 2 [F4 2 | | + || 


(E est la matrice unité d'ordre s, o est la matrice-colonne nulle de hauteur s, 
h est une matrice-colonne arbitraire de hauteur s). 15.139. 1) A,40; 2) Aie: 
3) Aie: 4) Aues: 5) Au: 6) Aus: 7) Age 15.140. a ® b = D @ a — ba. 


16.3. Oui, si la matrice est nulle. 16.4. 1) 11 n’y a pas de mineur princi- 
pal ; 2) tout élément de la matrice peut être un mineur principal ; 3) à 5) les mi- 


1 0 0 11. 
o 41 4 |4 pl 5) ? le 


par exemple est un mineur principal. Les rangs sont : 1) 0; 2) 1; 


neurs principaux sont respectivement égaux à 


2 3 
3 4 
3) 2; 4) 1: 5) 2; 6) 2; 7) 2. 16.5. 1) Aucune ligne principale ; 2) toute ligne; 
3) toutes les lignes ; 4) la première ligne ; 5) la deuxième et la troisième lignes ; 
6) deux lignes quelconques; 7) tout couple de lignes distinctes, par exemple la 
première et la deuxième (mais non pas la première et la quatrième). 16.6. 1) Au- 
cune colonne principale ; 2) toute colonne; 3) toutes les colonnes: 4) la deu- 
xième colonne; 5) la première et la deuxième colonnes ; 6) deux colonnes quel- 
c<onques ; 7) tout couple de colonnes dont l’une a un numéro supérieur à 3, par 
exemple, la première et la quatrième (mais non pas la première et la deuxième). 
16.7. Le mineur principal est égal au déterminant de la matrice. Toutes les li- 
gnes comme toutes les colonnes de la matrice sont principales. Le rang est égal à 


l'ordre de la matrice. 16.14. Rg || À BF < Rg À + RgB. 16.18. 1) 1; 
2)1:3)1;:4)2;:5)2;:6)1;7)1;8)1;9)1; 10) 3; 11) 2; 12) 1 ; 13) 3; 14) 2 ; 
15) 2; 16) 2; 17) 2; 18) 2; 19) 3; 20) 4 ; 21) 3; 22) 2; 23) 3; 24) 4 ; 25) 4; 26) 4; 
27) 3; 28), 29) n si n est pair, et #7 — 1 si n est impair. 16.19. 1) 1 pour e— 
= + i, 2 pour les autres & ; 2) 2 pour tous les À ; 3) 1 pour &« — 1, 2 pour Îles au- 
tres & ; 4) 1 pour & = 1, 2 pour © = O0 et w — — 2, 3 pour les autres valeurs de 
© ; 5) 2 pour À == 3, 3 pour les autres valeurs de À ; 6) 1 pour À = 0, nr — 1 pour 


mineur 


1=1 n (nr + 1), n pour les autres valeurs de À ; 7) 2 pour Z — 0, &k si e est une 


racine primitive k-ième de 1 et k<<n, n pour les autres valeurs de &. 
16.20. 1) 1 pour À=—4 et À —9, 2 pour les autres valeurs de À 2) 1 pour À = 3, 2 pour 
À = 2,3 pour les autres À; 3) 2 pour À — + i, 4 pour les autres valeurs de À. 
16.22. 0< Rg A < 2; les estimations sont exactes pour n > 2. 16.23. 0 < 
< RgA < 2 (n —s); les estimations sont exactes pour n& 2s. 16.24. 1 << 
<RgA<3; les estimations sont exactes pour n>3 16.25. 1) Rg 4B < 
< min (Rg A,RgB). 16.26. 1)1sia Z o et db & 0; dans les autres cas, 0. 
16.27. Les deux égalités se vérifient pour À :- B — C — O par exemple. 
16.28. Conseil: simplifier la matrice par les transformations élémen- 
taires des lignes et des colonnes en considérant comme principales les lignes et 
les colonnes choisies. Le rang de la matrice obtenue par leur intersection ne varie 
pas et la matrice-même se transforme en matrice unité. 16.29. r. Conseil: 
dans le cas considéré, le mineur principal de AB est le produit des mineurs prin- 
cipaux des matrices À et B. 16.30. Rg À = Rg B =7r. 16.31. 1) Con- 
seil:la Je de la matrice X est composée des coefficients du développement 
des lignes de la matrice À suivant les lignes de M. 2) Toute matrice À peut 
être représentée comme produit de la matrice M formée des colonnes principales 
de À par une matrice À, soit: À — MK, les colonnes de Æ étant formées par 
les coefficients du développement des colonnes de À suivant les colonnes de M. 
3) Pour deux décompositions squelettiques quelconques KM — K’M" de À on a les 
égalités X’= KS-1, M'=SM, où S est une matrice régulière d'ordre r = Rg 4. 
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4 8 
16.32. 1) INÈE on: 2 |slluz —3 où, [élit —3/2 on: 
2 
1 0 
= 1 —4 0  — 
3) _ 4 0 0 2 Er € 
21 4 
2 3 10 
2 3 —! 4 7] 1 0 —11 01! 12461 
AE —2 | —1 —2 | l ||: D |_45 |. 2 3 (||- 
> 5 01 


2 1 
1 1 lo Le 16.33. Conseil: représenter la matrice simplifiée 
= all 0 04 |. .33. s : rep P 


1 1 
correspondante sous la forme de la somme de r matrices de rang 1. 16.34. 1) à 
5) sont de Sr possibles, les exemples sont fournis par les sommes 
lo 0 1 O0 1 +| 0 O 1 

. | ; 0 1 1 0 O0 1 


36. Conseil: représenter la matrice donnée sous la forme du produit 
a une matrice de deux lignes par une matrice de deux colonnes. 16.38. Exemple 


6) est toujours possible. 


d’inégalité stricte : Re| 0 0 ! o| > 0. 16.40. Conseil: les lignes de la matrice 


l A BC sont des combinaisons linéaires des lignes de ||£ B 1. 
16.41. Conseil: réduire le problème donné au problème 16.37 par des 
transformations élémentaires. 


17.1. 1) = —7, Ta — 24; 2)z=—1, y=1;3)r = 2,zs = ts 
= A1; 4) z=1,y=2,2= —1; 5) = 1,22 = 38, ra = 0, zx, = 1; 6) x — 
= 4, y=3,2z—=2,t-1;7)z = —5,zr, = 4, rs = 3, ra — —2, = : 


8) r1—1, ro=2, z5—3, sue nd a À 112 40e, de. 


3) Ces; 4) Co: 5) Ces; 6) + Go: 7) 0. 17.4. Les composantes des solutions 


subissent les mêmes transformations élémentaires. Conseil: écrire le système 
d'équations sous la forme matricielle et exprimer les transformations élémen- 
taires au moyen de la multiplication des matrices. 17.5. La matrice principale du 
système se réduit à * matrice unité et on obtient la solution dans la partie droite. 


17.6. 1) Css5 2) - 


{ 
00 ‘°° 3) Cu; 4) Ces 9) Cs1 6) Ces: ©) D Co? 8) —Cs2* 


9) C1335 10) Cisa15 11) — CT 5 12) Ci953 13) C1:55 14) Cuse5 15) C:7% 16) Css» 
17) Case ; 18) C239 ; 19) . 20) Cosx 5 21) Casz s 22) Cases 23) Ca-0- 


18.1. Dans les réponses on désigne par h, h1, hs, . .. les constantes arbi- 
traires se z=h, y=h; 2) z = h1— 2h, za = hu za = ha; 
3) T1 — — ha, To — hi,ts= ha, Ze — hs,z Ty — h4:4)z = y — h, 
2— —%h; D 2 b)z— 2h y = — 2h: 7) ae = by + 10h, 
za = h + Tho, 23 = hi, za = 2h: 8) Z = 0, Ze = La —= h, Zs = —h; 
9) Z = —2h — 3h 2 To = y, ra = ho Za = 0; 1 Li = yo Te = has Zs = hs, 
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Ta = h+h+hszs = 3m + 2he+hs; 11), 12) mn = Mz=h+h, 
Zs—=ha, Za= — 2h, 25=—h2 18.3. k—n—r, où n est le nombre des colonnes 
de la matrice, r son rang; 4 = 0 si les colonnes de la matrice sont linéairement 
indépendantes. 18.4. 0. 18.5. Un système d'équations homogènes est 
toujours compatible. 18.6. 1) Les colonnes de la matrice du système sont 
linéairement indépendantes. 2) Les collonnes de la matrice du système sont linéai- 
rement dépendantes. 18.7. 1) Cas; 2) A1a05 3) Aan1; 4) Coz; 5) 150: 6) is à 
7) Aqua à 8) Gao 9) Auroï 40) Aursi 11) Aime 18.8. Dans les réponses on indi- 
que IE matrice fondamentale ou, si elle manque, la colonne nulle. 1) c,4 pour 
À = 2; Aa pour À = 3; o pour les autres valeurs de À; 2) c,$ pour À = —2; 
À 122 pour À = 3; o pour les autres valeurs de À ; 3) A 120 pour À = 0; o pour À 
% 0; 4) Ajso pour a = ER a A 1; 5) cgs pour À = 6; A1,0 pour À = 
—= 0; o pour les autres valeurs de À. 6) c., pour & = 0; 4,,, pour & = 1; c;:- 
pour & — —2; o pour les autres valeurs de ©. 18.9. Dans es réponses on indi- 
que les matrices fondamentales des systèmes donné et adjoint ou, si elles man- 
quent, les matrices-colonnes nulles. 1) 0, C1003 2) Css A124: 3) 0, Cs5e 4) Cioir 
Ci015 9) 0, O5 6) Ci02 C1035 7) Ciogr A a1aï 8) 0, A156 5 9) 0, A1523 10) Crise Cyr0 > 
11) A1os» C1a1 ; Casor Cose- 18.10. Oui, si la matrice principale du système 
est carrée. 18.11. Oui, si la matrice du système est par exemple symétrique. 
18.13. OC, où det C 0. 18.14. 1) A,:5; 2) A9 5 3) Asox. Conseil: toutes 
les matrices fondamentales s'obtiennent d’une seule matrice par des trans- 
formations élémentaires des colonnes. 18.15. 1) 4,., et toutes les matrices ob- 


tenues par permutation de ses lignes et colonnes ; 2) c:9- et L C197 5 3) 4130 et Ain à 


4) À 398 et toutes les matrices obtenues par permutation de ses lignes et colonnes. 
18.16. 4’y — o, où 4’ = AS, avec la matrice fondamentale ®’ = S-1®. 
18.17. 1) 2) —za — 123 —= 0; 2) 2 —73 — 73 — 0, Sr — rs + za = 0; 
3) T1—Ze=Ù, 27, —13=0, 271—z4—=0; ) TZ —Zs=0, T1—2t7a+za=0; 
9) 271 — Ze + 13ra + 25 = 0, rs — Sr + z5 = 0 


19.1. Dans les réponses on désigne les constantes arbitraires (paramètres) 
par h, hs ho 4) r = 2 + 3h, y = 2h; 2) z3 = À — hi — 2ho — 3h, ze = hs 
Za = he, Ta = hs; 3) z=y=h 2-4 — 3h; 4) rz=h+ha y = —1 — 


—h+haz= —2+h V2+ 2h; 5) z=14+h, y = —9 — 2h, 2 — 
= h; 6) 21 = 1 — hys Ta = —ha, 23 = 1 + ha + ha, za = —1 + 2h + 3h; 
1) =—-2—h,z=h,1z8=2+h,z; = 1; 8) z = —1 — 5h, zx, = 6h, 


zo=—1—5h, z—1+7h; 9) 2z1—=6—hj—he—hs, za—=8—h—he—h3, 
Ts — h;;, Ze — has Zs — Rs; 10) x: = 2 + 4h; — 11h EE 14h, za = 14 — 22h + 
+ 32ha+23hs, zs= —1+ 3h, za= —1+15h,, z53=—1+15hs. 19.3. Pas 
plus que de 1. 19.4. z, = 0, zx, = 0, ..., x, — 0,0 = 1. 19.5. Les 
rangs des matrices principale et complète sont égaux à nr. 19.6. Dans les ré- 
ponses on donne une solution particulière et la matrice fondamentale et, si la 
solution est unique, la solution du problème. 1) C105: C101 ; 2) C108+ C101 5 3) pas de: 


solutions ; 4) Cgg» C109 ; 5) Fu Cus2 ; 6) C7, A1es ; 7) pas de solutions ; 8) —c;1, 
Co: ; 9) — Cars C108 ; 10) Coo: 11) —C107: C104 : 12) Cu10: 13) Coes C111 5 14) —C1385 
À 154; C193 A4; Cisss A15s ; Cis3s 167; Cis5» A168; C183r 
A 157 20) Crises A161 ; 21) Cis6» A158 ; 22) C188» A173 ; 23) pas de solutions; 24) c;87, 
Ci88 ; 29) C171 C180 ; 26) C1:8; 27) pas de solutions ; 28) C191; 4159: 29) Cie7r 189: 
1 1 
30) Cie7: Cis1 : 31) Cassr À 411 5 32) Cazos Au12 : 33) D Cass Aus: 34) — 11024 A0; 
35) pas de solutions; 36) —cesss A166; 37) Casss Aux; 38) Cases A 412: 39) Casgs- 


: | 
Aje75 40) Casrs Wie 41) Cosgr lA1305 42) Cas, 4409 43) — TZ Casa À 169: 
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1 1 1 
44) 7 Case A7 ; 49) 7 Cases Aus; 46) TZ Las As12 5 47) Casor Ca6o 348) Cor, 
Cass ; 49) Cazar Caga ; 90) —Cagp: Aa19- 19.7. On donne dans les réponses: la valeur 
du paramètre pour laquelle fe système est compatible, une solution particulière 
et la solution fondamentale du système homogène pour cette valeur du paramètre. 
4) À = 15, X)o — Cj19 D — C119; 2) À = 9, Xo = Caps: D — Ci114 : 3) ee 7, 
Xo = Css D = C5; = 12, X, = Cp D = C,,. 19.8. Combinaisons li- 
néaires dont la somme des coefficients vaut. 1. 19.9. Combinaisons linéaires 
dont la somme des coefficients vaut 0. 19.10. (1,1, ..., 1). 19.11. (0,0,... 
….. 0,1). 19.12. 1) Az =aa; 2) Az=a<+b; 3) Az=aa+Bb. 19.16. Co n- 
seil: le théorème se réduit aux problèmes 18.12, 19.14. 19.17. Si le 
système d'équations comprend m équations à n inconnues et le rang de la matrice 
principale est r,ona: 1)n = r;2)m = r (Conseil: appliquer le théorème 
de Fredholm); 3) n>7r, 4) m—n=—=r. 19.18. 1) Incompatible; 2) compa- 
tible; 3) incompatible. 19.19. Le système d'équations est compatible pour 
à = 0,a = 1. Pour & = 0 la matrice fondamentale est c;,,; pour « — 1 la ma- 
trice fondamentale est la même, la solution particulière est c.-. 2) Le système 
d'équations est compatible pour &« = 0, &« = 1. Pour &« = 0 la matrice fonda- 
mentale est À,:3; pour & — 1 la matrice fondamentale est la même, la solution 


particulière est is 3) Le système d'équations est compatible pour «a —0, 


— 1, « — 2. Pour & = 0 la matrice fondamentale est 4,,,; pour & = 1, 
« —= 2 les matrices fondamentales sont les mêmes; la solution particulière est 
Cios Pour œ—1 et C194 pour œ—2. 19.20. Le système est compatible si: 
1) tous les À; sont distincts, ou 2) À; — pu pour un i. Dans le cas 1), la solution est 

. Ài—y 21. 

: — s ET; 5: n: D | 2 h 
unique: rk ll VERT k n. Dans le cas 2) on peut choisir pour la 


solution particulière la matrice-colonne dont tous les éléments sont nuls à l’ex- 
ception de z; = 1. Pour décrire la famille fondamentale de solutions, notons 
que les inconnues principales sont celles auxquelles correspondent les différen- 
tes matrices-colonnes des coefficients. Par suite, la k-ième solution de la famille 
fondamentale a la k-ième inconnue non principale égale à 1 et l’inconnue prin- 
cipale, à laquelle correspond la même colonne des coefficients, égale à —1;. 
les autres composantes de la k-ième solution de la famille fondamentale sont nul- 
les. 19.21. Conse i 1: représenter la solution du système d'équations homo- 
gènes comme différence de deux solutions d’un système non homogène. 
19.22. 3) La condition nécessaire et suffisante d'équivalence des équations non 
triviales at + .. «+Fantn = da, biz + .. «+ bntn 0, {5 hari + ….. +-haïn =h 
ay ... ana | 
by ... bnb 
h: .. hnh 
des équations données avec le système obtenu par réunion de toutes ces 
équations. 19.23. Le conseil est identique à celui du problème 19.22. 
19.24. Les systèmes sont équivalents. 19.25. 1) Equivalents; 2) équivalents; 
3) ne sont pas équivalents. 19.26. Les systèmes sont équivalents. 19.32. C o n- 
seil:le système d'équations pour la détermination des coefficients possède 
la matrice principale de déterminant de Vandermonde W (a, ..., an41) (voir 


prises deux à deux est Rg —1. Conseil: comparer chacune 


1 b, 1 
problème 14.24,8)). 19.33. z%—6r?+11r—5. 19.34. 1) Rglla b, 11|[=3; 
3 ba 1 
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a1 dj Î D 4 + y z y 1 
2) Rg a, bs i = 19.35 s : =(. 19.36. a3+ b2 da b, À =(. 
aa ba 1 FUI aj+b$ as bs 1 
Ai Bi A; B: 2 : 2 : 4 
19.37. 1) Rg|| 4 B,|| <Rg|l4 Be Cl; 2) Rgll * “|<Reg | 
A. B A. B C. As Bs À, Bs Ca 
$ 3 8 3 3 À, B, À, B, C4 
19.38. 1) Les droites se coupent en un point unique; 2) les droites se coupent 
A  d a1 by C1 1 
Ge be Ce 1 abs cs 1 
en un point unique. 19.39. 1) Rg| * s : ! —4; 2) Rgllas ba ca 11] —4. 
: b, 4 Mbits 
> D FANS a: bs Cs 1 


19.40. 1) Tous les points se trouvent dans un mème plan; 2) les points considérés 
Hp +i x y = 1 
a+ bit ct a bi ci 
me se trouvent pas dans un mème plan. 19.41. |a5+b3+ c3 a, ba ca 1|—=0. 
aÿ+ b$+ C5 a3 ds ca 
a+ b2+ cf a, b, cs 
G! b! C1 1 
=3;2)Rgllts Ÿ: Ce 13. 19,43. 1) Tous les 


ay by C1 1 
Ge De Cr 1 
az bs C3 1 


19.42. 1) Rg 


Güm Om Cm 1 


z y z 
points sont alignés. 2) Les points ne sont pas alignés. 19.44. LL sL : | — 0. 
ds bs Ca 1 
Conseil: voir solution du problème 19.35. 19.45. 1) r—R—1; 2) r=R=2; 
: B, C1 D 
: Là . 1 Di 1 Ci Di 
3) r=i, H=), à ele 2 cl r=R à € D 
19.46. 1) r—R=1; 2) r—=R=3; 3)r=R s 4)r=1, R=2,5) r=2, R=3, 
AB: C: A, B D, 
où r—Rgll 4 B, C.ll, R—RgllA4 B: C: D:ll. 19.47. 1) Les plans for- 
As Bs Cs A B; Cs D, 


ment un prisme: 2) les plans ont une droite commune. 19.48 1) r=R=2; 
2) r=2, R=3; 3) r=—R=2; 4) r=3, R=4, où 


A B Ci A B C D 
__ [4 & c _. [4 8 c D, 
r=Rel4 8, c.l' FRA 8 €, D, 

À, B, C: A, B, Ca D, 


19.49. 1) Les droites ne sont pas coplanaires ; 2) les droites se coupent. 


20.1. 1) Non; 2) Oui. 20.2. Non. 20.4. 1) Oui; la DimenSION est 1. 2) Oui ; 
la dimension est n—1. 3) Oui; la dimension est n—1. 4) Non. 5) Oui; la 
dimension est 1. 6) Oui; la dimension est 2. 7) Non. 8) L'ensemble considéré 
est un sous-espace vectoriel de dimension 1 pour &æ=—0° et pour æ— 90°, et il 
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n’est pas un sous-espace vectoriel pour 0° <æœ-<<90°. 20.5. La dimension de 
l'espace est mn. La base est formée par les unités matricielles numérotées 
dans un certain ordre (voir introduction au & 15). La base canonique est définie 
dans l'introduction au ch. VIII 20.6. 1) Oui; la dimension est n(n—1). 
2) Oui; la dimension est n. 3) Oui; la dimension est n(n—+1)/2. 4) Oui; la 
dimension est n(n—+1)/2. 5) Oui; la dimension est n(n—1)/2; 6) Non. 
20.7. 1) Oui; 2) oui; 3) oui; 4) oui; 5) non; 6) non; 7) oui; 8) non; 9) non; 
10) non; 11) non. 20.8. 1) La dimension est n<+-1; Ja base est (1, t, ..., t”). 
2) La dimension est [n/2]+1, la base est (1, t?, ..., 12%) (k—[n/2]). 3) La 
dimension est [(n+ 1)/2]; la base est (+4, 13, ..., 43h-1) (k—[(n+1)/2]) 4) La 
dimension est 2n<+1, la base est (1, cost, sint, ..., cosnt, sinnt) 5) La 
dimension est n+ 1; la base est (1, cost, ..., cos nt). 6) La dimension est n; 
la base est (sint, sin2t, ..., sinnt). 7) La dimension est 2n—+1; la base est 


(e%, etcost, el sint, ..., e*'cosnt, et‘ sinnt). 20.10. 1) (—11) ; 2) (1, — 3): 


O 1/2 —14/3 
3) f(—3, 1/2, —5); 4) (5, —11, 14, —2). 20.11. || 7/2 1 —3 ||. 
16/3 1 — 1 
20.12. 1) {(0, 5); 2) {(—4, 11, 5); 3) +7, 9, 4, O). 20.13. 1) Ces — 10034 — 
— TCs53 2) C120— Ca — Pr 3) Cao1 — Ci1909 — Cine — Ciges 4) C205 = — Cics + Cis:r 


Caos = Ci68 + Cin:- 20.14. 1) La dimension est 1; la base est c,. 2) La dimen- 
sion est 2; la base est (cs, Con). 6) La dimension est 1; la base est c;,. 4) La 
dimension est 2; la base est (C°1, au) 5) La dimension est 3; la se est 
(C166: Cy98 C109). 6) La dimension est 2; la base est (c156, C198). 7) La dimension 
est 2 a base est (Cise; Cip6s C10:r C108)- 8) La dimension est 0. 9) La dimension 
est 2; la base est (C185, C19:). 20.15. La dimension est 2; la base est (Ass, 
Asso). 20.16. La cimension Ga 3; la base est GS 13, 14). 20.17. 1) (—2); 
2) (1/4, — 1/4); 3) {(1, , —1); 4) t(4, —1, 2, —1); 5) {(1, 2, —1, 0, 1). 


t 
20.48. 4(—1, 2, —1, 1). 20.19. #(1, 1, —1, 1,1, 1). 20.20. [pa (o). + Pa (&), 


ZT PA (@)5. ss AT L_ im) (æœ). 20.21. (4, 2, —3). 20.22. 1) La dimension est 1 ; la 


base est {(3, 1), ss La dimension est 1: la base est ‘(0, 1, 1). 3 La dimension 
est 2; la base est ue 0, — 3), {(1, 3, 0)). 4) La dimension est 1: la base est 
(23, 48, 3). 5) La dimension est 0. 6) La dimension est 0. 7) La dimension 
est 3; la base est (#(4, 2, 0, 0, 0), f(—13, 0, 10, 2, O0), t(1, 0, 2, O0, —2)). 
20.23. 1) Z1—2To+ z3=0; 2) ztr=0; 3) 0=0; 4) T1—23=0, Zi — 272 + 
+z;=0; 5) 21—2:=0, 2x, —rs=0, Dr —z,—0; 6)  . s 


7) 0=0; 8) z3=ro=r3=r,=0. 20.24. 1) [3]; Er —%;; 2) 1e 


— 5 O0 —4 
ba — Gi 188, E2— 1065 — 206 ; 3) — 1 5 D — 96 — 465, Es 
13 3 —1 
3/2 —3/2 0 2 
° ’ , ° , — 8 9 — 1 0 3 , 
= — 4Ëi— Est 465, Es 194; + 3E, — Es; 4) A «6 0 0 Ù BB — 
11/2 —7/2 2 0 


Sue, n=e-mpmunx Re de Too 


1 + 
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55 
= 7 5 —3 5 6 
—1 19 43 —3 42 13 k | 
‘20.25. _ . =? — , __9®! r 
4 29 49 —3 49 0] "4 
0 2 1 0 1 1 


—25 287 —192 30 —186 —199 


— Es — JE, Go — 5 + Ts HSE — ES + SES +6, Es = —Ei + 19854 1355 — 35 + 
+ 1285 + 135, EME PM 0 1OE ae 10 D0E Es — 262 + is +E +, 
9 40 9 
Ée= — 25; — 287E, — 19285 + BNES—186E—199E5. 20.26. || —3 —11 —2||; 
8 37 8 
1 = Es + AO + Es, em — JE — 116 — 25, Es — 86, + 376: + 88. 
O —18 1 —10 
0 — 2 1 0 LI Ca ’ >? LA > >? 
20.27. À So ali 1888 10h, E=—2È+E, EG 
1 —5 0 —3 
3/4 1/4 1/2 à ï à 
+4, EE; —56;—3%. 20.28. ||1/4 3/4 1/2|; E —Et+Et+Es, 
Er A A 2 


| 
Br H+SEt+s 5, %s—=—E5. 20.29. 1) La i-ième et la j-ième ligne de la 


matrice de passage changent de place; 2) la i-ième et la j-ième colonne de la 
matrice de passage changent de place; 3) la matrice de passage se transforme 
par symétrie par rapport à son centre. 20.30. 1) S1S,; 2) S7'. 20.31. 1) Les 
vecteurs e; sont colinéaires aux vecteurs e4, i=1,2, 3; 2) ei et e, sont colinéaires, 
£1: €», € sont coplanaires ; 3) es et e, sont colinéaires, e,, es, e; sont coplanaires. 


21.5. 1)z=a—-4b;2)rz= a —2& CP; 3)z=y+z y= —-a— 

— 3a, = 1(—7, —9, —10)E€.#, z—=9b CA; 4) = —2b ER; 5) z = 

=y +2, = — a+ Da = 148, 8,8, 37 €, z = — 90, — 56, — 
sde cl .d, L}. 

=1(—9,0,—14,—32)€@. 21.6.1)2;2)0;3) Ta (—7, —);4)2m+ 


+ aa = 1(—1, 4, 2); 5) a — a = (2, —6, 5, 1). 21.7. 1) La dimension de 
la somme est 2 (la somme se confond avec tout l’espace) ; la base est (a, as). 
La dimension de l'intersection vaut 1 (l'intersection se confond avec le second 
sous-espace) ; la base est b,. 2) La dimension de la somme vaut 3 (la somme se 
confond avec tout l’espace) ; la base est (a1, &:, as). La dimension de l’intersec- 
tion vaut 2 (l'intersection se confond avec le second sous-espace); la base est 
{b,, b,). 3) La dimension de la somme vaut 3 (la somme se confond avec tout l’es- 
pace) ; la base est (a:,b., b,). La dimension de l’intersection vaut 0 (la somme est 
directe). 4) La dimension de la somme vaut 3 (la somme se confond avec tout 
l'espace) ; la base est (a, a, b.). La dimension de l'intersection vaut 1 ; la base 
est (1, 0, 1). 5) La dimension de la somme vaut 3 (la somme se confond avec tout 
l’espace) ; la base est (a, &2, b1). La dimension de l'intersection vaut 1 ; la base 
est (3, 1, 0). 6) La dimension de la somme vaut 3 (la somme se confond avec tout 
l'espace) ; la base est (a, a, bd). La dimension de l'intersection vaut 1 ; la base 
est (40, 45, 43). 7) La dimension de la somme vaut 3; la base est (a, &2, bi). 
La dimension de l'intersection vaut 1 ; la base estt (2, —6, 7, —2). 8) La dimen- 
sion de la somme vaut 4 (la somme se confond avec tout l’espace) ; la base est 
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(G1, @+, 01, b3). La dimension de l'intersection vaut O (la somme est directe). 
9) La dimension de la somme vaut 3; la base est (a,, a:, as). La dimension de 
l'intersection vaut 2 ; la base est (b,, b.). La somme se confond avec le premier 
sous-espace, l'intersection avec le second. 10) La dimension de la somme vaut 4 
(la somme se confond avec tout l’espace) ; la base est (a, a, as, b.). La dimen- 
sion de l'intersection vaut 2; la base est (b,, a;,). 21.8. La dimension de la 
somme vaut 5 ; la base est (Aso2, A 201: À 200: À 204» 4256). La dimension de l'inter- 
section vaut 2 ; la base est (4,5, A 258). 21.9. La dimension de la somme vaut 3 ; 
la base est (4 + 24 + 13,1 + 15,1 + t + 12). La dimension de l'intersection vaut 
4 ; la base est 2 + 3t + 12 + 13. 21.14. 2) Si Z,-#f, .N sont des espaces uni- 
dimensionnels engendrés par trois vecteurs coplanaires, mais non pas colinéai- 
res, on a P + @. 


22.1. 41) (4—8i); 2) (—2+3, 9+5i); 3 + G+ —18i, 1—10i). 


1 + 5i — 6+i | 
22.2. | 11413 | 22.3. 4) f(—1, —8i, et 
2) (2, —10i, 4—6i). 22.4 1) Cas = (—1+i)Ces; 2) co = 2 cu 


+ TEE Csoi 3) C133— — 2351 HF C132 22.5. 1) La dimension vaut 1; la base 


est C;. 2) La dimension vaut 2; la base est c.., Cs5). 3) La dimension vaut 
1; la base est c.4. 4) La dimension vaut 1; la base est c,,,. 5) La dimension 
vaut 2; la base est (C:15, C225). 6) La dimension vaut 3; la base est 
(Ces, Cris Cine). 22.6. 1) (14-35); 2) (125, 2— à) ; 3) (1,2); 4) (1H à, — 35); 
5) (1, —ài, 2); 6) ‘({—+i, —i, 0, 2). 22.7. 1) La dimension vaut 0. 2) La 
dimension vaut 1; la base est 1+3i, —2). 3) La dimension vaut 1; la base 
est (14, 1, 1). La dimension vaut 2; la base est (f(1—i, —1, O), 
1(2-+i, 0, —1)) 5) La dimension vaut 2; la base est (!(—1, à, 1, O), 
1({—Hi, 1, O0, —1)). 22.8. 1) (3—3i)z;—2z3=0; 2) 0—0; 3) z1—z3=0, 
Zi—Zs=0, (1—i)z—7, =0; 4) (13—4i) z1+ 372, — (11+45i) zs=0; 
5) (1—7i)z1+(—11+7i)z+1073=0,  (—19 + 1351 + (9 -— 3i)z + 


—1—6i —29—18i 
2 2 
—=0. 22.9. ||; = 4. “ 
+ 10x; = 0 g 1)14+il b1=(4+1) 8; 2) 24 i 410—5i 
2 2 
. 1+6i,, 29+18i,, 2+i .,, 10—5i,, 
bu — gp pt Sr; 
2—i —1—2i 1 — i 


3) | —2—i 3+10i —1+51 

1+2i 1 —8i 1 —4i 

bi (2—i)6—(1+2)E+(1—0)Es ba —(2+ 5) 8 + (8410) E+(—1+5Si) Es; 
Es = (1 + 2i)Ei + (1 — 81) Es + (1—4i)6s 22.10. 1) z=ic;;; 2) o, 
3) + (2— 9) cu => 4942, &—18i). 22.11. 1) La dimension de la 
somme est 3 (la somme se confond avec tout l’espace); la base 
est (a&;, &@:, b;). La dimension de l'intersection est 1; la base est 


1(0, 4,3 —i). 2) La dimension de la somme est 3 (la somme se confond avec tout 
l’espace) ; la base est (a, a, b,). La dimension de l'intersection est 1 ; la base est 
1(9 + 10i, 2 — 16i, — 10 — 3i). 3) La dimension de la somme est 4 (la somme 
se confond avec tout l’espace) : la base est (a, a., &,, d,). La dimension de l'in- 
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tersection est 2 ; la base est (b,, b.). 22.12. 2) la base est composée des vec- 
teurs {(1, 0), f{é, 0), {(0, 1), (0, i). Le vecteur c,, possède dans cette base la matri- 
ce-colonne de coordonnées #(—3, 2, 0, —1). 22.13. 1) L'espace complexe est 
(n + 1)-dimensionnel; la base est (1, ?, . .., t"). L'espace réel est (2n +2)- 
dimensionnel ; la base est (1,i,t,it, ..., t", it"). 2) Dans l’espace complexe la 
matrice-colonne de coordonnées est égale à (1 — 2i, 3 + i, —3). Dans l’espace 
réel elle est égale à {(1, —2, 3, 1, —3, 0). 


23.1. 1), 5), 9) la transformation est linéaire; 2), 3), 4), 6), 7), 8), 10} 
non. 23.2. Dans toute base: 1) la matrice nulle; 2) la matrice unité E; 
3) la matrice scalaire ÀE (À est le rapport d'homothétie). 1) Ne l'est pas; 
2), 3) est un isomorphisme. 23.4. Pour c#{ = £. 123.5. Non pour {0} + MZ. 
23.6. 1) Projection orthogonale sur la droite r—ta; 2) projection sur le 
sous-espace r—{a parallèlement au sous-espace (r, n)—0; 3) projection 
orthogonale sur le sous-espace (r, n)=0; 4) projection sur le sous -espace- 
(r, n)=0 parallèlement au vecteur a ; 5) symétrie orthogonale par rapport au. 
sous - espace (r, n)—0; 6) symétrie orthogonale par rapport à la droiter=ta. 
23.7. Produit d’une projection orthogonale sur le plan (x, a)—0 par une rota- 
tion de 7/2 autour de la droite x—ta. 2) Produit d’une projection sur le 
plan (x, u, v)—0, d’une rotation d'angle x/2 autour de la droite x=—t{u, v]} 


et d’une homothétie de rapport |[u, v]|. 23.8. 1) péa)=x— ET le noyau 


est la droite [r. n]—0; l'ensemble des valeurs est le plan (r, n)=0;:. 
Rgœ=2; 2) p(x)=1(x, a) Te: le noyau est le plan (r, a)=0; l'ensemble- 
(x, n) 
(a, n) 
noyau est la droite [r, a]—0, l’ensemble des valeurs est le plan (r, n)=0;. 
(x, n) 
(a, n) 


valeurs est la droite [r, la]—=0; Rgp=—1; 5) @(x)=x—2(x, n) 


des valeurs est la droite [r, a]=0; Rgp—1; 3) (x) =x— a, Île 


Rgp=—2; 4) p(x) = a; le noyau est le plan (r, n)—0; l’ensemble des: 


6) p)=2(a, 2x; 7 pa)=x—2 Da, 8) po=2 a x; 


|a 1? (a, n) (a,n : 
dans 5) à 8) les transformations sont des isomorphismes; Kerp—#{0}; Im œ: 
0 O0 0 4 1 1 
est tout l'espace; Rgp=3.123.9. 1) |o 1 ol: 2) {|4 4 1: 
0 0 0 141 1 1 
2 —1 —1 5 1 2 
3 21 2 —1|; 2 _ 1 5 —2/||. Conseil: utiliser les 
—1 —1 2 2 —2 2 


résultats des problèmes 23.8, 1) et 2). 23.10. 1} || —1 1 0 


i 
2 3 0 6 —9 3 2 3 —4 

2 + |2 3 O0: 3) 8 12 —4|; 4 4 6 —8|. Con- 
fi 5 10 45 —5 2 3 —4 


seil: il est le même que dans le problème 23.9. 23.11. Si la base initiale 
de £#, est orthonormée et la base de Z est composée d’un vecteur a (cas d’une 
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droite) ou d’un couple de vecteurs a, b (cas d'un plan), on a dans 23.9: 
5) O0 4 OÙ pour a(0, 1,10); 2 + 1 1ll| pour alt, 1, 


3+|0 _;| pour a (2, —1, —4), b(—1, 2, —1); 4) 5 |; : o |: 
et on a dans 23.10: ji) re | | pour a(0, 1, O0), b(0, O0, 1); 
CES | pour a(1, 1, O0), b(0, O0, 1); 3) 12 3 —11] pour 
—1 0 0 
a(—3,, 4, 5); 4) [11/2 3/4 —1]| pour a (1, 2, 3). 23.12. 1) 0 1 O||; 
0 OQ 1 
— 1 FA 8 1 —2 —2 
2) —— 4 —7 &||; 3) + —2 1 —2|. Conseil: utiliser les 
8 4 —1 —2 —2 1 
—1 0 0 
résultats des problèmes 23.8,5) et 6). 23.13. 1) —4 1 0; 
4 O0 1 
—1 2 1) 
2) + 4 1 O|[. Conseil: utiliser les résultats des problèmes 
2 2 —3 
cosa +sinaæ O0 1 0 0 
‘23.8, 7) et 8) 23.14. 1) || +sina cosæ {0||; 2) |10 0 +1; 
1) 0 1 0 +1 1) 


3) Asso et A20o 23.15. Dans 1) et 2) on a Ker g=Z", Img=£". Si la base 
dans Z’ est formée par les k premiers vecteurs de base de l'espace Z, on a: 


1) diag (1,...,1, 0,...,0); (k unités); 2) [| Er O1 (Er est la matrice unité 
4’ Ordre k). 2316. diag (1, . s1,—1, —1); est un isomorphisme (le nombre 
d'unités est égal à sa dimension de £'). 23.17. 5), Soit (e,, ...,e-) une base cf. 
‘Si les vecteurs Ers1r +. €n la complètent jusqu'à ‘une base de £, la matrice 


de |’ application p de le couple de bases (e,,...,en), (e1, ...,e-) s'obtient 
à partir de la matrice de la Sr dar ol 9 dans la base (e2, «..sen) Par 
élimination des lignes ‘de numéros r+1,...,n. 23.22. 1) Rgq—dim£— 


= dim Z, Kerp={o}; 2) B—A"1 23.25. Conseil: choisir une base dans 
Z qui contient la base du sous- espace (si ce dernier n'est pas nul). 
"23.26. 1) —2a1, a, 4as. Produit des tractions de rapports —2, 1, 4 dans les 
directions des vecteurs @1, &:, &s respectivement. 2) 3a1, 3a:, 244. Homothé- 
tie de rapport 3 dans le plan or et traction de rapport 2 dans la 
direction du vecteur as. 3) o, (5, 0, —5), {(11, 5, —1). 4) a, (a, —ias. 
‘Produit des tractions de l’espace arithmétique complexe dans les d'rections 
des vecteurs a;, a, &;, de rapports 1, i, — i respectivement. 5) —a;, (1+.i) a, 
1—i)as. Produit des tractions de l'espace arithmétique complexe dans les 
irections des vecteurs a:, Su, as, de rapports —1, 1—+i, 1 —i respectivement. 
23.27. 1) (0, 6, 18); 2) o; 3) (—8, —11, 3, 0, —13) ; 4) p(a) =(2n—1) a. 
(ax) = — Gr (k=2, . .,n). Dans les réponses aux problèmes 23.28, 23.29 et 
23.31 on fournit les matrices - colonnes de coordonnées des vecteurs de base des 
vecteurs de base des sous-espaces recherchés. 23.28. 1) (12, —5) et (5, os 
2) 1(1,°1, —1) {(3, 0, 2) et (4, 1, —1); 3) (1, —1, 1) et #(1, 1, 0), (0, 4, — 1) ; 
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rx 0, 1, 1, SL su 0, 1, : et (4, 4, —3, —3), t(1, —4, —1, 1);5), 
a Po = Z, q est un isomorphisme 23.29. 1) (0, 2, 0, 1), 


0, ) P 

(© 7), ao 2, 3, n #9, 7 » 2 cù “ 4(3, 1, 0 OL Fe D et 
t(— à 4, 7; —3); 4) #2, 0, 1, —1, 0), t(0, À, 2, 0, 0), 4(0, 0 1, 0, 1); est 
suriective: 5) #40, 4, 1) et (2: —?2, . 4, 6) (2, 2, 2, 1, —5); 
6) {(1, 1, 0, —3, —6), (—2, 0, 1, 5, 10); p est surjective. 23.30. C, C1, C., 
C3 out ici des nombres réels quelconques. 1) (0, O0, 1/10, 1/5)+ 
+C: Go, N —7, 6))+C(t(0, 5, —1, —7)); 2) (7/2, 0, —1/2, 0, 0)+ 


LC (#(19 —5, 0, 0) LC, (#{41, 0, — 11, LE 0)) + C (4, 0, —9, 0, 1)); 
ea) A0 0, D ECU. —2, mi 4) (0, d _ 0)+C(f(2, 2, 1, —1)). 
1) t(, 1, 0 FO {(0, 1, 2, 0, O), t(2, , —1, 0), (0, 0, 1, O0, 1); 
tr 4, —1, 1), (0, 2 x 4: 0), A 23, 0, it 3) (0, 3, ai 0, 0, O), 
(0, 1, 0, —1, 0, 0), #0, 4, 0, 0, 0, —1), #1, 0, 0, 0, 0, D), #0, 0, 0,0, 1, 0). 
0 0 ! 
0 0 0 
| 0 1 0 1 {) 0 
0 | 0 O0 —1 O0 —1 () 
23.34. UE 23.35. 0 0 x 23.36. , “ 6 
| 0 4 0 0 | 0 
0 0 —1 
0 0 0 
1 0 0 O0 
0 | (0 0 
() 0 —1 0 
0 0 O 1 : : ia ds 
23.37. û x 10 23.38. L'isomorphisme est défini par l'égalité : 
0 0 O 4 
1 0 0 O0 
O —1 0 0 
0 Z1 Z 
L 
1) œ(z) = «|. 2) @(z)=|] —2z1 0 zs||, 3) p (x) = 
— Ta — Zs 0 
Me ue y OÙ z—"{zy, zs, zs) 23.40. 1) Le noyau 
—Zitirs —Ù 


est constitué par les polynômes de degré Ar et l’ensemble 
des valeurs par les polynômes de degré m — 1; a), b), A sos (nr = m + 1); 
c) Aus (n = m + 1). 2) Ass (à m lignes et m dé, 1 colonnes). 23.41. 1) Le 
noyau est composé des poone de degré zéro ; l’ensemble des valeurs est Ÿ ; 


le rang est n; À = 4,9; 2) le noyau est {0}; ‘l'ensemble des valeurs est  ; 

le rang est n + 1; À "= diag (1, 3, , 2n + 1). 23.42. Agjyo(n = m + 
0 

+ 1). 23.43. 1) diag (o, | : | fi ] (matrice d'ordre 2n +1); 
—1 0 —n 0 

2) diag (4,...,n), M (1, 1/2, , 1/n). 23.44. 1) Le noyau est {0} ; l'en- 

semble des valeurs est le sous-espace des polynômes de degré << nr à terme cons- 


tant nul; lerangestn; A—4,4,. 2) of, la transformation est injective mais non 
pas surjective. 23.45. 1, 3) Les applications sont injectives mais non pas sur- 


24—340 
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jectives et inversibles. 2) L'application inverse est la dérivation. 23.46. Poly- 
3 0 
1 01° 


° 2)  Ases- 


nômes pairs. 23.47. 1) diag (4, 4). La base du noyau est formée de; 


4 E 
—2 0|° 
sl 0 0 0 


0 0 0 —2 4 3 


23.48. 1) Le noyau est composé des matrices dont les nr — 1 premières colonnes 
sont nulles; œ est surjective. 2) Matrice || F(n-1) 0 | à m (n — 1) lignes et 


0 3 


4 + la base de l’image est composée de 


i) 4 
O0 —2 


La base du noyau est formée de 


| * Dest surjective. 


Eh -1 


LL] 


mn colonnes. 3) œ est la multiplication à droite par la matrice a x 


lignes et n — 1 colonnes. 23.49. Le noyau est engendré par le vecteur {(1, —2, 
1, —2); l’ensemble des valeurs se compose des matrices réelles de la forme 


a b 


C a 


mé des polynômes de la forme a,x"', l'ensemble des valeurs est composé des poly- 
nômes sans y" (a, — 0); 2) le noyau est formé des polynômes de la forme a,,y", 
l'ensemble des valeurs est composé des polynômes sans zx" (a, — 0); 3) pour un 
n impair la transformation est un isomorphisme, pour n — 2m son noyau est 
composé des polynômes de la forme a,,r"y", l'ensemble des valeurs est composé 
des polynômes ne contenant pas z"y". Les matrices sont: 


;s Rgp= 3; A = A 49e 23.90. A,599- 23.51. 1) Le noyau est for- 


0 1 N ... 0 0 0 .. 0 0 
0: 0: :2: :.. 0 n 0 siéss. 0 A 
De CE 2) |O n—1 OUI E 
n Q 0 Re ET MTS Se ee ESS 
0 0 Ü 0 0 0 1 0 
n (4) 0 0 
O0 n—2 ... (L 0 
S) ES . 23.53. 1) Pour k—dimZ. 2) a) Soit 
0 0 —n+2 0 


0. 0 56. 4Ù —n. 
(@:1, ...,@r) la base dans l'enveloppe linéaire des vecteurs a,,...,ar. Dans ce 
CAS, rss --- GR SOnt des combinaisons linéaires des vecteurs a, ...,an. Dans 
ce CAS, Grs1s --- 2h SOnt des combinaisons linéaires des vecteurs a, ...,a,com- 
me Je sont b,,,, ...,b, des vecteurs b,, ...,b,. b) La condition 1)etr—dim £. 
23.54. 1) BAT; 2) B; 3) E. 23.55. 1) BA”; 2), 3) A-1B. 23.56. 1) A, ; 
2) Ai 3) As2t 4) Aer 123.57. 1) a) A2e:; b) diag(1, 2, 2); 2) a) A5: 


—1 —1 2 0 0 0 
b) diag (0, 14, 1); 3) a) —5 —1 2; b) ||0O 2 11; 4) a) Au: 
—7 —3 6 0 0 2 
—3 1 0 
b) O —3 OÙ. 23.58 1) a) Agaxs D) Asg25 OC) A2 
0 n 2 


d) 3983 €) Àgoe  f) As16e 2) Dans tous Iles problèmes c'est 
la matrice B. Conseil: futiliser le résultat du problème 23.54. 
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. 2 —2+3a 2a 
23.59. 1) » 1 2) 2 —3+3b 2bll(a, b, c sont des nombres 
—3 4+3c 2c 


quelconques). 2), 4) œ n'existe pas. 23.60. est surjective ; dimKer=1; 
p(a)— (4, —1); 2) y est injective Rg Bp= AapTit 10, —6); 3) œ est 
réetive dim Ker —=2; p(a)=t(—64, a 4) q n’est pas unique, le 
rang peut être égal à deux ou trois, la dauie du noyau est 1 ou 0 res- 
pectivement. Dans le second cas œest injective. (a) —{(—10, — 10, —13, 10, 28). 


—1 0 
23.61. 1) (145 E 3 2) Au 3) Ave à 4) An» 23.62.11], 2] - of” 
0 
o 1 _2 4 4 5 4-0 
3) a | 4) | : |: 5 |o o ol: & lo 2 0. 
5 0 4 0 O0 —2 
1 1 0 3 —3 2 
7) 0 _— 1 1 n 8) — . 5 ne: n 9) A;9: , 10) A 9e- 
0 O0 —1 5 
3 1+i . 
23.63. 1) | ne Ai a] _ : CE 3) diag(—1, 1+t, 1—5); 


i 1 — i 
4) diag (1, w?, w) ; 5) diag (2, 2, —2, 2i); 6) diag (fo | , | ; |) ë 
— | 


— 25 _i ||: ; - —18 —20 48, . ‘IL 
—16 —2 ||’ 15 7 7 y Fe. Al 


3 —15 9 
n 1 5 5 —5 —12| 51 
D 5 25 31 à | 2 “|: £. | AE 
5 1 | 
3) le “i] Conseil: écrire d’abord la matrice dans le base des vec- 
—1 1 0 
teurs directeurs des droites données. 23.66. 1) Z —3 3 0 
2 3 —1 2 
3 4 0 0 0 2 1 1+V3 —1+1V3 
2 | 4 3 3: 3—1 1 2|; à) + 1— V3 1  —1-V3 
—2 —2 —1 0 3 _—1—73 V3—1 1 
1 1—V3 —1-V3 0 0 —1 
et + 1+V3 1 143; 5) [41 0 oÙ et 
—14V3  —1—-V3 1 0 1 0 
2 —2 1 
+ 1 2 2 
—2 —1 3 
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Conseil: écrire d'abord la matrice de la transformation dans une base 
composée des bases des sous-espaces donnés. 23.67. 1) Ass; 2) Aus; 3) Ag 
(n = m + 1) ; 4) À 598 (n = m) ; 5) À 399 (n = m). 23.68. {) La matrice est la 


1 —1...—1 
: ; : O AlIC . 1 —1...—1 
même que dans la réponse à 23.43, 1); 2 | B . , Où A 0 2...-—4||, 
0 O0... n 
O0 —1 1 1 
B 0 0 —2 | He . 
0 0 0 ... —n | 
3) Ays1e 23.69. 1) La i-ième et la ;j-ième colonnes changent de place; 4 la 
k-ième et Va l-ième lignes changent de place ; 3) la i-ième colonne est multipliée 


pe À, la j-ième ligne est divisée par u ; 4) la j-ième colonne s'ajoute à la i-ième et 
a k-ième ligne s'ajoute la /-ième. 23.70. 1) Deux lignes et deux colonnes de 
numéros i et j changent de place ; 2) la i-ième ligne est multipliée par À, la i-ème 
colonne est divisée par À ; 3) la j-ième colonne s'ajoute lai-ième, et la &-ième ligne 
est retranchée de la j-ième ; 4) des permutations analogues affectent les colonnes 
et les lignes de la matrice; d la matrice initiale laisse place à la matrice qu'on 
obtient par symétrie centrale. Conseil. En résolvant les problèmes 23.69 
à 23.71, on peut se servir des formules (3), (4) de l'introduction au ÿ 23 et des 
problèmes 15.27 à 15.30. 23.73. Rg ®. Conseil: utiliser le problème 23.72 
ou 23.71 et la méthode de Gauss. 23.74. 1) diag (1, 0) dans les bases (‘(1, 0), 
1(—1, 1)) et ({(4, 1), “00, 1)); 2) £ dans les bases ({(1, 0), {(0, 1)) et (!(1,3), 
4(3, 10)) ; 3) diag (1, 1, 0) dans les bases ({(1, 0, O0), t(0, 1, O)), et ((0, —1, —1), 
4(1, 0, 1), (0, 0, 1)), ; 4) diag (1, 0, 0) dans les bases (!(1, 0, 0), (1, 1, 0), 
1(4, —1, —1)) et (1, —1, 2), (0,1, 0), t(0, 0, 1)); 5) Asz0 dans les bases: 
(4, 0,0,0,0), {(0,1, 0, 0, 0), #(0, 1,2, 0,0), (2, 0,1, —1,0), t(0, O, 1, 
0, 1) et (*(1, 1), t(2, —2)) ; 6) Aug dans les bases :(f(1, 0, 0), {(0, 1, O), {(0, 1, 
1)) et (1(—2, —2, —3, 4,6), #(—3, —2, —2, —1, 5), #0, 1, 0, O, 0), #(0, 0, 0, 
4,0), 1(0, 0,0,0,1)). 23.77. ÀE, où À est un nombre arbitraire. 23.78. 1) 
pb existe pour n — k, #®p existe pour m = l. 23.79. Soient p:@x —+ y, 
V' An Am XL Rs + Bt 1)n=t, m=k; 2)s—=nt=m—=Rk;3)t—- 


= k=n,l=m; 4) k=n,l= m. 23.80. Si PL + £ et #{ = p(£), 
on a p—1p, Où p:.£Z —+oc# et L:0f# —+ LZ est une injection canonique. 


—1 4 —2 —3 8 —5 2 8 —5 
23.82. 1) 2 —1 —1|; 2) 0 5 —4|l; 3)1[3 5 —4||.Con- 
— 1 (4) 1 —2 5 —3 3 13 —8 


seil: SoientA, B, C lesmatrices formées par lescolonnes de coordonnées des 
vecteurs @;, b3 c; (i=1, 2, 3), X, Y les matrices des transformations y et Ÿ dans 
la base donnée. Dans ce cas, XA = B,YB=C, YXA = YB = C, c'est-à-di- 
re que la matrice Z. De la transformation + vérifie l'équation matricielle 
ZA = C. Dans la base (a, a, as) on a Z’ = A4-1ZA = 4-1C, AZ’ = C’'. Dans 


25 —10 
la base (b,, b,, b4) on obtient Z° — B-1ZB. 23.83. 1), 2) 0; 3) Lo 15 
—15 
—6 0 1 8 
4 Ê 
| —5 |} | 0 1 


- Conseil: @—"vŸ— 51. 23.85. 1) Matrice 
O El . | 
| 0 d'ordre nr + 1, où £ est la matrice unité d'ordre nr — k + 1 pour 
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k£n, O pour k>n; 2) matrice (—1)5 diag (0, B, 2kB, ..., nkB) d'ordre 
1 

m+toùs =] pourk= 2—1,8 =] A 

= 1,2,..., 5s—={[(k+1)/2). 23.86. 1)a) (TD) (a + at+...+aht")= 


LT b) (LA GER CLS + ant) =" ao + 
+ 2ait +. suiligant le régultat de €) 23.91. 2) C Conseil: RS 


pour 4 — 2s{(k — 


tions e TS L rs @) — mn. 23.101. 1), 2), 4), 5) non; 3),6) oui. 23.103. 
1), 2), n 5) non pour d # 1: 4),6)oui. 23. 104. Conse il: si les faces du ré- 
flecteur sont confondues avec les plans de coordonnées, le vecteur directeur du 
rayon subit les réflexions successives de matrices diag (1, 1, —1), diag (1, —1,1), 
diag (—1, 1, 1). 

Dans les réponses aux problèmes sur la recherche des valeurs propres et des 
vecteurs propres, on donne pour chaque valeur propre À soit l’ensemble des 
vecteurs propres associés à À, soit une base du sous-espace propre; si la trans- 
formation est diagonalisable, on indique la forme diagonale de sa matrice el une 
base propre, ou bien la matrice des colonnes de coordonnées des vecteurs de cette 
base. 24.1. Conseil: l’ensemble g est contenu dans un sous - espace 


A B : : 

o c , OÙ ÀA—diag(hy, ..., x), Ayo --. ÀR 
étant les valeurs propres. 24.13. Conseil: le polynôme de degré impair 
à coefficients réels possède au moins une racine réelle. 24.14. 2) Soit det 
(A—AE)= (1 — À) +. (An —À); il vient alors œ= D) À; js Où 

(it 1! in) 

(ig» --.in) parcourt. ras les FL er de l’ensemble {1,2,...,n} 
(k—1,. on); tr A=k+k... Han: in 24.15. Tous les vec- 
teurs non nuls. 24.16. La valeur Ana est À (de multiplicité n), les vecteurs 
propres sont œe(&œ = 0). 24.17. À1,...,An. 24.18. La base recherchée est 
E— (Cu; ...s0n)s OÙ (61, ...,er) est une base de Z’ et (eh Po celle de 


propre. 24.3. n—r. 24.4. 


£”. Sn ver (ER, 0); 2) diag (Eh, —En-r) dans la base te. 19. 1) À =1, 
z+2y=0; À = —1, z4+3y—0; diag(—1, 1) dans la base Ten , (—3, 1)); 
) mn z2+y— 0; ÀA=0, az + 5y — —0; diag(1, 0) dans la base (f(1, — 1), 


5, 4)); 3) ÀA=1, 3z—-2y—=0;: À=2, z—y—0; diag (1, 2) dans la base ({(2, 3), 

1, 1)). 24.20. 1) = 1, la droite z=2=— : À=0, le plan y—0; diag (0, 

à 0) dans la base donnée : 2) À=1, la droite z—y—:; À—0, le plan 
z—+z<+z—0; diag (14, 0, O) dans la base (4, 1, 1), (1, — 1, 

0) | #4, 0, —4)). 3) À—=1, le plan z+y+:— À=0, la droite r—y 
2: dise (1, 1, 0) dans la base ASE —1, 0), 1(1, O0, —1), f(1, 1, 1)). 
4) ÀA=1 e plan —z+y+2z:=0; À , la droite —2r— 2y=2; diag (1, 1, 0) 
dans la base (f(1, —1, 1), “4; 24 D. e 1, 1, 2)). 5) A=1, le plan r—0; 
À = 0, la droite 2z— dy = : diag (1, 1, 0) dans la base (£ (0, 1, O0), {(0,0, 1), 
1(1, 1, —2)). 6) ar na plan A À=0, la droite —2r— 3y = 62: 
diag({, 1, 0) dans la lbase (t(4, 1, 0), (0, 0, 1), ne 3, 2, 1)). 7) 121, le 
droite “0e 15ve 1255 À = 0, le plan 2x + 3y—2—0 : diag (4, 0, O0) dans la 
base ({(—3, 4, 5), (4, 0, 2), t (0, 1, 3)). 8) À=1, la droite 2z=y—2z; À=0, 
le plan 27 + 3y — hz=0;: diag (1, 0, 0) LR la base (é(1, 2, 1), (— —3, 2, 0), 
1(2, 0, 1)). 9) ÀA=1, le plan z=0; À — —1, la droite y=z=0; diag (—1,1,1) 
dans la base qe 0, 0), t (0, 1, 0), t(0, 4 #). 10) À= 4. la droite r— y =; 
À=—1, le plan Oz y +2: 0; diag (1, —1, —1) dans la base ({(2, 1, 2), 
t(—14, 2, 0), (1, 0, 1) 11) ÀA=1, le plan z+y<+z=0; À —{, la droite 
z=y=2; diag({, 1, —1) dans la base (!(1, —1, 0, 44, O, th 14, À, 1)). 
12. ÀA=1, le plan z— 0; À= —1, la droite 27=y= —2; diag (1, , —1) dans 
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la base (‘(0, 1, 0), (0, O0, 1), {(1, K 52): 13) ÀA=1, la droite 2r—y—2z; 


A —1, le plan z+y=0; diag(i, —1, —1) dans la base ((1, 2,1), {(— { 1, 0), 
#(0, 0, 1)). 24.21. 1) Pour ‘a—=2kx on a À=1, a les vecteurs non ul sont 
propres; pour aœ—(2k+1)x, on a à =1, d'={æ, |a-# 0} et 0 


L'={ue +Bel |al+1B] Æ 0}; pour & + kx on a À = 4, Ld'={aœla £ 0) 
(k est entier); 2) ÀA=1; Œ = {ae | a a Æn}; 3) 1=1, À = {a(#(1, 1, ne a 


Æ 0}; 4) ÀA=1, L={a t(1, 4, la Æ#Ù et À — En {a ({ En 
+ B{1(O, 0, DEA | 96 05 5) A=1, Z={a(t(2, 2, ie +0) e 
À = —1, À = {a ({(, 0)) +8 (4(3, 0, 1)1lal+IB1 0}; 6) A=2, 
re 1, MEET) ne 1, À'={a (t#(0, 1, MER CE. 0, 1) 11@l 


+IBI#Æ0}; 7) A=1, Æ ={a(t(1, 1, —1)lo# 0}; 8) A=1, d = 
ue 1, 1, 1) a 7 0). 24.22. 1) À—0, le sous-espace propre est STE 
.+b En = 0; Si aGibi+...—+anbh 0, on a encore À=—a;b;+...—<+anbn, 
Æ = {a{(as, an) | & 5 0}. 2) @bit+...—+anbn #0; 3) a) oui; b) non. 
24.23. Rrant lors ton de DRinice diag BEn PO: UEn-m), où UÆA. 
24.26. 1) À3,. DAT a SAT A) À ,ÀAn'. Conseil: démontrer 
que pour X 5 0, on a det Le 1E)=(— 1)7 Dre det (AL AE). 4) p(Ai), -. 
er P(X n). Conseil: se servir du problème 24.25, 24.27. Au; (1<i<m, 
1<j <n). Conseil: le fait que les matrices À et B sont diagonalisables 
entraîne que A@B l'est aussi. 24.29. Transformation de matrice J, (\). 
24.30. 1) diag(—4, 4) dans la base (!(8, —1), ‘(0, 1)); 2) diag(U, 1) dans la 
base ({(0, 1) {(1, 1))3 3) diag (—1, —2) dans la base ({(2, —1), ‘(1, —1)); 
4) diag (4, 9) dans la ss ({(2, 1), {(—1, 2): 5) Diag (0 25/12) dans la base 
(t(3, 4), (4, —3)); 6) ÀA=1, (1, 0); 7) diag(2, 0) dans la base ({(1, 1), 
1(14, —1)); 8) À =0, (1, 1); 9) diag (169, 0) dans la base CL 12), {(— 12 5)) ; 
10) À = 2, {(1, 2); 11) diag (—2, 1, 4) dans la base (f(1, O0, —1), !(0, 1, O), 
1(3, 4, 3)); 12) diag (1, 4, —1) dans la base (f(1, 0, 1 1(0, 1, 1), #0, 4, "1)): 
13) diag d, —1, —2) dans la base (‘(2, 1, t(1, 0, 1), (1, . 1)): 
diag (1 2, ‘3) dans la base (or 1, 1), or 1, 1), ia, + 1)) ; 
5) . 


16) diag cs 9. —4) dans la base «(1 "0, et) 1(2, 1, 2), (5, —4, 5)); 
17) diag (1, 2, 10) dans la base (C2. 1, —2), (4, O0, 1), {(—1, 4, 1)); 
18) diag (14, 0, O0) dans la base (‘(2, 1, —3), t(—1, 2, 0), (6, 3, 5)); 
19) diag (3, 3, 2) dans la base (‘{, —1, O0), ‘1, 0, 1), (1, 2, 4)); 
20) diag (1, _2, 2) dans la base (a, 1, 1), {(4, O0, —3), !{#(0, 1, 3)); 
21) diag(7, 7, —7) dans la base ({(1, —2, 0), (0, 2%, 1), (2, 1, —3)); 
22) À — °, “(1 "0, 0); M 1. (0, 1,0): 23) diag(3. —1, —1) dans la base 


«re, 1, 2), ie 1, 0), t _1)) : 24) À —3, (2, O, 1); À — 2, (0, —1, 1) : 

25) A—0, #2, —1, 0): 2 ÿ dia 1, 1) dans la’ base (!(1, 1, —1), ‘(2, 1, 0), 
1(3, 0, 2)) ; 27) À —0, (f(4, 1, 0), f(—1, 2); 28) k=—1, (f(2, —1, 0), 
t(1, —2, 1)); 29) diag(—1, 1, 1) dans ” base 3, 5, 6), t(2, 1, O), 
t(1, 0. is 30) = 1 1(-2, 1, 1); 31) diag (1. 1, —1, —1) dans la base 
«t(l, 0, 0, 4), #(0, 1, de 0), #(0, —1, 1:.0). 4(— 2e 0! 1)) : 32) diag (1. —1,1, —1) 
dans ‘ia ‘base tu, 0, (— 1, re 0, 1, 1), (0, 0, 1, 1)) ; 
33) diag (4, 9, Can dans la base UC 0, di dre , 0, 0), (0, 0, 1. 1), 
1(8, 4, —5, 5): 34) diag (0, O0, O, 4) . ‘la Des ((1, + "0, 0), NL 1, 1. 0), 


1(0, Q, 1, 1), t(1, —1, 1, —1)) ; 35) ÀA=0, (1, 0, O0, 1). #(0, 1, 1. 0); k—2, 
1(4, —1, 1, —1); 36) diag (1, ” 5, —4) ‘dans la ra a d, —1, 1), 
1(4, 1, 0, —1), (1, 1, —1, O), #(0, 1, 1, —1)); 37) diag (— m2) dans la 
base (C2, 1, 1, 1), (1, —1, o 0), t{, 0, — ae Pr 1) 
38) diag C2 2 2) Aus 39) À —0, #1, 1, 1, 1): 0 A=1, 4” 0, 1, O), 
t(1, 0, O), CE , —1)). 24.31. 1) diag (ë, _ i) dans la base Ou =) 
t(—i, pe 2) diag(e. ‘3, PTE dans Ja base (f(4, —e, f‘(—e, 1)); 
3) diag (0, 2i) dans la base ({(1, —h t(—1i, 1)); 4) diag (—1, 1) dans la base 
(f(e, —1), f(e, 1)); 5) diag (Â—i, 1—+i) dans la base ({(1, 1), t(—1, 1)); 6), 
diag (e“%, e— 1) dans la base (t(1, —i), t(—i, 1)); 7). diag(e—i, e—i) dans la 
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base cs i), t(i, 4)); 8) diag(2+V/3, 2— V3) dans la base (#(V/3—1, 1—i), 
t4+i, 1— V/3)); 9) diag (0, 3i, —3i) dans la base (‘(2, 2, —1), (5, 3i—4, 
2+ 64), 16, re 2—6i)); 10) diag (A, i —i) dans la base fes 1: a 
(2. 2, + ‘(2 2, D): 11) diag(—1, 1+i, 1—i) dans la base ({(1,1, —1), 
ti, 1 , —à), (1 a , à); 12) diag (2, "3H i, 3—i) dans la base (t(2, 1, 1), 
(4, 3, 2— à), t(4, 3, Hp 13) diag (2, one —1—i) dans la base ((1, 0, —1), 
t(2, 2, gen t(2, 2, 750 14) diag (1, ©, w?), w—e27#/3, dans la base 


Ases ; iag(V/3, — V3, i V3) dans la base CH VS, 1,1 3,1,1), Er 13,1, 1) 
(D, À, En 16) diag + 144, 2+i) dans la base ({(1, +0: 2, 1), 
IE 1 D); 17) diag(4, 1, O0) dans la base (t(1<+i, 3i, 1: hu .i—1), 


Ai, —i, 1)); 18) diagli, —i i, —ÿ dans la base Aux: 19) 
diag (2, —4, —1+i, —-1-—i) dans la base (f(1, 1, 1, 1), (4, —1, 1, —1), 
t(L, i, —1, —ài), 1(1, —i, —1, i)); 20) diag (4+i, the 1 + i, —1+5ù dans 
la base diag (1e, Aie) ; 21) diag (2, 2, —2, 2i) dans la . A2. 
24.32. 1) À——3, t(—1, 2); 2) À=5, (1, 3); 3) A—3, (2, O0, —-1); 
A2, !(0, —1, 1); 4) A0, #(2, 1, —1); ÀA——1, (3, 3, —4); 5) | 
12. . 1) ; A1, t(1, 1, 1) ; 6) à=0, 1(1, 1, —1), {(3, 0, 2); 7) ÀA=0, 
t(1, , 0, 1), (0, 1, 1, O0); 8) A1, (2, —1, 2, —1);À——1,1(2, —1, —2,1); 
9) ar ie 4, 0, O0, O0), #(0, 0, O0, 1, 1); ÀA——1, (0,1, 1,0. 0). 
24.33. 1) A1, Àe—=Ee1; a) non; b) diag (e, e?) dans la ‘base (1, 1—e), 
1(1,1—e2)) (e—e27i/5). 2) À, ,—e*i%; a) (—1)" E pour œ=nn (nest un en- 
tier), dans toute base ; pour les 

lisable: b) diag(el%, ef), A4. 3) A1=1, ÀA=0@, ÀA3=0@?; a) non: 
b) diag(1, @?, ©), Asgs(o—e27%%/3), 4) A1:=3; a), b) non 5) k=0, 
ho, =+iVé a) non; b) diag (0, iV3, —i VD, Asgs 6) M,s—=1;a), b) non. 
7) An2= (1 + V5)/2, hs, a—=1; a), b) non. 8) À; E Âs,a—=—i; a) non; 


b) diag (i, à, —i, ra ann: 9) ja. e=1 415, ha. a=1—i; a) non; 
b) diag({+i, 1<+i, 1—4i, 1—i), Asgne 10) A,2=à ee, a) b) non. 
24.34. Soit (e:,...,en) la base canonique, TL r ={r/2]. 


1) diag (Em — Er) dans la base formée par les vecteursez+en-n,;1 (k—=1,.. 

...,. M) € eh—en-h+1 (k=1,...,r). 2) diag GEme —E}h) dans la base de 

l'exemple 1). 3) diag GE 1, —1,..., —1) dans la base des vecteurs e,+.. 
enr 1er (k = 2, .R). 4) ‘diag (z+(n—1)y, z—y,...,z—y) dans la 

base de L'exemple 3). 5) À=0, le vecteur propre de base est le vecteur 

ni! 

Ÿ (—1)5 C£-,e,:1; la transformation n'est pas diagonalisable. 6) diag X 

s=0 , 

X(n—1, n—3, 1—n), les coordonnées du k-ième vecteur propre de base 

sont les coefficients du polynôme (1+1t)7-k(1—1t)h-1 ordonné suivant les 


x 
puissances croissantes de t. 7) diag (2 cos n+1 ? ..., 2 COS 37) dans la 


n 


hs 
base des vecteurs ax — D sin ren k—1,...,n. 8) diag (0,...,0, n) 
s=1 
dans la base (a;,...,an), où (a@,, ...,&n-1) est la base du sous-espace 
Zi—Tot...+(—1)771 zn=0, en .+(—1)7-lex 9) diag x 
X (2EËm; —2Em) pour n—2m ; diag (2Em-1; 1, _2Em) pour n—2m—1 dans 
la base one par les vecteurs eh 2en-he1 (k—=1,...,m), ep—2en-hs1 (k= 
—=1,...,r). 10) AÀ=0 avec vecteurs propres e;,,...,e,; pour rñn—2m—1 on 
a encore ÀA=1 avec vecteur propre em; la transformation n’est pas diagona- 
Lisable. 11) diag (i£Em, —iEm) pour n—2m; diag (iEm-1r 1, —Em-1) pour 
n—2m—1 dans la base des vecteurs extien-hei (k=1,...,m), ex— 
—len-hs1 (k—=1,...,r). 12) diag (1, e,...,e"-1) dans la base des vecteurs 
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(TE 
Si 
n 


n 
ax= D eh-ike, (k=0, 1,...,n—1; e— en), 43) diag (2: COS —— , .… 
— n+1 
À _ k 
an 
.., 2iCOS +) dans la base des vecteurs ax = D is-l sin ET k=— 


= 


=1,...,n. 24.35. 1) += (VE +1): 2) 4,0, 242 V2; 3) 0, 8, 8, 12:4)0, 


k 

+ hi, + 85; 54/3, 4=OQ, +1, +2; 6) a+2bcos— Tr, k=—1,...n 
Conseil: utiliser la transformation ai by, où ÿ est la transformation de 
24.34, 7). ÀAp—=Gay—+atn+...+aners !, où Ex =6 ahifn k=0, 4, ..., n—1. 
Conseil: passer à la base fx—"{(1, ex, ..., ent), k—0O, 1, ..., n—1. 
8) a+...an et +, où Àn= VDO PRET ex =e2T%i/n, 
O<k<[n/2], et si n est pair, on a aussi aj—a,+...+(—1)7-1a,. 9) V?, 
—Vn, iVn, —-iVn de multiplicités roue k+1,k, k, k pour n—=4k+i 
et de multiplicités respectives k + 1, 14, k<+ 1, k pour n=4k+3. 
Conseil: les nombres D cbroiques e la matrice A? sont n et —n de 
multiplicités (n+1)/2 et (n—1)/2 respectivement. 24.36. 1) 1-+(—1)"; 2) 0: 
3) V/n pour n=4k+1, i VA pour n—=4k+3; 4) in-1(3n-2)/3hn/3, Conseil: 

se servir des résultats des problèmes 24.34, 7) et 24.35, 9). 24.37. 1) A 
2) Ass0 3) A598 — Das 4305 — Di. 24.38. 1) Ja(—1); 2) Aus 24.39. 5. 24.40. 


. L) Li) b e e LA 
9, 4, 3, 2 et 9, 2, 6, 1; 2. 24.41. +E . Conseil: vérifier que ue = 
n 
. : . à Tn+1 : a 
: | » Où À est une matrice. Exprimer … en fonction de IE | 
et À. Poe calculer 4”, réduire la matrice À à la forme diagonale. 24.42. 1), 


2) À=0, les vecteurs propres sont des constantes; 3) à la valeur propre À: 


correspond la fonction propre ent, k=—1,...,n; 4) À=%, la fonction propre 


est eAof, 24.43. 1) À — 0, les vecteurs DFODTES sont les polynômes at+bx 
X(Ial+1b1=Æ 0); 2) À=0, les vecteurs propres sont les constantes ; À= —%2, 


À = {ar cos kt+ b8 sin kt |ax|+ bal Æ 0), k=1Â, ...,n; 3) A=ht, L— 


= {ch l|c% 0}, k=1, .…., ni 4) À=A8, V=— (cehét Les 0). 24.44. 1) À=0, 
= {(ao+ ct) et| lao| + lai! £ 0); 2) A=—1, M={utla #0}; 3) 1=2, 
toutes les fonctions non nulles de Z sont propres. 24.45. 1) À= —1, toutes 
les fonctions non nulles de c# sont propres. 2) Il n’y a pas de vecteurs pro- 
pres. 24.46. 1) À=0, © ={acos2t+bsin2t| |a|+1|b| Æ 0}; 2) À= —16, 
toutes les fonctions non nulles sont propres. 24.47. Les vecteurs de base des 
sous-espaces propres sont désignés par p, g. 1) À=0, p—1; À—1, p=t; 
ÀA=2, p=t3; 2) À=1,p—1; À=2, p=t; À=3, p=t3; 3) 11, p=t; À=2, 
p—=1,q—t2. 24.48. Les valeurs propres sont tous les A€R. Les fonctions 
propres sont ce, cÆ0. 24.49. A=—n. %={c nee) n est un 
entier naturel quelconque. 24.50. A—B—C—E. 24.51. 2) À—1, les vecteurs 
S sont les polynômes de degré <<m; À—0, les vecieurs propres sont 
es poDeRee divisibles par po (t). 24.52. 1) diag (1, 0, O0, 0) dans la base 
, 13, #3); 2) diag (1, 1, 0, O0) dans la base (1, t, 1244 Lt): 3) diag (1, 
. 0) dans la base ({, t—1, (t—1)3, (t—1 ). 24.53. À=1, les vecteurs 
propres sont les matrices symétriques non nulles; À——1, les vecteurs 
propres sont les matrices symétriques gauches non nulles. La formule 4— 
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=+ (4+44)+--(4— 14) fournit la décomposition recherchée. 24.54. À=1, 


les vecteurs propres sont les matrices hermitiennes non nulles; À= —1, les. 
vecteurs propres sont les matrices antihermitiennes non nulles. 24.55. 1) 


8 0 à A 0 0 
—1 0 o ill 


diag (—4, —4, 4, 4) dans la base formée par 


L 


0 0 | 1 0 0 1 . 
o 1 : 2) À—5, les matrices propres sont 3 0 | - | 0 3 IE 3) diag (e,. 

2ni/3 ; 1 0 0 | 
e, e2, et), ee”, dans la base des matrices : . 

—&g 0 O0 —e 

—€ 0 0 —e 
. e 1 Ï T 49 “do —2, —2 . 
; aie | 0 il 24.56. 1) diag(—1 1 ) dans la base des 
4 1 0 0 1 2 0 0 

. . 9 = — 3, ices. 
matrices 6 6 |. | 11 |. | 0 0 1 2 |: ) À 3, les matrices 


2 1 0 O0 nn 
propres sont 0 |. | o À |: 3) diag(e, e, e?, e2), e—e“"{/$, dans la base: 
3 e—1 0 (4) 3 e3—1 0 0 
? , , . .) e 
des matrices 0 o | | 3 er | 0 0 | 3 A 24.57 
0 Ge — 21 
_ 0 _ 
1) Si 4= G11 Gaz , on a 4ç= Gt 22 — dal G21 . 2) a). 
Go1 Go — 2 0 Ay1 — Goes Ge 
0 — Ga Ga 0 


À = 0, les matrices propres sont Æ, A0; b) diag(0, 0, 2, —2) dans la base: 


1 0 
(E, A0) Ass A5); €) diag(0, 0, — 21, 2i) dans la base des matrices k | , 
—i 


O0 —1 i n 
. 24.58. ee. | 
| 1 0 | : | 1 ill’ | A —; | 24.58. 1) diag({, 1, 1) dans la 


base (E, A5, — A5, 420) ; 2) À=1, les matrices propres sont E, A19s. 24.59. 
À=1; les Tonctions propres sont : 1) 1, y, y3; 2) 1, 2z+y, (2z+y)3. Con- 
seil: on peut se servir du résultat obtenu dans le problème 23.50. 24.60. 1): 
À =0, le vecteur propre est z"; 2) À—0, le vecteur propre est y”; 3) diag(n, 
n—2, ..., —n) dans la base (x", z7-1y, ..., y"-1z, y). Conseil: on peut. 
se servir du problème 23.51. 24.61. 1) À—1, les vecteurs propres sont les 
constantes ; À—0, les vecteurs propres sont x, zy, z?. 2) diag (1, 1, 1, 1, —1, 
—1) dans la base (1, z+y, zy, 233, z—y, x3—y3). 3) À—=1, les vecteurs 
propres sont 1, x, x, y; À — —1, les vecteurs propres sont y, zy. 24.62. 1) 
diag (2, —2, 0) dans la base (z-+zx?, r—zx3, 3—5z1); 2) diag(2/3, 4/3, —8/15) 
dans la base (6z<+1, x, 3z2—1). 24.63. 1) diag(x/2, 2) dans la base. 
(sinz+cosz, sinz—cos x) ; 2) diag(x/2, x1/4, x/4) dans la base (1, cos 2r, 
sin 2z). 24.64. À—0, les vecteurs propres sont les polynômes harmoniques, 
c'est-à-dire les solutions de l'équation de Laplace Ap=0. Pour n=0, ce sont 
des polynômes de degré zéro, et pour n >1 il existe deux polynômes homo- 
[n/2] 
gènes harmoniques linéairement indépendants de degré n: un — >, (—1)8X. 
Ræ=0 


[n/2] 
X C'hzn-2h eh, Un = $ (—1)À C2htign-2h-1yshet, Conseil: un<+iv, = 
A0 
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| 10 1 1 
=(x+iy)". 24.65. Transformations de matrices 0 4 | et | 0 4 | c 
B IC: A O|ÏD 
: oÀ. , la matrice À est d'ordre k. 


24.75. Tout Jeu est invariant. 24.76. Plan entier et sous-espace nul. 
24.77. Droite x = ta et plan (x, a) — 0. 24.78. Si la matrice de la transfor- 
mation est diagonale dans la base (e,, . .., e,), les sous-espaces invariants non 
nuls sont engendrés par tous les systèmes de vecteurs e;,, ..., e;,. Le nombre 
des sous-espaces invariants est 27. 24.79. Soit la somme directe des sous- 


espaces propres de la transformation @: — Z — £, @ . .. ® Z,. Tout sous- 
espace invariant -# est alors de la forme :#/ = 1/1 @ ... ® PP où 4; est un 


sous-espace de Z; (i — 1, ..., s). 24.80. Our espece {o} et enveloppes li- 
néaires des vecteurs e1, - . ., €, pour chaque k — 1, ..., n. 24.81. -f/i+oila, 

où «!; est un sous-espace quelconque de Z;(i = 1, 2). 24.82. 2)Consei f': 
se servir des problèmes 24.2 et 24.26, 4). 24. 83. 2) Conseil: se servir des 
problèmes 24.26,1) et 23.98. 24.85. Conseil: se servir du problème 24.84. 24.86. 
Sous-espaces invariants triviaux: {0} et espace entier. Autres sous-espaces inva- 
riants ; 1) sous-espaces unidimensionnels de vecteurs de base {(2, —1) et {(1, —1); 
2) sous-espace unidimensionnel de vecteur de ee t(—1, 2); 3) sous-espaces 
ner en pro de vecteurs de base a — {(0, 1, 1), &s = (1, —1, —1), a; = 
= Î(1, —1, —2), sous-espaces bidimensionnels qui sont les envelop es linéai- 
res des couples de vecteurs &;, a, 1< i < k< 3; 4) sous-espace unidimension- 


nel A de vecteur de base (3, 5, 6), sous-espace bidimensionnel G de base 
({(2, 1, 0), {(4, 0, —1)), tout sous-espace - de l’espace @ ; toute somme <# + 
+P, 5), 6) sie propres c/{, .#° dont les bases sont formées par les vec- 
teurs ex +enpn 1<k<((m + 1)/2], et ex — enr 1<4k< (n/2]: 
tous sous-espaces ?. @ des RE cil, N' ; toute somme P + @, 7 sous-espa- 
ces propres -#,.#° de base e: +. .+e, et (e] — Eu, + - +» €1 — En); tout sous- 
espace P de l’espace # ; toute somme  PHA. 24. 87: Les sous-espaces inva- 
riants (nr — 1)-dimensionnels se définissent par les équations: 1) x 1 
+ rs = 0 et r — rs + za = 0; 2) (2a + 88) za — 2. Brs = U(Iai+ 
+1B1%# 0); 3) r1 — x + 273 = Ne 0; 5) z1 + 272 + (xs + 
+ 2z4) = 0; 6) z LH (st 54 7) 2x1 + za + 3zs + za — 75 = 
* 8 + de once utiliser les résultats du pro- 
blème ce 84 ou 24.85, 2). 24. . 2) . base dans Z est (ft(1, —1, —1, O), 
*(0, 0,0 1). 24.89. 1)Conseil:s ., ex) est une base de [A (& = 
1, > (y - + en) est la base € recherchée. 24.90. La base recherchée 
est définie Le la” matrice $. La solution n'est pas unique. 


A 
24.72. 1) L 5 2) 


0 —25 0 0 14 0 0 O0 0 
1110 5 1, s— 5 0: 2 [lo o 11. 
0 05 1 4 1 0 0 0 
1 4 0 hdi —2 11 
S==|—1 2 0: 3 0 —1 1,5=| 1 oo 
0 —3 1 O O0 —1 1 —1 0 


4 La matrice a. se réduit pas à la forme triangulaire sur le corps des nombres ré- 
s. Conseil: se servir du .. 24.89. On peut utiliser les résultats du 
problème 24. LA cé 91. de > Ne ..., k, sont les ordres des blocs diagonaux, 
on a dim Z; — D 7 . 1) À = 0, les vecteurs 
LP a son£ Le Ace Rs 12 "a = à ‘at (a Æ 0); 3) Àx = —ki, a cos kt (0 Eu 

ni 4) A = —k, bsinkt(b# 0), k—=0,1,...,n. 
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24.94. Polynômes de degré < nr. 24.96. Voir la réponse au problème 24.81, 
où Z. est le sous-espace des polynômes de degré << m — 1, £, le sous-espace des 
polynômes divisibles par p,(t). Conseil: La transformation est une projec- 
tion sur Z, parallèlement à Z.. 24.98. Voirla réponse au problème 24.81, 
où £ est le sous-espace des matrices symétriques, Z, le sous-espace des matri- 
ces symétriques gauches. 24.99. Conseil: Z, est l’ensemble des matrices 
dont toutes les colonnes sont nulles à l'exception de la &—ième. 24.101. 2) 
Ai +, 1<i<j<n. 24.103. Si a — nk (k est un entier), les transforma- 
tions 1), 2) sont identiques, À = 1, toutes les matrices non nulles d'ordre 2 sont 


propres. Si a — _. + xk, on a une valeur propre À = 1 de matrice propre £ 


pour 1) et À,, pour 2), ainsi qu’une valeur propre À — —1 de matrice propre 


fe" 


; , lal+lb|# 0, pour les deux transformations. Si à« æ nKk/2, 


on a une valeur propre À — 1 de matrice propre £ pour 1) et À,, pour 2), ainsi que 
+i 
—1 
ment pour les deux transformations. 24.106. Conseil: se servir de l'asser- 
tion 2) du problème 24.104. 24.107. Si À, est la valeur propre non nulle de mo- 
dule minimal de la transformation , on a 0 << e, < | À, | . Si toutes les valeurs 
propres sont nulles, tout e, > 0 convient. 24.108. Conseil: si l'une des 
transformations est régulière, se servir de l’assertion du problème 23.92. Si au- 
cune d'elles n'est régulière se servire de l’assertion du problème 24.107. Dans ce 
cas, les transformations @ + e et sont commutables et possèdent les mêmes 
polynômes caractéristiques pour tout e, 0 << e << e,. En passant à la limite pour 
£ —+ + 0, on aboutit à l'égalité nécessaire. 24.109. Conseil: se servir de 
l'assertion du problème 24.106. 24.110. Conseil: démontrer que q et 
possèdent une base propre commune. 24.111. Conse il: appliquer les asser- 
tions des problèmes 24.103, 24.109. 24.112. Conseil. Soit e, le vecteur 
propre de @:@ (e1) = o. Il est alors un vecteur propre de 1 qui est associé à une 
valeur propre À. Les vecteurs e1, ..., e, tels que P (ex+i1) = en (k = 1, ... 
...,n —1) sont linéairement indépendants et de plus 4 (ex) = (À — & + 1) 

€k (k = 1, . n). 


des valeurs propres À — e*2i& de matrices propres respective- 


25.4. 4) a), 5), 6), 9) et 10) elle le peut ; 1) et 2) elle ne le peut pas, car la 
propriété de symétrie est violée ; 3), 8) et 12) elle ne le peut pas car la propriété 
de positivité stricte est violée ; 4) b), 7) et 11) elle ne le peut pas car la propriété 
de positivité stricte est violée, mais F (z, 2) >0.Conseil:en vérifiant la 
propriété de positivité, réduire F (x, 4 à la somme de carrés. 25.6. 6) a), 
8), 9) et 12) elle le peut ; 1), 2), 3) et 7) elle ne le peut pas car la PRORRIOIÉ de sy- 
métrie hermitienne est violée ; 4), 5) et 10) elle ne le peut pas car la propriété 
de positivité stricte est violée ; 6) b) et 11) elle ne le peut pas car la propriété de 

sitivité stricte n'est pas vérifiée, mais F (z,z)> 0. Conseil: en véri- 
iant la propriété de positivité stricte, réduire E (zx, z) à la somme des carrés des 
modules des coordonnées des vecteurs. 25.7. a; = @je, an >> 0, ae > 0, 
G1192a — | 4321? > 0. 25.10. Oui et de plusieurs façons. 25.11. 2) et 5) 
oui, elle les possède toutes ; 1) non, car la propriété de positivité stricte est violée ; 
3) non, F (X, X)> 0, mais l'égalité F (X, X) = 0 n'implique pas que X est 
une matrice nulle: 4) non, car la propriété de linéarité est violée. 25.13. 
Fa (X, Ÿ). 25.16. Pour m< n, elle ne l'est pas; la LE) es de positivité stric- 
te est violée, mais (/,f)=>0. 25.18. La matrice de Gram de la base (f1, ... 


5 4 2 0 2 —2 20 
ADR PER DE ES EE I PO EE 
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4 2 2 
4 6 141 0 2 1—i 2 0 
5 D 5 4 : D D 2 2 11; 
ls | | | AA EU | LE | 1 | 
2 1 3 
4 0 0 3 1— 21 2+i 
b) | O 4 O1; 6) a) | 1+25 1 2+ill; b) E. 25.19. T—|g;;ll, à, j = 
0 0 8 2—i 2—i 6 
=1, ..., n+1, où 1) g:j—=06;; (613 étant le symbole de Kronecker), F=E; 
min(i—-1,3-1) 0100)! 
i— — | : 
2) &ij — D GR DIQ ki; s1 a=0, On 4 fi — 


k=0 
= ((i— 1) 13 Ôij; 3) Bij— 2, Ÿ titi ve 25.20. Si T=||£8j# Il, 7, k=1, ..., n+1, 
= | 


P(t)=@o+ait+...+ant", q(t)=Bot+Bit+...+Bnt, on a: 1) gp =G+ 


n+i 
+k— 1), Gp, 9= D œjabriG+k 1); 2) gjn=0 si j+k est impair, 
), R=1 
d n+i 
gx =2(+k—1)"1 si j+k est pair; (p, g)=2 à @j-1Bn-a (j + k—1)7# 
j, Re 
(somme sur les j-+k pairs). 25.21. 3) det l’ = det r (det S)2. 25.23. Conseil: 
| 
utiliser le résultat du problème 25.20. 25.24. 1) = ; 9 | » (Z Y)=—1; 
1 —1 4 0 
_1 | 0 | (z, y)=7; 4) r,= 
10 3 —2 1 
=|, ,Jensitaorel-2 3 lens: or 
S 1 —1 1 
2 O0 O0 4 à O0 
0 3 O1, (zx, y=—3; 7) T,=l —i 4 O1, (x, y)=7i. 25.25. 1} 
re O0 1 0 O0 1 


5, 2) V/30; 3) V6: 4) 3 V2; 5) V7: 6) V10. 25.27. 5) Le somme des 


De des longueurs des diagonales du D égale à la somme 


des carrés des longueurs de ses côtés. .(& f(x) eg (x) az) Ÿ < 
b b b fa d 
<[ueras.| era: (Vieteoraz) "<(lirersa) "+ 


b 
1/2 
+ (\ le (a) dz) . 25.33. 1) z1=21—=0: 2) 3z1—2,—0: 3) 2 +z—0, 
a 
— T3 


=0; 4) tr X—=0. 25.34 1) a) 0; b) x/6: c) 3x/4; 2) a) x; b) 2x/3; 


RÉPONSES ET CONSEILS 384 


c) Arccos V/7/10; 3) Arc cos (1/V/3); b) x/2; 4) a) x/4; b) x/2. 25.35. Con- 
| ST, = 1 
seil: cos (fn, = V1 En * 


26.4. 2) na sn \f.l3 est AL à Re(f1, fe) —=0. Si FR 
fi = tx, fa=t, on a fa (D =i(z, 2) Æ0 , mais Re (f;, fe) = 0. 26.5. 1) Le 
rallélogramme dont les diagonales sont égales est un rectangle. 2) |z+ ie 
— |[z—y| si et seulement si Re(z, y)=0, ensuite, voir la réponse au ro- 
blème 26.4, 2). 26.6. 2) Non. Si le système possède un vecteur nul, il est lié. 


26.8. (z, y) = Eu +... Enfin. 26.11. 4) _ t(1, — 2, 2) ; 2) Lu, — 1, 1, 


—4); 3) par exemple, VE" 14, 0); 4) ze —1); 5) 7 —1, 


1); 6) — HIS, —1+#i),; 7) + Ai, 1, —i). 26.13. 1) — 3, 1), 


_1_:4 

x © 
1 1 

| e 1; mt 1, # ——— ( LS 

1 G (2, 1, 1) [ 2) 1 16 (1, 0, 1, 2), V6 (1, 2; 1, 0) L 3) V5 (2, 0, 1), 
1 1 : 1 1 
7/5 (1, —1, 2), V3 (1, 5, 2); 4) (1, 2, 2} (2, 1, —2), (2, 

— 2, 1); 5) + 1(2, 1, —2), = 7 (4, 0, 1), TZ (—1, 4, 1); 6) 7 (1 


1, —1, 0), 7x 1, 1, —1), 7 t(1, 0, 1, 1). 26.15. 1) 7 t(1, 2, 1), 


e | 1 1 
—— 14,0, —1), = (1, —1,1);, 2) = (A, 1, — {(—1, 3, 2), 
LE (4, 0, —1) V3 ( ) 73 ( 7" ) 


| 
2 = — ee ms :L ° _12, 
LS) (—5, 1, —4); 3) 24 (3, —1, —2), V3 (1, 1, 1); 4) Zi (1, 2, 
—1, 1), LE 1(—2, 1, 1, 1), D #(0, 2, 4, —3); 5) DEL t(1, O0, 1, —1), 


1, 0, —1, 0), 4(4, 2, 1, 2); 6 1(4, —3, 2, 1), (1, 1, 
LAS 7 du : rt 


4; 0); 7) LT —1, 1; —1), +44, 1, 1; 1), x t(1, 0, —À, 0), S# t(0, 


1, 0, — 1); 8) 7" 1, — 1), ze é, 0); 9) TT —1, 1+i), 
V3 


5, 0, —1), bu 3, 1+i). 26.16. 1) a) a= (+. 0, 0) Le 


V3 


="(—+., 1,0), e,= V3 (4, 2, 2); b) e, = (1, 0, 0), es =t(—2, 1, 0), 


1 
PR = 74, 0, —2), ex=——t4(—1, 1, 0), e= 


V3 V2 


e. 4 (—1, 4, 2); 3) €1— (0, 1, 1), Es = 2/3 (—2, — 2, 1), €a—= 


V5 
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1 | | 
TV #(0, 4, 1). 26.17. Le couple donné peut être complété jusqu'à la base 


HAT par les vecteurs de co de coordonnées suivantes 
1) {(—1, 0, 1, O), t(1, —6, 1, 2); 2) {(1, 4, O0, O), (1, —1, —1, 1); 3) {(1: 


—1, —1, " 1(2, —1, 2, —1). 26.18. Par exemple: 1) 73 01 — 1), 


1 1 1 1 
———— "1! ° ———— | — mme : À e ———— 
V3 (0, 1, 1, 1) 0 2) V2 (1, 0, 4, 0), V2 (0, 1, 0, _— 1) 0 3) V3 t(0 


1 
1, —1, — 1), ve — 1, 


exemple, par les vecteurs de matrices-colonnes de coordonnées : 1) 7%" 


—2, 1). 26.19. La base de Z est _ par 


1(1, —1, —2); 2) = 14, —1, 0, 0), EL: 1(0, 0, 1, —1), 


1 
1, O), 7 
4 Î 4 
5 (1, 1, —1, —1); 3) 7x ‘6 2, 1, O), 7% 1, —2, 1); 4) D (1 


1 1 1 
0, 1, O0, 0), Lbés 2, —1, 1, 0), Va 3, 2, —2, 1); 5) (1, —1, 


1 
1, —1, 0 1, 1, 2, 2,1); 6 2, —1,14,0,0), == (1, 3,1, 
: AT t( ); 6) LS #( ) 2 V5 ( 
1(4, 1, —1, —1, —4). 26.20. La base recherchée est formée par 


3, 0 » TE 


À 1 
exemple par les vecteurs de matrices-colonnes de coordonnées : 1) 7% À 2. 


1, 1), + (1, 1, —1,1),9 — 7 t(1, 0, —1, 0), HA, 1, 1, 4), 77 0. 


Â 
—41, 0, 1); 3 (4, —1, 1, —1, 0), 7% ‘4 1,1,1, 1). Conseil: trou- 


ver dans le sous-espace une base dont les vecteurs ont des matrices-colonnes 
de coordonnées plus simples et procéder à son orthonormalisation. 26.21. 1) 
n+i 


Ut 27); 2) RIT (Ba), k=0, …., n3 3) [] @—ept@x—tp, = 
Pr 
ER | 
st n+1. 26.22. Le système normé est (— — 
Hess . V2r , Va , Vz ’ 


” cor DE 26.23. (1, + 53 :). 26.24. {et, at 
"Va 3 ” 5 


et, a: et+ et) . 26.25. 2) Ipal?=2(2k+1)3, k>0 
26.26. qgn(t) = 2h (k1)2((2k)1)-1 pa (t), kZ0. 26.28. Le système  normé 


est x To (t), y + Th w} pour k>1. Conseil: dans l'intégrale 
1 


| L2 
( Tr(t)Tm(t) == dt procéder au changement de variable 6= Arc cost. 
+ Vi-# 
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26.29. Conseil: à l'orthogonalisation correspond la matrice triangulaire 


2R (k 
de passage. 26.30. 27 LL ET: 26.31. 4) Dans 3) la formule est rem- 


placée par (zx, y)= S tm 26.32. 3) Si les systèmes {e,, ..., em} et {f1, 
ii 

...s fm} Sont biorthogonaux les systèmes {e1, ..., em} et {h1, .. .… Am} SOnt 

biorthogonaux si et seulement si les vecteurs fn — hs k=1, ..., m, sont 

orthogonaux à l'enveloppe linéaire du ne {es +. em}. 26.34. 1) {(1, 


— 100), {(0, 1); 2) {(1, O), ‘(0, 1/3); 3) +46, —1), (3, 1): 4) (1, —3, 
—13); (0, 1, 5), #0, 0, 1); 5) 43, —3, 1), + 4—5, 8, —3), + 4, — 

1): 6) æ(t(4, —410-1, 10-2)), æ& (#(10-3, 1, 10-1)), œ((— 1071, 10-23, 1)), où a = 
= (141078); 7) (3, —1, —3i —14+20, RUE 143 1—20), 
A2, 248, 245); 8) 44, 1, 0, 0), #0, 1, 4, 0), #(0, 0, 1, 1), (0,0, 0, 1); 
9) (0, 1, 1, 1), + (4, 0, 1, 1), HA, 1, 0, 4), + 44, 1,1, 0). 26.35. 4) 


41, —1, 2) ue 4, —4); 2) 40, 0, 0, 4), HA, 1, 1, —3); 3) 


1, 3, 2, 2), — de » —8, —3), — 1(—3, — 1, —3, 4). 26.36. 1) (5x 
3 3 15 15 
X(3— 54%), = t, = D (4 nn 2) (+6 583), (5t—78), —— x 


X (1 — 311), + Gt—58)) . 26.42. La base recherchée est par exemple- 
formée par les vecteurs de NP UE de ren 1) ne — 40, 0), 


"(0, 7, d: 2) (3, 2, —5); 3) (5, 0, 0), (2, 0, —1, 0), (9, O, 0, 1) : 4) 
1(2, 4, 0, —3), {(1, "0, 1, 4); 5) (1, 0 , —5, 1), 4(0, 0, 1, —3); 6) {5 » —3, À, 
0, O0), {(4, 2, 0, —1, 0), f(1, —1, 0, 0, 1). 26.43. Par exemple: 1) G7 1(4, 

1 art —1 0): 2 Gz' 44, 4, 0, 0, 7 “0 0, 4, 4). 5, 


het, 1) : 3) (A (4, 0, 1, O), 5 t(—2, 1, 2, ” 4) (zt1. 
1, 1, 0), 7" 1, 2, 4) : 5) (7 #(4, 1, 1, 0, O), LA t(4, 0, — 1,1, 0), 


| 
2V6 (4, —3, 2, 1, —3)) . 26.44. La base recherchée est formée, par exem- 


ple, par les vecteurs de matrices-colonnes de coordonnées : 1) {(4, 14, —1, 1), 
1(10, 4, 0, —2); 2) PAG 4, 14, —1), {(1, 0, —2, 3); 3) t(1, 1, —1, —1, 1), 
1(0, 1, 2, 3, 4). 26.45. Par exemple : 1) r1—3r— 27, = 0; D 20, 
r,=0, Sr —2,=0; 3) Z1+za=0, 2Tatzs—z=0; 4) 3z, + zatzs=0, 
27; — 217a+z,=0; $) 2z — Ze + 3z +z,=0; 6) Z1—27a— — 3z s—Z,=0, 3z mes 
Bzs—rs+z=0. 26.51. I=m, det ||(fy, 8x) Il % 0. 
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27.2. Si net £ sont les matrices-colonnes de coordonnées du projeté orthogonal 
êt de ls composante orthogonale du vecteur'x respectivement, on a : 1)n == 3 —À, 
2, —1), &=5 4, 1,4); 2) n= 42, —2, 3), B= 45, —1, —4); 3) n= 4, 3, 
2, 1), = (44, — 18, 13, —16); 4) n—=1{(0, —1, 2, —1), E—=#4{(1, 1,0, —1); 
à) n= 16, 2, 1,-2), = 41, 0, 4, —2); 6) n—="(2, 3, —1, 0), 5 —=t(—1, 
1,1,2); D nt, 3, —1, —3), E= (1, 1, 4, 1); 8) n= 43, 0, —1, 2), 
B=42, 4, —2, —4); 9) a) nait: D) nm a; 0 n= 
ds d) n=a; $—=Eë—n. 27.3. 1) y — = 1(3, —3, 7, —7), 2z=— 
= + 1(1, 4, 1, 1); 2) y—="(5, 2, —1, 1), z= (3, —4, 9, 2); 3) y=!t(1, 1, 


—1, 1) 2=1(1, 2, 0, —3); 4) = +44. — 3, 2, —1), = 42, 3, —2, 


7). 27.4. À) S PO 4» ; 2) S La ro EL ah. 21.5. 1) p() oi (+ … 


R=0 Rk=0 
n+ 1 
+ p (tx) on (4), où wy(t)= [[ (t—23) (65 —05)71, j=1, ..., k. 27.6. 1) fe) = 
ici 
1%) 


n x x 
= a+ » (ax cos kt+b, sin kt), = | f(x) dr, a = + ( f(x) cos kr dr, 
7 


Rk=1 7: 
; A ñn EL 
= À fosinkcdr (21, 2n3+ D açi+op< | mar: 
er k=1 x 


n 1 1 
2k 
2 fit) = D Gnph (t), ah = j f(x) pr (r) dt, > = a < \ (f X 
Rk=0 _ | 
Ç 1 f (tx) To (T) 2 
X(m)idr; 3) f() = D) anTa(t), a=— | SE dr, = x 
Es i VIT: ñ 


R=0 


1 1 

f (T) Ta (t) dt 
———— dt pour k > 1, ‘ra ai < T2 ————— 

x TES à po DE < [uen 

4) Conseil: considérer le déterminant de la matrice ‘44. 27.13. Conseil: 
-se servir des résultats obtenus dans les problèmes 26.29 et 27.12. 27.15. 1) 


1/V6; 2) 1/3; 3) VA0/2; 4) 1/2; 5) V1078; 6) 1/V3. 27.16. a 1/2; ax = 


(n—1)/2 
(— 18 —1 x 16 : 274 (an +1) 1° 
2 ir À GRH PAT TD nd 


Rk=0 
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Conseil: voir problèmes 27.14, 27.6, ainsi que la solution du problème 26.25. 
27.18. Non. 27.20. 1) x/6; 2) n/2; 3) Arc cos V/3/7; 4) 0: 5) Arc cos (1/V/3: 
6) x/2: 7) x/4; 8) x/6; 9) Arccos W3/5. 27.21. 1) Arccos(2/3); 2) x/2; 
3) x/6: 4)0: 5)x/3:; 6) Arccos (1/V/6); 7) x/3. 27.26. 1) Arccos(2/7); 


2) Arccos(1/1/3). Conseil: se servir du résultat obtenu dans le problème 
27.24. 3) x/2; 4) 0. 


k Rk k 
28.2. 1) D) (z, ejje;; 2) z—Y (x, ejje;; 3) 2 >, (z, ejjej—z; 4) z— 


L'E 


R k k 
—2 > (x, ejje;. 28.3. 1) z— 2 (x, nj)nj;[2) z—2 >) (z, nj)ny. 28.4. 1) 
- : = 


3=1 3= j= 
4 6 —2 2 1 2 —2 dt A 
4 6 9 —3 3 Â 2 4 —4 4—1 1 —1 1 
3512 3 41-11: 2356) 1 2 233] 4 4 3 1 
2 3 —14 1 Den À 1 1 1 3 
1 0 0 1 2 O —41 —1 6 6 12 —6 
110110 1 03 0 o 6 41 —2 1 
D 510 4 4 0159 3-1 0 2 —1| 975] 42 —2 38 2 
1 0 0 1 1 0 —1 2 6 1 2 4! 
7 12 —4 & 4h 2 1 —2 
11 12 3 —6 6 y | 2 —14 2 —4 
28.5. 1) 4 _6 _143 -2 25 4 2 —4 -2|: D 23% 
4 6 —2 —13 D hi 20, A 
4 —1 1 —1 0 0 0 1 4 O0 —2 —2 
etes pool + En 
1 —1 1 ||’ 0 40 0% 3-2 0 41 —2|' 
14 1 1 1 1 0 O 0 _2 0 —2 1 
145 6 12 —6 3 —1 —1 —!{ 
4 6 20 —2 1 1 —1 3 —1 —1 
D 12 —2 17 2 8 DT). s =] 
_6 1 2 20 1 4 5 à 
lt it 5 —3 —1 O0 
2) 1 — 1 7 3 —5| ; 4 |—3 2 0—1| 
12 [3 3 9 3 97 |-41 0 2 3l' 
1 —5 3 7 0 —1 3 5 
1 21 2 1 —1 —1 —1 
4 2 4 —2 4 4 — 1 1 —1 —1 
9 + —1 —2 1 —2 28.7. 1) | _ 4 _4 1 —1l 
2 4—2 & 1 —1 —1 


25—340 
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—5 —1 —3 —1 3 —6 —2 0 
4 || —1 1 3 —5 1 | —6 —3 0 —2 4 
9 ° — Pl 
D 5-3 3 3 3 Ÿ7| 2 o -3 6; ® SX 
—1 —5 3 1 0 —2 6 3 
— 4 2 —1 2 
2 —1 —2 & D (x, A) À (& hu) 
—. + s TR : 9) 2 s MR nn 
SUR 2 Us ha) 145 Ÿ) 2 rm % 
2 4 —2 —1 
28.10, 28.11. 1) g +: | LA (2)= Az, :. a q“(z)=Àr. 28.12. 1) et 2) q*— 
=®p; 3) p*=p" a p* est une pi sur la direc- 
tion de es Parallèlement : suppl HR orthogonal de l'enveloppe linéaire- 


du vecteur a; 3) p*——. 28.14. 1) g*—@; 2) la transformation q* repré- 
sente une traction suivant les mêmes directions orthogonales deux à deux 


de rapport À; suivant la direction j=1, ..., n. 28.15. q* (x) — Ÿ (z, 83) fj- 
ar) 


28.17. 1) p*(z)= Ar; 2) pt(z)='Az. 28.18. 1) pe (X)=!'AX (p® (X)=tAX); 
h 


2) g“(X)=X(!B)(p*(X)=X!(B)). 28.19. 1) p*(p)(t) = \ K(s, t) p (s) ds. 


a 


: — _ —3 21 14110 Of 
28.21. 2) A°=T-1(t4)I. 28.22 1) ls ; | 2) 1]; AE 
—1 3 3 6 9 0 
—1 4 51:4) |—3 —5 —11|. 28.23. 1) L «|: 2) [ ME 
2 —2 0 2 2 —3 nn MS 
2 2 0 
3) mu fo _2 —2 3; 5) 2 —1 11: 6) 
3 2 0 4 6 4 
2 2 3 8 O0 0 2—i À 4—i 
RC :D+ 12 —1 —11 ||: 8) | 2 —1 sd 
2 49 —1 à 
—2 15 7 3 —2+4i 2496 
di | —1 2 | “ | _« —1 |: L F —i 2—4i | 
1 —3 1 —1 1 11  2—3i 10 
O 2 —4 5) ||1 0 1/1; 6) 1 —5—4i 20 i |. 
— EE D &b4i 2  —4+5i 
—7 0 4 —5 ce dE 
28.25. 1) | : 2) |, : | 6 o 2 |; 2} 
0 15 0 
0 0 0 0 0 0 0 2 0 
_ 6 O0 Oo. 28.27. 1) 10 0!:2 +13 0 —3|. 2828. g—-7; 
0 5 0 0 2 0 0 2 0 
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ao, on+1 = anti n= (k=1, 7 n), les autres aîn = 0, où ak (j, k= 
—1, ..., 2n+1) sont les éléments de la matrice associée à la transforma- 
tion q*. 28.29. 3) (ap}*= agp" ; 5) (p(p))*=p(p°) ; les énoncés des propriétés 
1), 2), 4) ne changent pas. 28.31. 1) det p* = det o; 2) detæ*—det p. 28.39. 
1) Les valeurs propres des transformations œ et œ* se confondent ; 2) les 
valeurs propres de œ* sont les complexes conjuguées de celles de p. 28.41. 
Conseil: se servir du problème 28.33. 28.44. Pas toujours. 28.45. 2) Non. 
28.46. 1) zy+zotzs—0; 2) z1—19H+2z3=0; 3) 3x1 ro— 2250; 4) 4x1 + 
+ z9—3z3=0; 5) 3r1+5r2H+6z3=0. 28.48. 2) Transformation définie dans 
une base orthonormée par la matrice A3. 28.54. 3) Cette base n'existe pas. 
Dans les autres problèmes de ce numéro, la base et la matrice sont définies 
de façon non univoque. Ce sont par exemple les vecteurs de matrices-colonnes 


1 
de coordonnées (rapportées à la base initiale) et les matrices: 1) 


t LE 
V3 (1, 1, 
1 1, 1 4 
—1), 7 t(1, 1, O), EE (1, —1, 2), Asss ; 2) V3 t(1, —1, 1), AS 


5, 4), ci 1(3, 1, —2), Assss 4) (1, 0, O), z 1,1), 77 ‘0 1, —1), 


1 1 1 
A 3565 9) VS 1(1, 0, 1), LE t(4, —2, —1), 7Æ ‘4 1, —1), Ass. 28.55. 


Outre les réponses fournies dans le problème 28.54, 5) ce sont : 


7 t(1, 0, 1), 
1 | 1 
De 2 0 7e He 1, 1) Auuns et 7 4, 1, 1), 7 2, 1,1) 


7" 1, —1), As5s, ainsi que les bases obtenues à partir des bases indi- 


quées plus haut par multiplication de certains vecteurs par —1, et les matrices 
modifiées de façon adéquate. 


29.1. 1) La transformation est auto-adjointe; 2) seulement si À est réel ; 
3) et 4) elle l’est; 5) elle ne l’est pas pour a nk, kC7, est auto-adjointe 
pour a=—=0, x; 6) elle ne l'est pas; 7) seulement si a est orthogonal à e, et 
€; 8) seulement si a—0o; 9) elle l'est; 10) seulement si tous les À; sont 
réels; 11) seulement si {4—4; 12) seulement si t4—4; 13) seulement si 
tA—A(tA= A); 13) seulement si (B=B(tB=—B); 15) à 17) ne l'est pas. 
29.2. Les enveloppes linéaires des systèmes de vecteurs f;, ..., fm et 
£ir -.. Em Se confondent, et la matrice ||æ;.|| définie à partir des décom- 

m 

positions f;= ÿ) œyngn est symétrique. 29.3. 1) AT —TA; si la base est 


orthonormée, on a {A— A; 2) tAT—TA; si la bas est orthonormée, on a 
tA= A. 29.4. 1), 3) et 7) Elle ne l’est pas; 2), 4), 5), 6) et 8) elle l'est. 
29.5. 1), 2), 4) et 6) Elle ne l’est pas; 3), 5) et 7) elle l'est. 29.6. Elle le 
0 0 
1 1 
base f1—=t(1, 1), f:=t(1,0) de l’espace arithmétique bidimensionnel muni du 
peus scalaire standard est auto-adjointe. 29.7. 2), 3), 4), 5) et 8) Elle 


est; 1), 6) et 7) elle ne l’est pas. 29.20. Elle le peut. Par exemple, la 
transformation identique. 29.21. Elle l'est. 29.24. 1) A1= —5, ÀA,=—5, f1= 


25° 


peut. Par exemple, la transformation définie par la matrice dans la 
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(1, —1), f:= 14, 1)5 2) M=0, à=5, fi t(, 2), fi:= 


De 
Vä+2V2 ae 

7" 14 V2); 4) M= —1, k=2, fi= Luis 1), 
et (1, V2; | M=—1, =, h= > G 0, fit 0; 


7 V2 
6) A1=1, hr = 4, Nh=—= = => !(—1, 1+i), fe=— t(1 —i, 1); 7) À= —1, À = 
7 3 


PR 
V2 73 


= 7 "2 1); 9 M=2— V3, Lk=2+ V8, fa 1443, 


—1), Î2= 


—)9, fi=—1 (+2, —1), >= t (1, 2—i); 8) A1= —2, he=1, = 2, 


V6 V6 
1, 1 1 | 

= 14, —1, —2), ft, —1,1), ft, 1,0): 9 À = 
fi 5 (1 ), fe V3 ( ), fa ZE ( 0); 9j À: 
= 0, M=3, 4=6, fhi=+ "ee 1, —2), fe= (1, 2, 2), fs=+t (2, —2, 

_ _ L 1 L 1. 
1) ; le—=2, A=4, h=7z" (1, — 1) PB t (1, O, 
1), fa=—t(4, 2, —1); 11) M=hk=t, l=7, fit, —1,0), f:= 


V6 
ne — 2), br t (, de 1); 19 M0, = 18, fit (de 
0,4), fa=t(2 1, —2), fs= (A, —4, —1); 143) M=—5, kel, 
), f2 ( ), fs = 3 V2 ( ) ) À: a = 1 
= fi=t(, 2, —2), fat (2 1, 2) fat (2, 20): 10 Me 
= — V2, Â:=0 , k= V2, fit (1, — V2, 1), Ro 
= HA V2, 15 19 Me 2 Mehe2, fan t(t LV ne 


—1, 0), = "(4 1, V2); h1=1, À=da=3, h=7" (1, O0, à), f:=" (0 


—1(1,0, —1), fa= 


(1, 


1, 0), Les 0 pie LeL rat fa 434 _3+ 


+), 46), f=t(, 2, —1), fa= nt (B— —3—i, —4ÿ); 18) = —{, 
== M5, fa=lt(l, —1, 0,0), fe=lt(0, 0,1, —1), f…— 


ÿ V2 V2 


1 1 
= (1, —1, —1), fat 4, 1,1, 15 19) M= —2, M == 0. h=2, 


| 1 1 

f1 = 7‘ (, —1, 1, —1), £=7 "0: 0, —1, 0), nu 1, 0, —1), 
1 

fa = TZ ‘(, 4, 1, 1); 20) À1=À:=0, À1=2, À: =6, he (4 —1, 0, 0), 
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1, 1 1 
9 —_ = =0, = 4, = O), a—=—— ?| ’ 9 As 1)» 
NE —1, 0, 0) 27 ti0, 0. 1 ) 
fs = 1, —1, —1), fit (4, 1, 1, 1). 29.25. 1) Toutes les valeurs 


propres sont ré à k, la base orthonormée de vecteurs propres est toute 
se orthonormée de l'espace ; 2) à la valeur propre À—1 correspond toute 
base orthonormée de Z, à la valeur propre À—0 toute baso orthonormée de 


Æ+;3) à la valeur propre À—1 correspond toute base orthonormée de Z, à 
Ja valeur propre À=— —1, toute base orthonormée de St. 29.28. Qu= + (p+ 


+ p*), Pa= 7 (p— p*). 29.32. Conseil: se servir des résultats des proble- 


mes 24.101 et 24.107. 29.35. 1) Conseil; se servir du résultat du pro- 
blème 29.13, 2). 2) Non. Conseil: étudier la transformation dont la matrice 
est symétrique gauche dans la base orthonormée. 29.36. et 29.37. Conseil: 
se servir du résultat obtenu dans le problème 29.33. 29.38. Conseil: utili- 
ser l'inégalité 2En <£E3+ n° et le . tat du problème 29.33. Voir également 
la solution du probléme 19.31. 29.41. Conseil: se servir des résultats des 
problèmes 29.33. et 29.40, 1). 29.52. Conseil: se servir des résultats des 
problèmes 27.24 et 29.33. 


39.2. 1) Si la transformation est ee par la formule (x)=Ax, elle 


l’est pour À — +1; 2) seulement pour | À|—1, où À est le rapport d'ho- 
norneres 3) non; 4) et 5) et 6) elle l'est; 7) et 8) non; 9) et 10) seulement 
pour |A; |=—1, i=1, .…, 3 11) seulement pour ‘AA — E; 12) seulement pour 


tAA — Le _13) seulment pour {AA=E (tAA=—E); 14) seulement pour B(tB)=— 


ET B(tË— E) ; 15) non. 30.3. 1) Non; 2) elle l'est. 39.6. 1), 2), 5), A 8) 
Non; , — 7), 9), 10) elle l'est. 39.7. 1), 2), 5), 7) Non; 3), 4). 6) elle 
l’ est. 30.8. 2) Non; 1), 3) elle l'est. 30.9. 1), 4), 6) Non : 2), 3), 5) elle 


l'est. 30.11. 1) ‘ATA=T: 2) tATA=T. Si la base est one. on a; 
4) tAA=E : 2) tAA=E. 30.13. 1), 5), 6), 9) Non ; 3), 4), 7), 8), elle l'est. 
30.14. 11 et 4) Non; 2), 3), 5), et 6) elle 1 30.15. Elle le put. 
Conseil: voir les conditions imposées dans le blue suivant. 30.16. 1), 
3), 5) Elle l'est ; 2), 4), 6) non. 30.20. 1) Oui; 2) non. 30.21. Oui. 30.22. 2) 
Par exemple, si les transformations œ et # de l’espace euclidien bidimen- 


sionnel sont définies dans une base orthonormée par les matrices | ge: _4 | 
1 1 —V35 | 
et T , ®—+v% est une transformation orthogonale. 30.25. 1) 


V3 1 
Conseil. Etablir l'identité (q(az—+6y)— a (z)— Bo (y), p (2) = 0 (x, B étant 
des nombres arbitraires, et z, y, z des vecteurs arbitraires). Y poser z égal à 
ax +fy, — az et —fy, ensuite additionner les trois égalités obtenues. 2) Par exem- 
ple, la transformation q : z>= | z | e, où e est un vecteur de longueur 1. 30.28. 1) 
Elle le peut ; exemple: la transformation du problème 30.29. 5) pour a-Ærk; 

2) elle le peut ; exemple: la transformation ide entique ; 3) elle pus exemple : 

la transformation du problème 30.29, 7). 30.29. 1) et 3) Il n'y a pas de 


vecteurs propres; 2) À1=—1, À=1, fa=k[t(—1, 14V2)], f.=kft (1+ 
+V 2, 1), où &=(44+2V/2)1; 4) M=—1, M=i, h=s tt —2), f1= 
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7x" (2,1); 5)si a xk, kEZ, il n'y a pas de vecteurs propres; si a— 


=0, on a À1=À3=1; si &a=1, on a À == —1 et toute base orthonormée 
t 
est une base de vecteurs propres ; 6) À, = —1, À =1 f,— (sin _. , —Cos +) : 


f: = (cos +, sin) ; 7) M=1, = 1, 1): 8) = —1, =h= 
1, he (, —1, —1), fa= 
10) M =1, fi1=— 


t(1, —1, 2); 9) et 


t(1, 1, 0), fs = 
me" ), f 7 


4 (4, 10): 11) Au — 1, fi t(V/3 1, 1, — V5 
7%" 1 h=7 (V2 Vi 


—1); 12) M=—t hat mt, —4, 1, —4) famt(t, 1, 1, 1): 
FA RE à fi=rt(—1, 1,1, — 1), = ti 0, 1, 0), 


VE 
= tt 1, —1, — 1), == 1(0, 1, 0,1). 30.32. 1) Me L= 
Su L2 ’ het (1, —i), = tt i); 2) = , = À : 


h= 7% # (1, à), Cr È (1, —i); 3) A =cosatisina, À, —=cosa—isin «, 


_ 4 Te . ” __—1+iy3 . 
h=7; (1, — à), he t(1, i); 4) A1=1, Às= + ee -? À = 
= —1—EVS hs Ge 1 1) fa= Te tA+i V3, 1—i V3, —2), 


fm et V3, 14 V3, —25 5 Met, MeV? L OV 


1 
a 
het 1, 0), f=t (1, —1,i V2), f=+t(, —1,—iV2); 6) M=1, 


mit, Me LS pee (1,1, 0) fa= ‘(4 =: i V2), 


mt, 4, hi Met = SEOVT ET 
1 : >: vi 

ni — dl h — 1); fa ——_———— tt 2—i 14), 
7 (V2 2 V2 15 fe re: 7 4+V2-i(V7+ 119 
3+2V2+i V7, 2 V2, fa=fa: 8) Ait, lt, h=i, = —i fi= 
= (4, Ÿ, de 1), fit (4, —1, 1, —1), = ti — À, 1, i)s fa= 
= (4, ï, —14, —1); 9) Ait, M=—i, fi=klt(i({+ V2), 1) fa= 


=k(t(41, A+ V2))), où k=(4+27V2)-4; 10) M=1, Mi, heat 


—1, 1), h= 7 t (1, 1+i); 11) M1=1, hs= ER = ’ f1= 
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=" (. i, 0), f=+ A, 8 — VS, fs=5 (4, —i à. 30.34. Soit 


la transformation identique, soit la symétrie centrale (transformation identi- 
que multipliée par —1), soit la symétrie orthogonale par rapport au sous-espace 
propre associé à la valeur propre 1. 30.35. La sous-espace Z est engendré 


par les vecteurs: 1) t(1 + V/2, 1): 2) {(2, 1): 3) (cos +, sin +) : 4) (1, 
4,0), t (41, —1, 2); 5)t(1, 1,M,1). 30.36. La transformation de détermi- 
nant est une rotation. Si le déterminant de la transformation vaut —1, la ma- 
trice de celle-ci dans une base orthonormée est de la forme 4.,, et la trans- 
formation représente une symétrie orthogonale par rapport à une sous-espace 


unidimensionnel engendré par le vecteur de coordonnées (cos _ , Sin +) ; 
Conseil: voir le propiome 30.35, 3). 30.37. Conseil: la transforma- 
tion est diagonalisable : voir le problème 30.34. 30.40. 1) et 3) Toute base 
orthonormée. Dans les autres problèmes de ce numéro la base recherchée et la 
matrice sont également définies de façon non univoque. Ce sont par exemple, les 
vecteurs de matrices-colonnes de coordonnées indiquées (par rapport à la base 


| 1 1 

initiale) et les matrices: 2) ——t(1, —2), —= ((2, 1), A= 4355; 4) —=t(1, 1, 
) S : % ‘ ni47 

1), = (1, 1, — 2), nr) 4; 0), AA 9) RL 1; 0), tt, 


vr va 2 V2 va 


—1, 0), t (0, 0, — 1), À= Àsço ; 6) HE, 1, 0), L 


ul: Vz 


1 1 1 
0, — 1), A= — As; —1(V2—1, 1, —V2—1), ——————"t ({ 
2 Vi V'uc+Và 


HVB3 +2 VE 2 V2, (HV, —4, 0), 42 Apeni 8) Lt (4, 
V'4+2V2 
1 1 1 
—1,1, —1),,—t(1,1,1,14),, —==t1(4, 0, —1,0), —= {(0, 1, 0, —1), A=— 
+‘ 2x » 7" ) 
= Ay9s 30.41. Conseils: 1) le nombre 1 est la valeur propre; 2) le 
nombre — 1 est la valeur propre. 30.45. 3) Conseil: se servir du résultat 
Obtenu dans le problème 30.39, 3). 30.46. Conseil: se servir des résultats 
des problèmes 30.45, 1) et 24.105. 


31.1. La fonction linéaire sur Z, est application linéaire de Z, dans R 
(ou dans € si ZA est complexe). 31.2. Sie’—esS et x, x’ sont les matrice-li- 
gnes des coefficients de la fonction linéaire dans les bases e et e’, on a x’— 
=%XS. 31.3. A l’aide de la matrice {(S-1). 31.4. (0, ..., 0). 31.5. 1) Non; 2) 
seulement pour la fonction nulle ; 3) seulement pour &=0. 31.6. Toujours pour 
une fonction non nulle ; à condition que æ—=0 si la fonction est nulle. 31.7. # 
pour une fonction non nulle, {0} pour la fonction nulle. 31.8. 1), 4) Oui ; 2), 
3) non. 31.9. 1) (1, 1, 0); 4) (1, 2, —3). 31.10. 1) (4, 4, 4); 2) (2, 4, 6); 


3) (9, 6, 3): 4) (—2, 0,2). 31.11. 1) FT es, @). où @us es Gex 0nt les 


t(1, — 1, 0), t (0, 


<oordonnées de a. 2) Elle îne l'est pas. 31.12. 1) (—@, &1), où @1, &, sont 
les coordonnées de a; 2) elle ne l'est pas. 31.13. 1) (œPs— Be, as — ls, 
GB — BG), Où @, Ge, Œs et Br, Ba, Ba sont les coordonnées des vecteurs a, 
b; ©) non. 31.14. 1), 2) Elle ne l'est pas: 3) (0, ..…, 0, 4, 0, ..…, 0) (l'unité 
est à la i-ème place) ; 4) (1, ..., 1). 31.15. En. 31.16. tC. 31.19. 1) (8/3, 
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0, 16/15, 0); 2) (1, 1/3, ae HD 31.20. (1, O, ..., 0). 31.21. 1) (1, to, ... 


10): 2) (,-0,; 22:10). 23. Ô—3: —_3p. + p.. 31.25. kl (0, ..., 0, 1, 
0, 0) (l'unité occupe " (k+ 1)ième" place) pour k<n;: (0, , 0) pour 
K>n. 31.26. 1) (%o, -.., Xn), Où Xxi=0 sr ik et %y= {' (1—1) . 

. (ik) ti-h—i pour i > k; 2) ki (0, ..., 0, 4, 0, ..., O0) (l'unité est 


à Ja (k+1)-ième place). 31.29. f(x) = “ DE, + 4Es. 31.31. 1) (0, 
2); 2)(5, — 5, —2); 3) (3, 3, 3); 4) (0, 1, 2). 31.32. 6—= ps,ô1 — 


{ 1 
ne (Ps— Pas Ds Pi—2Pr+Pn OÙ 8 = TZ PAi9s 31.33. Ok (p) = 
1 


__ 4 d(p) : 

ET a lo (k=—=0, ..., n) ou Ôôx(p)=an si p(t}—=ao—+at+...t-antr. 

31.34. fa(p)—— | 0 | _ LES om. 81.3. af, Bath, fe 

=fs—fiti. 81.36. —— (—2) (t—3), (—1) G—1), — (t—1) (—2). 
—th 


, i=1, ..., n+1. Les coordonnées du polynôme 


31.37. pi(t)—= Il ET 


p({t) sont 5) Pitn). 31.38. (1, t—2, t—2)?/2). 31.39. p(t)=p(to)+ 
+ p’ (to) to) + P() (to) (t— to)". 31.41. La base est formée par 


les fonctions f,;(X)=z;, où X=||z;, lERçn, n° À la fonction f;, correspond 
la matrice C;j=E;;. 31.42. La base est formée par les fonctions f;(X)— 
=trCiX, i=0, 1, 2, 3, où Co = Co Ci= Où = On Co On 
31.43. NA se servir du problème 31.30. 31.44. dim .#°=n—1 pour 
fÆO0et #=—Zh pour f—0. 31.45. Conseil: choisir une base adéquate. 
31.46. 4. [É(c:, c2)] Où c1, c, sont des nombres quelconques. 31.47. dim # — 

—n—dim#. 31.48. (c1, Ce, Ca) (fAa1o), OÙ C1» Ces Ca Sont des nombres quel- 
conques. 31.49. Enveloppe linéaire des fonctions ®,, p., 6, définies dans les 
problèmes 31.23 et 31.32. 


32.1 1)1111L 2; 


0 1 —3 
1 0 7 
—3 7 1 


of: D] 7 Zi], 24-208—501 
n 


 Qrito—Grirs + lérers+ 28 5) matrice unité D) 2%; 6) Aou 


im 


4) 


n n— 1 


Di zien-te 5 D An pour a=b=1 D 2442 D suites 822. 1) |—31l 
i=1 1=1 i=1 
, 1 2 2 
— 3z;y;; 2) | 9 EL. J(—Zziya—Z1Ys + Zoe) 5 3)]2 9 6, ziys + 271Vs + 
u 2 6 7 


2 —3 0 
—3 —3 0 
0 0 0 


22e s + 27iys + 2zsVs + StaVs + Oroys + Grsa+t TraUs ; 4) » 2TiYs — 


n—1 


— It iYa— 3toYs — Bras 5) 2 As 7 - + À (ZiVies + Ziagi). 32.3. 1) 52$— rit + 
1=1 

+815; 2) — 42; + 10717 —473; 3) 41i+4ir, + 8zizs—3r3+4z3; 4) 4z;z2+ 

+Ozizs + Brit Ares 9) 22 Latrd 2} Der, airs rar runs — 2er — 
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— Zaza); 6) 2(22— rite aÈ— 2ots —2ota air); 7) 2 (mi — tits tri — ar + 
n-1 
Hi zszs tai zirs tai zizi); 2 », Zitieu 32.4. b(x, y)=(k(z+ 


i=1 
+y)=k(z)—k(y)}/2. 32.5. 1) La i-ème et la j-ième ligne changent de place 
ainsi que les colonnes & et j; 2) la i-ième ligne et la i-ème colonne sont 
multipliées par À (dans ce cas, l'élément diagonal se trouvant à leur intersec- 
tion est multiplié par À?); 3) à la ligne i s’ajoute la ligne j multipliée par À, 
et à la colonne à s'ajoute la colonne ; multipliée par À (ceci étant, l'élément 
diagonal se trouvant à leur intersection se transforme suivant la formule bii — 
= dj; + 24b;; + Mb,;); 4) les éléments de la matrice se transforment par une 
symétrie par rapport à la diagonale non principale. 32.6. Matrice orthogonale. 
32.7. 1) 13222 — 467 15 + 41r!2; 2) 212 + Oréts 3) 2; 4) Br? — 1Brirs— 
— Brit, + 3e — Grsrs — 4x; 5) 7x — 1x — 223 + rire — Grizs + 
+ 'Alzgrss 6) 20712 + 8x5 + 3575; 7) (n — 1)z°2 + (n — 2) zi+ 
ee + ans + (2n — 3) zixs, + (2n — 5) zizs + (2n — 5) sors +... + zirn+ 
+... Hznniïn. 32.8. 1) 2 + rs; 2, 2, 0,2; 2) 2% — xs, 2,1,1,0; 
3) ri%—z:2,1,1,0:4)z;1,1,0,1;5) —zri?—7,?; 2, 0, 2, —2; 6) — zx;'; 
1.0.1, —1; 7) rt Lort—zs; 3,2,1,1, 8) zx — zx — 18; 3,1,1, —1; 
Q) 22 + 282 + 22: 3,3,0,3, ; 10)z52:14,1,1,0,1; 14) x? + 282; 2, 2, 0,2: 
12) zit—r—z; 3,1,2, —1; 13) zit + x + zx; 4, 4, 0, 4; 14) z2+ 
+ at + as + re — 7 — 16: 6,4,2,2; 15) x + ré — z$ — 16; 4,2,2, 
0; 16) —x52 — 249 — 152: 3, 0,3, —3. 32.9. Soit n la dimension de l'espace 
vectoriel. Les formes définies positives sont: 1) pour n = 2, 9) pour n = 3, 
13) pour n — 4. Les formes définies négatives sont: 5) pour n — 2, 16) pour 
n=3. Les formes semi-définies positives sont : 1) pour r > 2, 4, 4) pour n >2, 
10), 11) pour r > 3, 9) pour n > 3, 9) pour nr > 3, 13) pour nr > 4. Les formes 
semi-définies négatives sont: 5) pour n > 2, 6) pour n > 2, 16) pour n > 3. 
32.10. 1) ziys + zoyss 2) ziyis 3) ziys + Zoÿes 4) Ziys — Tsÿes S) ziyi — 
— Zoo —Zaÿs5 6) ziys—+ zoÿs + 33: 7) ne se réduit pas (la forme est asymé- 
trique). 32.12. 1) z:2 + z32 pour .À > 1/3, x pour À = 1/3, xi?—zx:1 pour 
À << 1/3; 2) zi? + rit pour | À | << 8, z;° pour | À | = 8, ri? — r;° pour [À| > 
> 8; 3) zi® — x;° + rit pour À > — 6, ri — 1° pour À= — 6, zr;°—r— 
—z$ pour À<<—6;: 4) zi+zst—r+ re pour À > 7/4, xi3 +zit— rss pour 
A —T/l4, 24x76 pour À << 7/4; 5) zi°+zs —z$ pour À=3,z;+r 1 — 


n n n 
— ri? pour À 3. 32.13. 1) 22; 2) D (—1)i-1z8; 3) Ÿ 2%: 4) zi— 
{=1 i=1 i=1 
n n n— 1 
2 z2; 5) > 12%; 6) x z°2. 32.18. 1) Le forme quadratique est 
1=+ 1= 1—= 


définie positive pour À > 1, semi-définie positive pour À—1, définie néga- 
tive pour À <—4, semi-définie négative pour À = —4; 2) est définie négative 
pour |A |<<1, semi-définie négative pour À=+1; 3) est définie positive 
pour. À > 8, semi-définie positive pour À=8; 4) ces valeurs de À n'existent 
pas ; 5) est définie positive pour À <<—6, semi-définie positive pour À= —6, 
définie négative pour À > 6, semi-définie négative pour À—6. .21. net n. 


32.22. EE E24E3 dans la base (53: PA L, V ++ 
515 — 3t 


2 


zéro. 32.26. 2) Ce sont toutes les transformations linéaires dont les matrices 
sont orthogonal : dans la base dans laquelle est écrite la forme donnée. 
.27. On donne les matrices ou les formules de passage de la base 


] . 32.25. Le rang est un nombre pair, la signature est égale à 
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donnée (e1, ..., en) à la base (e;, ... e;), ainsi que la forme diagonale dans 


la nouvelle base. 1) A1, zi2— 9252 ; 2) A4 ss zi25 3) Agsr Zi + 9x5? ; 4) Asa, 
DEN AES 1 CI] 3 CHRIS e | 4 3 
—10z;y:; 5) Aer, D Ali Taha; 6) diag (Aer 1), —7 A 9 2: 7) 


Asus, Zi 2234 10783; 8) Asie, ziVi Fr Ozsys 5 9) Asie Zzi9i + Gzays — Gzsys ; 
10) Ass 3 (x13+ 75! 11) Asus, 425944253423; 12) Ass, 9xi3— 23 — 


—9z2; 13) Asie + (si 24299); 14) Ages 14757; 15) Ass, —6ziyi ; 16) As30 


V3 (ziyi — zsys) ; s 17) + Aus 2(2%+zst+zst—2); 18) 3734 32524 Gris — 


— 6:,? dans la base des vecteurs e; — VE (ei testes), = TE (ea—es+ 


+e), es= 7 (e1—e2+ e4), Ge (ae 00: 19) z13+ 22524 52534 


+ 10z;3 dans la base des vecteurs e; — 


1 
TV: Geite es, = tes + 


TT Es — ea) es= = 


7 (ee + est 2e4); = (2e 2e3) ; : 20) —2,—23+ 
+ 2z5%— 274% dans la base des vecteurs Né: bots es = DL rez 


(Bestestest es), € = ZT ar EatFestes): 21) _ X 


— 2e); 377 2 


TA 


d'énes dans la base des vecteurs e; = 


73 (e1Hez2), e3= 


= 7 (ego), = —— 3 (e1—e2), = 7 (es—es); 22) S(z%—251— 2,5) 


dans la base des vecteurs e; — VE (2e, — es), = 7 (at 2e), e, = 


7e (2e. = Geste 29) EE sit (ei + + 2 


7 ÿ, €; (ess -.., en) est une base orthonormée quelconque du sous- 
ini 


espace z;+...—+zn=—0, par exemple, la base des vecteurs e; = 


=" 


h—1 
LA ’ ° 1 
x (3 € —(k—1) ex) (k=2, ...,n); 24) nai; = — S (—1)fLe; ; 
i=i Vr 
n 
(5 +. €n) est une base orthonormée du sous-espace > (—1)i-1z;=0; 25) 
i=1 


+ .… .+zn—2,—...—25%_, dans la base des vecteurse; — an eann) 
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° La 1 C2. 1 
een Gare 77 (Renan) À LkEn— 1); 22 D at; = (ot 


7 


i=1 
n 


; 1 
+ eon-h+1); Enth— V2 (Ch — Cen-h+1) ALSk< n); 27) > z COS = dans 


Rk=1 
n 
. . ki 
la base des vecteurs e, = fn/|| fr Il, où fn = D sing 4 (R =: nn): 
imi 


32.28. 1) x 2— 252; 2, 0; 2) z52; 1,1; 3) 242,2: 2, 2: 4) —ziy;; 1, —1; 
D) —2iys — Zsÿs, 2, 2: 6) — 773 — 1;°; 2, —% 7) z2 L z”3bz5t; 3, 3; 8) 
sus aus: D, 25 9) sui ais — rues 1; 10) 2 + ri — 271; 
3, 15, 114) 253 Hz: 3, 3; 12) 772 — 2752 — zrsi; 3, — À; 13) 2 + 
+ 25, 2,2; 14) zit; 1, 1; 15) — 253: 1, — 1; 10) an, — 25ÿ5: 2,0; 
17), ,18) 21 284 758 —21%3; 4, 2; 19) 2 rer 5 4, 4; 20) rx — 

— ar 4, —2; 21) EE — 2 a 4,0; 22) HI 25757 ; 


2n- 
3, —1; 23) à r't;n,n; 24) zu; 1, 13 25) D 2 Nr; 2n—1, 1; 
i=1 i=n+i 


n 


n 
Ê 
26) > zP;n,n; 21) + sgn (cos TT) z°2, le rang vaut 2{[n/2]. 32.32. 


i=1 i=1 


2 9 29 O0 5/2 —1 
T-18. 32.33. 1 2 : = 
re | Lu ME | | 

0 O0 

5 44 —49 5 4 2 : Re 
#|—12 —2  241:5 + 848: 01, , o || 32-35. 

—5 —8 10 —1 1 
S 3 O0 —1 ON 


zi+...+ 273, si les r premiers vecteurs de la base orthonormée appartien- 


nent à o# et les n—r vecteurs restants à c#{+. 32.36. 1) 2 25, Ze—= 


V2 


+ 2 : , : À =. —3z; + x, 
rt SE s f=zithret, g—=5z— 415; 2) n=V5:, La = ns Z ; 
None ; Date +  ; 


| ve. VA Tv " 
{= 7° _— Ze, S—=zS+zs z TE 2 1, Ps 
+ 7 2 8 EE 2 ou 1 V6 + VE 2 V& Es 73 : 


=21{" +, g—z;+7z; (les deux formes sont définies positives); 4) z, = 


27; TS 3 zx! æ 1 ND 
T3 ATV = Via+ y À 235 =, gas; 5) 
—5z;+ 25 217; +zs 8x + ze 
T —_—…_————— + e 4 = ———————— | f — 26z:2 , CR x ; 6 EL me 
1 V/26 2 V26 tr B— + 2 ) 1 2. 9 


2 V13 8 V5 
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= IVOELS f—87;" +0,27, g——z;2—71; 7) n=(V3z— 
Vis V5, 2=(V2—-2V3)25+(V3+2V2)2)/ V5; = 87275, 
g=2+25; 8) = Vu+ix— Va VA a (Van Verbes 
+(Va+i+m Va) a) V2+1; mo ne EH 9) z1=— 


zs Z; IS 27: CA 
= |, L—=—— ——_—_————— , da s [= 3x; - 
Va Ta Va Ve Ve Val Ve +2 
= 1 + xs 10) at st 1 » Ta — x +. 
2 5 , V5 . , . 
DE 0 TS oi fees ponte tei; 
à ; = ; PR 
11) z1 = = + 3 — z,= V3, ie 5 in Ep + = hr 


VW V3: 


+325 — Best, gras ast, gras; 12) = 


” ; 2x; 
EEE , io D —@ he 4 mm : se ce 
He TV VS Va Va Vo rats 
Ori — 5 6x: + 7x 8x; —2r, , 51z3—87r4 
= 14585 19) 2 1 ——— 2 + © , _ 
[4 1 ) 1 e. V3 V# Te V3 T3 
37, — 2; CL 2 Ti— TS us ee Ts +24 L 
= + — = ——%— ; [= 32 + 3152 + Gr — 6r5?, 
LE: TE LE Pr 
g= —2{—20—25%— 2; 14) r1=1,+7 — T4; re (rat ss 8x5)/2, 
A EU D ee PRE RAS PONE Ne g=ri+ 
298 5 22,3 32.37. Les formes zx? et 4 sont diagonales, mais parmi 
leurs combinaisons linéaires il n’y a pas formes définies positives. 
32.39. 1) 5722: 2) 272 4792 DR; 4)Oz2—252, 32.41. 1) 272: 2), 3), 


2 
—i 0 
4) 2428; 5) 25442223; 6) 24x83; 7) 23%, 32.42. 1) || —i ||; 2) 6 


3 4i —3i 2 | 5) Fe 1+i 6 | pa 
| 9 2 1— | 1+i s |: FR | 
e 3 25 


0 —3 0 3 —6 4i 
44+i O0 2+i 245 —4 1+37V2 L : 
32.43. 6) (1—+i)zazat(1—ÿ) zoza—5 |zol?; 8) 2z1l?+3zirs+ 3e + 
+ (2— 5) 2173 (24 56) zaz1— 6 z2l9 + 4izezs— hizsre + (1 + 3 V2) Izsl?; 9) 


D) last. 32.44. 1) 51z11— 27124 —2zo71 + 81z2l?; 2) exize + em 
ii 

3) 8 lZal%+ 22170 2re7s + auts os + 2rers + 2rexs À) 7 (lzal3+ 12219+ 
+ Izsl4+ 12412) + 32122 + 32221 (1 +21) 2128 (1 — 21) es + (— 1 + 20) z174 — 

— (1425) ses + (1 + 20) 2228 + (1425) zsra— (4 + 20) Zara + (—1 + 2) mers — 

— 3zsrs—3z,zs. 32.45. On fournit dans les réponses les formules de change- 


» |: 


_ —i 0 


7) ; 8) *: 9) matrice unité. 
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ment des coordonnées lors du passage à la base ere nd 
4) an (2i— eV 2e (sie) V2, Ieil23 Iail* ; 2) us (i+2), 
za=(2i—2;)/ V2, 6zil2—4z5lt; 3) z=(2i+z V2, ze (2; —2:)/ V2, 
212112: 4) (ri in V2, = (ira V2, zs=2$, 2 1211244 2513 — 
Size JR 2 ts ns, 2 1 
51z:l?; 5) Z) tt" * V3 1% ‘ V3 
_. tx! 
D ZASTÉ 31z:l2; 6) z—=(—zi+zs+({—i) 24)/2, z2=(25+ (1 + i) X 
X zs—24)/2, za=(zi+(—1+ 5) 22H zs)/2, 23 = (A+) zi+zs+z)/2, 4 1xi|3 + 
LB 1z|24121z5l2+16z£1% 32.46. h(z, p= ERP IO EU 
. k(z+iy)—k(z)—k (y) 
RÉ made 


33.13. A la condition de la dépendence linéaire des vecteurs a;, b;, a —bs. 


33.14. 1) z1—= —1+3t, z=t, 23=3<+t, = —2+7t; 2) = —2+ 3h +24, 
Ze=1+2t, Zs = 1—6t:, Zza=1+ti+3ts; 3) 27, — 327a— 1073 — Ir + 21 = 0. 


33.15. C (LE, _ PT) , 33148. 1) a —2+ 34,7, = #: 


p+9 p+g 
2)n = —1,2=1; 3)m=1<+t, z—=1+#t, zs—=1—t1; 4) 21 =ty 
72 = ti + 2e Zs = tai 9) = TZ 23 — 1; T1 — tas 
Ta 2t1 + 23ts, Ta — 1 + TE Te — 1 — 116, ; 7) T1 — 11t, Le = —À — 7t, 


z3=1+t; 8) z1 = t1 + ta + 2ts — Btas Ta = lys Ts = 1 Fte, za = ts, 
—t4 33.19. 1 Br + 13— 0: 2) 271 — 370 + z3 + À = 0: 
3) 4zy — za — 22 = 0,7, — 4rs — 2 = 0; 4)z — za +1—0,z, — rs = 0, 


a+ 3—=0. 33.21. 1 = —1 +3, x = 3+t1t, 
za = 4 + 7t,zs = —t. 33.22. 1) zx, + 2ra + 3zs — za + 6 = 0, r+z, + 
+ zstzs— 272 +5—=0; 2) mm —- 15H74 = 0, Sri + 2e + 4rs — 47, — 
—8 = 0; 3) 22 + 3zs — r — 4 = 0, Zo + 2zs + atzs—6—=0. 
33.24. Si deux plans bidimensionnels de l’espace tridimensionnel possèdent 
un point commun, ils contiennent également une droite commune. 
Si, dans un espace quadridimensionnel, les plans  tridimensionnel 
ct bidimensionnel ont un point commun, ils contiennent également une droite 
commune. Si, dans un espace quadridimensionnel, deux pers tridimensionnels 
ont un point commun, ils contiennent un plan bidimensionnel commun. 
33.26. Soient (71), (x2) et (xs) les plans de sous-espaces directeurs Z, cf et .#° 
passant par les points À, B et C respectivement. 11 existe alors un plan et un seul 
de dimension minimale contenant (1x1), (x7:) et (33) ; le sous-espace directeur du 
plan recherché est la somme + + Ah + SN + RP, où P est l'enveloppe linéaire 


—} 

du système des vecteurs AB, AC. 33.27. 1) 5x1 — za + 7zs — 9 = 0, 
Bts — ra — 3 — 0; 2) Z1 — 2ta — 1273 + 1 = 0, Ze — Zak za +5 = 0; 
3) 27e — za + za + 1 = 0. 33.28. 1) plan tridimensionnel 5z, + 27, + 
+ za + Âizs — 42 = O0, 1Âzs + 5xe — 23 + 207, — 81 — 0; 2) plan qua- 
dridimensionnel 73z, —6z7,— 1117, —627,—52r,—195=0; 3) plan quadridi- 
mensionnel x, + xs — 2 — 0. 33.30. 1) La droite et le plan sont parallè- 
les 2) ont un point commun unique (1, 2, 1, 0); 3) sont disjoints (absolument) ; 
4) la droite appartient au plan bidimensionnel. 33.31. 1) Les plans sont absolu- 
ment disjoints ; 2) ont un point commun unique (1, 1, 1, 1/2, 3/2; 3) sont dis- 


joints parallèlement à la droite zx, = x = 0, xs = z4= _ z3,; 4) se coupent sui- 


398 REPONSES ET CONSEILS 


vant la droite 21 = z, = 1, xs + z4 = 2, = 2; 5) sont parallèles: 6) se con- 
fondent. 33.32. (2, 5.2 3, 3): tin — — Âzs — dre — 7 = 0, 37: + Ta — 274 + 
+ 2—= 0. 33.33. 213 33.34. —1, Hit, z23= —1—1, t, = 
AVE ren et 1, 2,1, 3). 33.37. 1) (12, —28, —24, —$); 2) 
(—5, 4,8, —1). 33.38. 1) Oui, 2) oui; 3) oui; 4) il l'est pour là = de 

= Àn = 0 et ne l'est pas ne tous ie ‘autres cas; 5) oui; 6) il l'est pour > 
> {'et ne l'est pas pour n > 2. 33.41. Tétraèdre ‘de sommets aux points (3/4 

—1/4, —1/4, _1/4)e (—1/4, 3/4, Rare "4/4), (—1/4, —1/4, 3/4, —1/4), (—1/4, 


—1/4, —1/4, 3/4). 33.43. 1) C£2k-P; 2) 2k-1, 33.44. Octaèdre de sommets 
aux points (4, 1, —1, —1), da —1, 1. —1), (4, —1, —1,1), (—1,1,1, —1), 


— 4» 9 —_—_ +» » (—1, — 0 . 
34.2. 1)1AB|—=]BCI—V7, |ACI- V14, B = 90°, A=C= 45; 
+ =} 
2)1AB] = 3, | ACI=2,1BC| = V7, À = 60°, B— Arc cos —— 
Th 
2 — — — 
= Arc SRE 7 HE 3)I4AB| =} AC|]=|BC|=6, A = B = C = 60°. 


34.3. 2) et 4) Non; 1) oui; &œ = 90°, B = arc cos (V/7/3), y = arc cos (V/2/3); 
3) oui; œ=arc cos (3/V/10), B = arc cos (2/5); y = 135°. à, p et y sont ici 
les angles intérieurs du triangle, qui sont reprectivement opposés aux côtés a, 
betc. 34.4. q, = 60°, @p, = 30°, ps — 90°, où Pr, Pa et ps sont les angles inté- 
rieurs du triangle, opposés respectivement aux COtés pa (£), Pa (t) et ps (t)- 

34.5. Conseils. 1) On peut utiliser le fait pue le plan el appartient le 
triangle est isomorphe au plan euclidien et appli er le théorème correspondant 
de la géométrie élémentaire. 2) On peut établir l'égalité cos & + cos ( + y) = 
= 0, où &, B et y sont les angles intérieurs du triangle, et en déduire éASEtion 


nécessaire. 34.8. Waï + ...—+ af. 34.9. Arc cos (1/Vn). 34.11. 1) (—2, 
—2, —1,1),R = 6; 2) (0, —1,1, —1), R — 5. 34.12. (1, —2, —3,1), R = 
— 7. 34.13. 1) 5; 2) 2V/6; 3) 2:4) 6V/10; 5) 3: 6) 10. 34.15. 1) 6; 2) 1; 


. Va+ri n 
HTVA. 34.16. TE (5) . 34.20. 1)5;2) 3. 34.21. 1) 571427, — 
. 4zs + 27; + Ci, 2: Ci — 17, Ca — —11 ; 2) T1 as ta + 2ts + 2T4 7 


= C1, a C1 = 29, Ca = —21; 3) a on dde C1 = 


34.23. 4) (2, —1,1, 3): @, 1, . 5.3, où 34.24. Â/n.34.25. 1) (—3, —7, —1, —5); 
2) (5, —1,5, —5); 3) (7 : 3, 0,9) 34.26. 1) (1, —3, 0, —2); 2) (1, 1, 1, —1);: 
3) (0, 2, 1, 3, —1). os 1) Re D tas 21, 
ts=4+t;2)mn=1+it,zs = —3 t,z3—= —1+it,z NU 
4H, se tszs = 1 tra des — 1 — +. 34.29. 1) 
3); 2) (—4, —1, 3, —2). 34.30. 1) 45° : 2) arc cos (1/3); 3) 30°. 34.31. 1) 


30° ; 2) Arccos (1/V5). 34.32. 1) 3; 2) 21/3: 3) 4; 4) V/6. 34.34. 1) 1/3: 2) 
V5; 3) 2; 4) 2V3; 5) 4. 34.35. 1) za = 3+t,z=7 + 2t,zs = — 2 — 


= —8+it,za= —1+Hi,zs=4 —-1,z, = 7 — 2t, 


 . ES 1) (0, 2. 1, 1)? 2)(—1,0,1 0,1): 3) C, 1, 3, —1, 0). 
34.37. 1) (1, 1, 1, 3); 2) (4, 1, —2, —2, 0). 34.39. 1) 21/7; 2) 61/2. 34.40. 
1) V2: 2) V44: 3) 4. 34.41. 1) 3; 2) 1. 34.42. 1) arc cos (V/7/3); 2) 45°; 3) 
arc cos V/2/3. 34.44. 1)  1/V3: 2)5; 3) 2: 4) 3/V5; 5) V6; 6) 2V/5/3. 34,46. 


Hit, za = —1— 1,278 = —1 +, 1. 2) n=2+t is © open 
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Ta — —1 + ls, ra = 2 — 2h — 2t + 3 Ts — 1 —_— 1 — 2ta + 2tsetr, = 
= 2+1, ze — 2, Zzs= —1 + t,z—=2—1t,1r5 = 1+1; 3) 21 = 31 

+ 2to Ze = —1—-2t — tt, 723 = 1+th Las Di D ht z = 1+ 
+ et mn=t;z = —1,—1t, z3= 1, 2 = —2+t,z, = 1 — 1. 34.47 


45°. 34.48. 1) arc cos (2/3); 2) 45°: 3) arc cos (1/V/5). 


35.1. 1) EM + (EN = (ti + 75) Ba + (ri + 72) 8: 2) (6) + (n} = x Et+n!)+ 
(67) (n°)! E1 1 
+tE+n); 3) |, È 
Leone | (67 (n° G2 1e 
ni un tenseur ni un invariant. 35.2. 1) La correspondance donnée est un 
invariant, 2) un ensemble de n invariants, n'est pas un tenseur. 35.3. 1), 
2), 3), 4), 6). ee transformation linéaire est un invariant:; 5) n’est pas 
un tenseur. 35.4. 1), 4) les invariants relatifs; 5) 6) les invariants: 2) et 
3) ni tenseurs, ni invariants. 35.5. 14) La correspondance donnée n'est 
pas un invariant; 2) est un tenseur de type (0, 1). 35.6. 1) Tenseur de 
type (0, 2); 2) tenseur de type (0, 2). 35.7. 1) Tenseur de type (0,2), 
dj = G;8p; 2) tenseur de type (0,2), au — a;ibr. 35.8. Tenseur de ty 
(0, 2), an = a;bx; 2) ue e type (0, 2) a; = ajax. 35.9. 1) Tenseur 
type (0, 2), &s — 1, a; = 0 pour iÆ 1 ou j Æ 3; 2) tenseur & type (0, 2. 
are = 4, a;; = 0 pour 1 j. 35.10. 1) tenseur : type (0, ” A = a = À, 


. Aucune des grandeurs n'est. 


Le — 0; 2) tenseur de type (0, 2). a, = a12 = = À, a; = 0 
Dour i+j> a 3) tenseur de type (0,2),a;; = 1 Dou tous i, j; ) tenseur de ty- 
pe (0, 2), ay; = 1, a;3 = 0 pour i — j. 35.14. Le tenseur 15 À (e symbole 


K ronecker » ou « tenseur isotrope ») correspond à la transformation linéaire iden- 
ta ses composantes sont identiques dans toutes les bases. 35.15. 6; 


= Ÿ gj0$- La fonction bilinéaire associée à ce tenseur se définit dans la base 
a=1 


n 
e par la formule K (x, y)=— ÿ Eini, où Ei, ni sont les coordonnées des vecteurs 


ii 
z et y. Elle est symétrique et définie positive. 35.16. (0’)i — LR où T = 
= Si —\;| T; Il. Le tenseur donné est le i,-ème vecteur de la base e. 35.17. 
(0°); — oi, où S —|| 0 Il. Le covecteur 6, correspond à une fonction p: Z, — 
—+ R qui est définie dans la base e par la formule q (x) = E'° (£*0 étant la coor- 


donnée du numéro i, du vecteur x dans la base e). 35.18. 6/7 est le tenseur 


isotrope de type (2,2). Conseil: vérifier la loi de transformation des compo- 
santes. Si nr — 3, parmi les composantes il y en a 69 qui sont nulles. 35.19. 
Si io — jo. toutes les composantes sont nulles; sii, # js, 0na Oioio = 1,0; 150 = 


= —1, les autres composantes sont nulles; 6j, = ofa? — go. 35.20. 


Tenseur isotrope de type (k, . Conseil: vérifier la loi de transformation des 
coordonnées. 35.21. {) E; = (det S)e fat * 2) Cette transformation re- 
ste 


présente un ensemble de nr in vor ts et n’est pas un tenseur. 35.22. Un tenseur 
de valence 3 dans l’espace quadridimensionnel possède 64 composantes. Lors 
du changement des coordonnées, l’expression de chaque composante contient 64 
termes dont chacun comprend quatre facteurs. 35.23. Quelles que soient les 


valeurs des indices i, j, on a (a’)= ao! Ti at oiti + a! 109ti + ajoïs ; 2) quelles 
que soient les valeurs des indices t, j,ona (a')i52= atitirÀ Laliitiatirir] + 
—+ati!ix; 3) quelles que soient les valeurs des indices i, j, k; on a (a), = 
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= aoioiti + a 40104 + 410 Joiti + a,030i vs + a 11020173 + also ioti + 
—+ ah:0%0f1i + a3,030fvi. 35.24. 1) V=T@tS: 


atf| [loitt où! oi oi |||lat 

an | _|loirt ot ou ot 

a loir? où? oi o%3|||| et ||? 

as Ojti Ofti Osti O2tà || || a 
a’ (ei) vit tt (t2)3 [||] alt 

DV=T@T Fe : TT, TT UT Tv al 

a’?1 Titi. Tite, TT, TITI a°1 
a’22 (t!)° TÊT: tit: (ti)? a22 


. si les Romposantss du tenseur ais sont ordonnées de la sorte: ai;, ais, as, 


Giyr Aa a a,onaVÿ = T@!'S @!{S.Conseil: utiliser dans les cal- 

mn le résultat du point correspondant du problème Es 23. 35.25. 1) 4° — 
= 1$S AS, où À — || all; 2) 4° = SAS, où À — || ai IL 3 3) A = S14X 

X (S-1), où À — |[|aïëi||. 35.26. 1) Tenseur de type ! -0) ; 2) tenseur de type 
à, 1) ; 3) tenseur de type (0, 2) ; si le tenseur donné correspond à à la transformation 
linéaire y, le tenseur de matrice inverse correspond à la transformation inverse 
pl. 35.27. Les matrices k-dimensionnelles de composantes tes des ten- 
-seurs de valence #4. 35.28. @111 = Gyay — Gen — Gao = 1; à = gje = 
—@j92 = gse — 0. 35.29. As, pour touslesi. 35. 30. 1) 9 Sections bide 


-sionnelles d'ordre 3; 2) 24; 3) 54. 35.31. 1) ; mn Ê ! sol 
0 0O 
no: 2) La matrice || 6,,|| est la section de la matrice || 6/7 || qui cor- 


respond aux indices de fixes i = i,,j = jo. 35.33. 1) f (x, y, z) = 
= ain nt ; 3) Gijh — f (e;, ej, ex). 35.34. Tenseurs de type (0, 3). 1) 
Œijh — Gbjch; 2) &ijr = CICTLEES 3) Gijh = 4i8j0R + bibjbg + cicjcr. 35.35. 
Tenseurs de type (0, 3). 1) a1a3 = age1 = 1, les autres composantes sont nulles; 
2) ay11 = Gags — Gs33 — 1, les autres composantes sont nulles. 35.37. 1) Dans 
chacune des sections on permute les deux dernières lignes et les deux dernières 
-colonnes ; en outre, les deux dernières sections changent de place : 4,,,. 2) Tous 
les éléments de la matrice changent de signe. 3) —124;n. 35.38. Si e; — 


= mis a; — CH J. Conseil: si S est la matrice de permutation, on 
—16 8112 11 7 9112 16 
a S1—IS. 35.39. 1 5 3 
: ; ) Lu F , |: 2 1 15118 25]; Ÿ 
1 —310 21 HT, —6 : u 
—3 110 —1 || | 


36.4. 1) a) As ru À 662 ©) Açe3; 2) à) À 04 ; b) À ges; C) À6ç6 ; 3) a) À çe1, ; 
b) À 987 ; C) À 871 ; 4) à) A: ‘"b) À 1145 € 1), 3) Les tenseurs sont liné- 
airement dépendants ; 2 Pas indépendants. 36.6. 1) 2P*1; 2) la base 
est formée de tous les vecteurs dont l’une des composantes est 1 et les autres sont 
des zéros. 36. 7. re les chposan tes des tenseurs de la façon suivante ; 

2) (ai, ce. a, a3) ; FA G1as dar qu) 5 4) (@iis Gino Gigs Aias dir Gfar GS a) 
-et posons T ors la matrice de passage dans l’espace des tenseurs est : 

A)T ; DS @ ir: ‘8){T @!{T: 4) S © !T @ !{T. 36.9. 1) (2, 0), 4, ; 2) (1, 1), 
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du,9, 4,0) Aa; 4) (0, 2), Au 5) (0, 9), Ass; 6) (0, 8), Aus: 7) (3, 0) Aussi 
D DR A) 9) 3105 49) CO. 4) gs à 165 (, 4 dupe 547) CS 


Ames 18) (8, 1), Aus 36.10. 1) à ® tb = tb ® a; 2) b ® ta = ta SD: ; 
a @ b; 4) b © a. 36.11. 1) a;bkt; 2) aijbhl ; aiib? ; CHUTÉ apr; aib}pe 
36.12. 1) ‘xu; 2) f‘ux. Ce sont des fonctions bilinéaires définies par les for- 


mules ; 1) b(z,y) = f (z)g(y); 2) b(z, y) = g(z)f (y). 36.13. La transfor- 
mation linéaire p de l’espace Z,,, définie par la formule @ (x) = £ (x) y a pour 


matrice nx dans la base e. 36.14. Voir la réponse du problème 36.12. 36.15. 
1) Tenseur de type (2, 0) ; 3), 5) tenseurs de type (1, 1) ; 6) tenseur de type (2, 1); 
7) tenseur de type (2, 0): : A de type (0, 2); les RE a 2), 4) n'ont 


O —4 —1 
pas de sens. 36.16. 1) ns 0 : 4) |, | 5 9 q' 6) 4 8-2; 
4 8 


7 —11 
52 —18 
6 4148 | ; 8) | __76 42 | + 36.17. 1) A199: A 310: 2) 199, À s11 ; 3) 199 


Ass 36.18. 1) a ® b ; 2) a © b ® c, où a, b sont des vecteurs, c un covecteur 
de composantes égales à (1, 1), (1, —1), (1, 2) respectivement. 36.20. 2) (z1+ 
+ z2) (3y + 2y2). 3) Les matrices-lignes des coefficients des fonctions f;, 
Er far La SOnt égales à (2, 1, —3, 0), (1, 2, 3, 0), (1,1,1,1), (0, 0, O, 1) respective- 
ment. La décomposition n’est pas unique. Conseïi ‘l: se servir du problème 
16.31. 36.22. 1) Valeurs de la fonction linéaire sur un vecteur; 2) image d'un 
vecteur par la transformation linéaire ; 3) valeur de la fonction bilinéaire ue un 


couple de vecteurs identiques. 36.23. 1) Oui; 2) non; 3) non. 36.24. 

= ajb* (produit contracté). 36.25. 1) {(6, 8, 2); 2) (0, —1, —2). 3) —12. 

36.26. 6. 36.27. 1) a) (4, 7); b) {(8, 8); 2) a) {(3, 0); b) (5, 3). 36.28. a) 
5 ©) 3; f) —5; 


2 3 —4 4 —10 —5 
IE , [Fo FE afro] sl 
0 O0 0 —5 3 —1 —2 —4 
ve o |” | _< à [5° l: fo] 1 
6 10 5 —5 _—1 3 —? 
PA IF 42 |: | _; s | © | 2 


36.30. 1} Non; 2) oui. 36.31. f(x, y) —g(y, # — . tA;e; 2) ‘A: 3) 


7) 


5 ©) 


5 0)0;f) 1; 


5 ©) 


; €) 18; f) 4. 


Açss 5 4) Aou 36.33. 1) k1; 2) Agsss Aeao: se à 1 LU a . | , 
8 
|, de ME pour le tenseur de type (3, 0) la is est la même; 
1 11 2114 14 2417 17 27 141 2 314 5 617 8 9 
3) 2 12 2215 15 2518 18 28 11 12 13114 15 16 |17 18 19 || ; 
3 13 2316 16 26|19 19 29 21 22 23]24 25 26 |27 28 29 
14 21 9 10 141 51 3 7 
5 4 | 13 14 9 1413 | 11 15 
à | —— |, — |. 36.34. cl2— dl. 36.35. 1) 
3 4111 12 2 6| 4 8 
7 8 | 145 16 10 14 | 12 16 


26—340 
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1 
DR 2 ziyt + (ey+ ziyl) 
2) , 

1 272y2 

ay" z°y _ (z2y + z1yi) ziy2 
À a193 221 
2 y —2y) zla;, zla,y | zla,, zxla 
3) : 4) 1 2 12 22 
1 (z?y — ziy?) 0 t'ayr Zap | 2a,, za, 
2 


5) (zlay za, last zta2); 6) ((ai—+ai)z!l, (ai +aï)z2); 7) (aat+ x 


X(z'a$-+ zfa3), ra (ata}+ stat) ; 8) + (ati 204, ztat—ztat); 9) 


(ai+a3)?; 10) aja?—aia?; 11) (at)?+(a3)?+alai+aia?; 12) ‘1 “ |: 
a? a 
ai 010 a; a) ai|a! a 
13) s 9 : 14) a'+ai; 15) - |: = ; 16) ue RE 
at a3 || Fe 1. o o |[o ol 
ai 0]|0 a aj a?|ai a 
2 3 0 2 4 0 O —1 
EE FE EN Et DE PES LEE PO E 
0 0 1 2 2 0 0 1 
3) a) x * b) | 00 |: a)|[2 3 5/2 ||; b) 0 O0 3/2 
2 5/2 1 —1 —3/2 0 
36.37. 1) a) Aus: b) Asso C) Aez:; d) Ages; 2) à) Ag:95 D) Asso; C) Asa; 
d) Àçs25 3) a) Ass; b) Ar»; C) A:29; À) A50- 36.38. 1) a) Açgs ; 609 » 


C) 200; 2) a) 4:01 D) 302; C) A:05- 1) a) As: ; ke O; c) As:5 2) a) 


O —1/2 0 2 —3/2 — 

À , , 722 ; 
2 0 [2 of? #59) : 1 ‘0 0 4 DAT Ae 
C) A:2s. 36.40. 1) a) A6 5 D) 305; €) A:08: 2) : A:0:: D) À:0: C) 4:04- 
36.41. a) A:51: D) 4:53: 2) A3255 D) A:ss. 36.42. 1) Le tenseur est antisy- 
métrique par rapport à trois indices; 2), 3) antisymétrique par rap- 
port au premier et au troisième indice; 4) symétrique par rapport au 
premier et au troisième indice; 5) RE LS par rapport au premier 
et au deuxième indice. 36.43. 1) a) 6;' b) 1; c) 0; 2) a) 11; b) 27; c) 


1. 36.45. 0. 36.49. 1) n; 2) CS s 3) (nS—3n2+-2n)/6 : 4) (n3+3r2+ 


0 O0 010 0 010 à 0 
+ 2n)/6; 5) naË. 36.53. 1) | O O 3|0 0 010 0 0 
05 0120 010 0 N 
0 O0 010 0 010 0 0 
2 10 0 310 n 010 0 | 26.9 dus 9 54400 dut 
0 —5 0|[2 0 0|[0 0 0 


+ Asso. 36.56. 1) 26,167): 2) LS : 6. 36.57. 3) p(E, E?)— (EH ES + 
+(V2E#2)3. La représentation n’est pas unique. 
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1 cos & | — COS &Œ 
SE :) 
{ — cos 1 


cos a 
37.2. Conseil: si S est la matrice de passage d’une 


37.1. 2) a) 


1 
sin? 


c) 0 sin œ 
sin a 1) 

base orthonormée à la base donnée e, la matrice de Gram de la base e vau 

1SS ; on peut également utiliser le problème 35.21. 37.4. 6; gi. 37.5. g; h 


gi. 37.1. 1) gligino ; 2) a ;8xji 0 37.8. 1) a) re ue | b) Le c: L: 
402 —248 — 2 6 3 —1 —56 22 
Ds 153 [7 ? 9 fr ls AE | sr À 
4 7 13 2 —1 13 14 17 51 
3) a) 4 7 17 || ;Db) 6 9 19 ||; oc) 8 9 71 ||. 37.9. 1) Non; 
11 19 25 13 17 25 53 67 37 
8 ‘11 
2) oui. 37.10. 1) a) >. |: b) 1e |? a) |[10 17 24||;: 
1 —1 —3 
2 —2 3 
b) ||—16 32 18 37.11. 1) a) As; D) Aga 5 C) Agaz5 À) Aças; 2) a) 
43 —21 —9 


Açe: ; D) Açse ; ©) Ace ; d) Açes ; 3) à) A:55:5 D) Azss5 C) A:325 d) Ay3 37.12. 
1) a) À;185 D) 4:19 5 2) a) A;u ; b) A2: 37.13. 1) 2a(is); 2) a! ; 3) ai. 
37.14. aimh = £tigmja*” .L- 37.16. Le vecteur y s'obtient de z par une rotation 
d'angle x/2 dans le sens opposé à celui de la plus petite rotation amenant e; 
en 9, Si (e,, e) est une base directe. Conseil: calculer les coordonnées 
du vecteur z dans base orthonormée directe. 37.17. Conseil: calculer les 
coordonnées de z dans une base orthonormée directe. 


0 3 —@ 
38.1. + || —a 0 a || (le signe + correspond à la base directe). 
Ge —@ 0 


38.3. 1) A uno; 2) Ays1: 3) Ausee 38.4. 1) (21, —21, 42); 2) (—1, 0, 2); 3) (—2, 
—2, —2, 0, 0, 0), ; 4) (0,0,3,0,3,0). 38.5. 1) 0: 2) 2/3 ; 3) 26 ; 4) (—23, —32, 
8, 107/3); 5) (0, 0, 1/6, 1/6); 6) (—2, —2, —3, 0, 3, 3, 0, 4, 4, 0). 38.6. 1) 3; 
2) 0 ; 3) —3 ; 4) (—2, 11, 45, —5); 5) (—1, —1,1,4). 38.9. (p 1)? det [|fi (x): 
38.10. 1) —8; 2) 3. 38.14. C'est une matrice formée par les mineurs d'ordre 
2 de la matrice S. 38.18. 1) 2) Non; 3) Oui. 38.19. 1), 3) Oui; 2), 4) non. 
i 
38.21. Les vecteurs L'1'° pau Dh, appartiennent à un sous-espace en- 


gendré par le p-vecteur décomposable u. 38.22. Non. 38.23. 1) Enveloppe linéai- 
re des vecteurs (1, 0, —1, —2), {(0, 1, 2, 3). 3) Enveloppe linéaire des veceturs 


(1,1, —4, 0), 1(—1,0, —2, 1). 2), 4) {o}. 38.25. 1), 2) 5 (2, 1, 3, 2, 4,1); 
3) + (9. 5,4,4,—1, —1). 38.26. 1) (0, —10, —1, —3)+aëË. 2) {(0, 4, 2); 
6) @ë (& est un nombre arbitraire). 38.27. 1) + d,1,—1, 1j; HE 


26* 
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DEP ge 0.2) À (13, 8, 3, 5); SE — 38? + 89 — 13H — 0. 38.29. 1), 


4) Cette forme n'existe pas; 2) g? — Li + aff, 3) g? — —2fl + af? (a étant un 


nombre quelconque). 38.31. 1) f! A f, où ft = 2gl + 6g3, f? = g3 — 2g3; 
2) RAR EPA, où = 26 + 2e, f = ge + es +, P= "28, f = 
— PHP A, où f= 28 — 2g8,f— g2, f5 — 2g9, fi = gt; 

EAP dû Ge 2 + 289 — Ggt, = gp? + 9 + 2gt (et, 82, 8°, gt étant 
t De biorthogonale à la base initiale dans Z,). 
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IAE a 3. 1191. 4. 11—2i |. ACL 6. || 6—7i1|. 

8. 9. 0 Li be | 12. t]L. 

Al l DEL ee Es 

13. 14. 711 15. ei 17I[ 17. | 18. 

a il EP AO en 

19. u 3 21. 2. ds . Il 2 .(|—2 

25. || 2 21. ee. —1 29. | 3 
“ft: de * st © ll 

». | Ê 31. 1: 32. 2 2 | 34. É 35. |: 
1 Le le Se STE TA 
36. 31 31. 38. 5+8il| 39. [[3+à 40. Fu 
| —3 ne IE 6 |: | —5+ 2i |: | 7—6i |: | 
Ph 42. ||3—4 | 43. | 1—i | 44. 45. Tu 
us ae | 3— 6i È Es IE 2 — 3i É 
46. 211 47. [|1+i | 48. rs 49. [| 211 50. 

| _4||: | 1+ 3i | EH 1 

10 _ 
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—! 1 1 0 9 4 
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0 65 14 6 —9 1 
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2 || 1 | 1 1 1 ||. 0 

5 2 5 1 2 
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75.111411 76. 111 77. || Of 78. 311 79. || 20[[ 80. || 2 
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0 — 3 1 7 42 11 
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3 
() 
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—2 


251. 
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LU 
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91. [[1—i 2+i 92. [lé 1 93. [[i—1 i+1 94. 1 —i 
les sale ae es a a 
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